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Ueber die Eigenschaft der Gammafunction keiner algebraischen 
Differentialgleichung zu gentigen. 


Von 
O. Hitper in Gittingen. 


Wiihrend nahezu alle die Functionen einer Verinderlichen, welche 
in der Analysis eingebiirgert sind, die Eigeuschaft haben, dass zwischen 
der unabhingigen Veriinderlichen, der Function und einer Anzahl von 
Ableitungen der Function eine algebraische Gleichung besteht, ist fir 
die Gammafunction eine solche Gleichung nicht méglich. Fir diese 
Thatsache, auf welche ich durch mehrfache, vergebliche Versuche eine 
solche Gleichung aufzufinden gefiihrt worden bin, soll in der vor- 
liegenden Arbeit ein elementarer Beweis auseinandergesetzt werden. 
Auf die ziemlich umfangreiche, auf die Gammafunction sich beziehende 
Literatur wird hier nicht eingegangen werden, indem in derselben, so- 
weit sie mir bekannt ist, die aufgeworfene Frage nirgends beriihrt 
wird. Dagegen hat, wie ich jetzt nachtraglich erfahre, Herr Weier- 
strass schon frither in einer miindlichen Aeusserung die Aufgabe ge- 
stellt, zu beweisen, dass die Gammafunction keiner algebraischen 
Differentialgleichung geniige. 

Es wird im Folgenden die besprochene Eigenschaft zuniichst fiir 
die logarithmische Ableitung der Gammafunction nachgewiesen werden ; 
es lisst sich dann daraus ein Riickschluss auf die Gammafunction 
selbst machen. Auf diese Weise zerfallt der nachstehende Beweis von 
selbst in zwei Theile. Fiir die logarithmische Ableitung der Gamma- 
function wird die Bezeichnung 

1 dla r'(@ 
v(8) = Tay “as = Te) 
gebraucht werden. Es ist also in den Gauss’schen Bezeichnungen 


9(@) = ¥(a —1)— TE-. 








TI (a — 1) 


Die Function g(z) ist eine eindeutige, analytische Function, welche 
im Endlichen itiberall den Charakter einer rationalen Function besitzt 
und der Gleichung 
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(1) p(a +1) = — + g(a) 


geniigt. Durch diese Eigenschaften allein ist die Function keines- 
wegs bestimmt; es ist aber fiir den zu fiihrenden Beweis nicht néthig, 
mehr von der Function g(#) zu wissen, wesshalb dieser Beweis sich 
noch auf andere Functionen miterstreckt. 


Erster Theil. 


Vorausgesetzt, dass fiir die Function g(x) eine algebraische Diffe- 
rentialgleichung existirte, denke man sich diese in die Form 


(2) G (a; p(x), p'(z), «++, p(x) = 0 


gebracht, wobei G eine ganze Function von 


P(X), P(X), +4 —™(Z) 

bedeutet, deren Coefficienten rationale Functionen von 2 sein sollen. 
Die Gleichung (2) soll fiir alle Werthe von x bestehen; dabei wird 
natiirlich angenommen, dass diese Gleichung nicht identisch ist, d. h. 
dass die Function G dann nicht gleich Null ist, wenn an Stelle von 
p(x), y (x),.--, p(x) willkiirliche, von einander und von 2 unab- 
hingige Veriinderliche gesetzt werden. Insbesondere midge ange- 
- nommen werden, dass in der Function G Glieder von der m'*" Dimen- 
sion wirklich auftreten, dagegen Glieder von héherer Dimension nicht 
vorkommen, so dass also die Function G von der m'*” Dimension, und 
m> 1 ist. Der Beweis beruht nun darauf, dass die Gleichung (2) 
mit Hilfe der Gleichung (1) mehr und mehr reducirt werden kann, 
was dann schliesslich auf einen Widerspruch hinausfiihrt. 

Weil nun vermége der gemachten Annahme die Coefficienten von 
G auch gebrochene rationale Functionen sein diirfen, kann man zu- 
gleich erreichen, dass der Coefficient eines von den Gliedern m'* Di- 
mension gleich 1 ist; es wird angenommen, dass dies in der Gleichung 
(2) schon der Fall ist. Aus der Gleichung (2) folgt nun 


(3) G(e+1; p(@+1), p+), --+ pM(@+ I) 
— G(x; P(x), P (2), +++, gp (x)) = 0. 
Wenn jetzt die Gleichung (1): 
9(@ +1) == + 9(2) 


* mal differenzirt wird, ergiebt sich 


(4) p(24 1) — CP™ + g(a), 
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Mit Hilfe der Gleichungen (1) und (4) kann man die linke Seite von 
(3) auf die Form einer ganzen Function von 

P(X), P(X), «+ P(x) 
bringen mit Coefficienten, die rationale Functionen von x sind, so 
dass man also erhiilt: 


(5) H (x; p(x), 9 (x), «. O(a) = 0. 
Wenr hierin Glieder m'** Dimension vorkommen, so kénnen diese 
nur hervorgegangen sein aus den Gliedern met Dimension von (2). 
Das Aggregat dieser letzteren Glieder sei 
Pim(&) + R,(&) Pam(x) + +++ + Re (@) Pim(2), 
wobei R,... R, rationale Functionen von x und 
Pin (x), Pom (2), ee Pym (2) 
Producte von Potenzen von p(x), g’(x), ..., p™(x) von der m' Di- 
mension bedeuten. Diese s Gréssen P,,»,(xv) (v= 1, 2,..., 8) sollen 
natiirlich alle von einander verschieden sein. Wenn man nun in 
Pym(% + 1) vermége der Gleichungen (1) und (4) fiir p(x + 1), 
gy (x+1),..., p™(a+ 1) die Gréssen (x), p’(x), ..., p(x) ein- 
fiihrt, erhilt man nur ein Glied m'* Dimension, nimlich P,»(2). 
Es ist demnach 
{Ry (x + 1) — Rq(2)} Pam(a) +++» + {Bae 1) — By(z)} Pam(2) 
das Aggregat der Glieder m'* Dimension in der Gleichung (5). 
Sollte fiir jeden Werth von z 
R,(z + 1) — R,(a) =0 
sein, so zieht dies sofort die Kette von Gleichungen: 
R,(x) = R,(a@ + 1) = R,(@ + 2) —--- 
nach sich, woraus, da R,(#) eine rationale Function bedeutet, folgt, 
dass diese einen constanten Werth haben muss. 

Wenn also von den Functionen 

R, (x), Ry(@), .--, Ry(x) 
eine nicht constant ist, so ist die Gleichung (5) keine Identitit, 
sondern sie ist von der m'*" Dimension, enthiilt aber mindestens ein 
Glied m'*" Dimension weniger als (2). 

Man kann nun die linke Seite von (5) mit einer rationalen Func- 
tion von x dividiren und dadurch erreichen, dass einer der Coefficienten 
der Glieder m'** Dimension gleich 1 wird. Dann kann die so er- 
haltene Gleichung wiederum in derselben Weise behandelt werden, 
wie dies bei der Gleichung (2) geschehen ist. Dieses Verfahren ist 
nodthigenfalls weiter fortzusetzen. 

Jedenfalls kommt man einmal auf eine Gleichung, in welcher 
entweder nur ein Glied m' Dimension enthalten ist, oder je zwei 

1* 
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Coefficienten der Glieder m'** Dimension zu einander in constantem 
Verhiltniss stehen, so dass also diese Coefficienten selbst simmtlich 
als constant angenommen werden kénnen; denn so lange dies nicht 
der Fall ist, behalten die vorstehenden Betrachtungen Giltigkeit, und 
es kann durch das angegebene Verfahren die Zahl der Glieder m'e" Di- 
mension vermindert werden. 

Damit ist also bewiesen: Wenn eine Gleichung m*" Dimension 
besteht, so besteht auch eine ebensolche Gleichung, in welcher die Coeffi- 
cienten der Glieder m* Dimension constant sind. 

Wenn aber jetzt eine Gleichung 


(6) G(x; (2), P(x), -.» —™(x)) = 0 
von der zuletzt genannten Beschaffenheit vorliegt, so wird die aus 
der Entwicklung von 


G(e+tl;op@+)), P@+), +--+ pet dD) 
is Gy (a; p(x), P(x), +++ p™ (x)) =0 

hervorgehende Gleichung: 
(7) Hy (2; 92), 9 (2), ++ 9 (x)) = 0 
von einer niedrigeren Dimension als der m'. Es ist dabei nur zu 
zeigen, dass diese Gleichung (7) keine Identitiit sein kann. 

Zu diesem Zweck ist zu iiberlegen, was fiir Glieder m — 1' Di- 
mension sich auf der linken Seite der Gleichung (7) ergeben. Diese 


Glieder m— 1'* Dimension kénnen nur entstehen aus den Gliedern 
m — let Dimension von (6) oder aus dem Aggregat 


(8) Pim(&) + C2 Pam(x) + +++ + ¢ Pom(2), 

welches die Glieder héchster Dimension von (6) darstellen soll. Die 

C,...¢, bedeuten hier constante Gréssen, und die Bedeutung der 

Pim(%), Pom(x), . .., Pem(~) ist aus dem Vorstehenden bekannt; einer 

der Coefficienten ist wieder gleich 1 angenommen worden, 
Zuvorderst mégen die aus dem Aggregat (8) hervorgehenden 

Glieder betrachtet werden. Es ist 


Pim(x) = (p™ (x))* (P™ (a))™ ++ + (pMr) (x))*%, 


wobei die Summe 

@ +a,+----a=—m 
ist, und die Zahlen a@,, a, ..., @, positiv, von Null verschieden sind. 
Die x,, %,,-~+ +, #- sind alle von einander verschieden; eine von diesen 
Zahlen kann auch gleich Null sein, es ist dann g(x) durch p(x) 
zu erkliren. Die Differenz Pimn(2 + 1) — Pim(x) liefert nun nach 
p(x), p(x), +++, p™ (a) entwickelt unter Anderem das Glied*) 





*) Falls x, = 0 ist, hat man nur statt 1.2.3...x, in der Formel 1 ein- 
zusetzen. 
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oc 


Bae eae (p> (2) )ee-4 (<p' (x) a0.» « (qphr? (a) or, 


welches von Null verschieden ist, welches aber in der Gleichung (7) 
noch mit andern Gliedern vereinigt erscheinen kann. 
Aus dem Aggregat (8) kann nun ein weiteres, dasselbe Product 


(9) (p™ (x))e— (p™ (x))* 0 wie (pr (x))*r 
enthaltendes Glied nur dann hervorgehen, wenn mindestens eines der 
Producte 

Pym(v) (v= 2,3,---+, 8) 


die Form 
Pym (x) = (p(x) (yp (a2)? (pd (ax) - «+ (pr) (x) ar 


besitzt. Es bedeutet hier / eine Zahl aus der Reihe 0, 1,2,...,m. 
Weil P,»(x) jetzt als von P,,,(x%) verschieden vorausgesetzt wird, so 
ist nothwendig auch 7 von x, verschieden, wihrend 7 wohl mit einer 
der Zahlen x,,..., %- zusammenfallen kann. Man findet nun in der 
Entwicklung von 

Cy Pom (a + 1) eg Cy Pym (x) 
das Glied 


Come (9 (2) (9 (a))o» + + + (gH) (a). 





Solche Glieder kénnen also, gleichfalls aus dem Aggregat (8) hervor- 
gehend, sich mit dem zuerst erhaltenen Glied m — 1 Dimension 
vereinigen; es ist aber dann jedenfalls 1 von x, verschieden. 

Man kann somit sagen, dass die simmtlichen aus dem Aggregat 
(8) hervorgehenden Glieder, welche das Product (9) enthalten, ver- 
einigt dieses Product ergeben behaftet mit dem Coefficienten 


#=0 ii 
Dabei ist von den Constanten A,, A,,---, A, jedenfalls 
Ay, = (— 1)" %,! @, 
von Null verschieden. 


Es handelt sich jetzt darum, ob die Glieder m -- 1’ Dimension 
von (6) auch einen Beitrag von der Form 


rat. Funct. von x mal (yp) (a))%—* (p) (w))® + - + (pr) (w))% 


zur Gleichung (7) liefern. Dies ist nur dann der Fall, wenn eines 
der Glieder m — 1" Dimension von (6) selbst die Form 


R(a) ° (po (x))o— (p™ (a))% vr (pr) (x) 
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hat, und zwar ergiebt sich dann daraus fiir die Gleichung (7) der 
Beitrag 


{Rw + 1) — R@)} (G™ (ae (p(w) + + (WI (@). 


Wenn man die vorstehenden Entwicklungen zusammenfasst, kommt 
man zu dem Resultat, dass das Product (9) in der Gleichung (7) mit 
dem Coefficienten 

4 
(10) > tr + B@ +1) — RQ) 
u=0 

behaftet auftritt, wobei R(x) irgend eine rationale Function von x 
bedeutet. Kin Ausdruck von der Form (10) kann nicht fiir alle Werthe 
von « gleich Null sein, wenn, wie dies hier der Fall ist, eine der 
Constanten A,, A,, ---, A, eimen von Null verschiedenen Werth hat. 
Es wird der Beweis fiir die letztere Behauptung nachher nachgeliefert 
werden. Zuvor soll der beabsichtigte Schluss zu Ende gebracht 
werden. 

Es ist jetzt Folgendes bewiesen: Wenn zwischen den Grissen 
p(x), p(x), ---, p™ (x) eine fiir alle Werthe von «x giltige, nicht 
identische Gleichung besteht, deren Coefficienten rationale Functionen 
von x sind, und die von der m” Dimension ist, so besteht zwischen 
denselben Grissen auch eine ebensolche Gleichung m — 1” Dimension. 
Es besteht dann auch eine Gleichung m — 2', m — 3'',.-- Di- 
mension. Also miisste auch eine in den g(z), g’(x), ---, p™(x) 
lineare Gleichung existiren. Aus der Gleichung 


> Ryle) 9 (0) + R(w) = 0, 


ei) 
in welcher die rationalen Functionen 
R(x) (w=0,1,2,-- +m) 
jedenfalls nicht siimmtlich fiir alle Werthe von 2 verschwinden, kénnte 
man dann nach dem Friiheren auch auf das Bestehen einer Gleichung 
> up(2) + Ria) = 0 
u=0 
schliessen, wobei von den Constanten ¢,, ¢,,- ++, ¢, mindestens eine 
von Null verschieden ist. Daraus folgt aber 
> % {ye +1) — o(a)} + Rw + 1) — Rw) —0, 
“u=0 


welche Gleichung sofort in 
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—y ¢,(— 1 pu! a 

Ps a — + Re + 1) — Re) =0 

rr) 
iibergeht. Die linke Seite der letzten Gleichung ist von der Form 
(10), desshalb ist diese Gleichung widersprechend. Es kann also die 
Function g(x) keiner algebraischen Differentialgleichung geniigen. 

Der Vollstiindigkeit wegen ist noch der Nachweis zu fihren, dass 
eine Gleichung von der Form 
n A, 
za str + R(# + 1)— R@) =0 


u=0 





unmdglich ist, wenn eine von den Constanten A,, A,,---, A, von 
Null verschieden ist. 

Die vorstehende Summe wird an der Stelle « —0 unendlich, es 
verlangt also die Gleichung, dass an derselben Stelle die Differenz 

R(w + 1) — R(a) 
unendlich wird, Die rationale Function R(#) wird also an einer der 
beiden Stellen 2 =O und «= 1 sicher unendlich. Nun sei in der 
Reihe der Gréssen 
++. —8, —2, —1, 0, +1, +2, +8, --- 
p die algebraisch grésste und g die algebraisch kleinste, fiir welch 
R(«) wnendlich wird; alsdann ist p>g. Die Differenz 
R(w + 1) — R(x) 
wird sicher an den Stellen 2 = p und «=gq— 1 unendlich. D. h. 
also diese Differenz wird an zwei von einander verschiedenen Stellen 
unendlich, wihrend die Summe 
Zz >. 
att 
“=0 

nur an einer Stelle unendlich wird, Es ist somit eine Gleichung von 
der betrachteten Form nicht mdglich. 


Zweiter Theil. 


Es muss jetzt gezeigt werden, dass auch die Function [ (x) keiner 
algebraischen Differentialgleichung gentigen kann*). Zu diesem Zweck 
ist die Relation 





*) Wenn fiir die logarithmische Ableitung einer Function eine algebraische 
Differentialgleichung besteht, so ergiebt sich unmittelbar eine ebensolche Glei- 
chung fiir die Function selbst. Es kann also aus der Unmiglichkeit einer alge- 
braischen Differentialgleichung fiir eine bestimmte Function direct auf die Un- 
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(11) P'(2) = F(x) p(x) 
zu benutzen, welche mehrmals differenzirt die folgenden Gleichungen 
ergiebt: 


r" (a) = 0’ (x) p(x) +1 (x) g(a) 
= T(x) {(9(@) +9 (2)}, 
(12) 4 FP" @=F'(@) {(9@?+9@}4+ l(a) {29(z)9'(z) + 9" (a)} 
= (x) {(p(2))'+39(2)9' (x) +9" (2)}. 





\ 


Die x'* Ableitung von [ (x) ist gleich dem Product von [ (x) in eine 
ganze Function von 
p(x), P(x), +++ p*(2). 

Gesetzt nun, es sei fiir die Gammafunction eine algebraische 
Differentialgleichung vorhanden, so bringe man diese in die Form 
(13) G(x; T(x), F(z), +++, Fe) = 0, 
wobei eine ganze Function von 

F(x), F(x), - ++ F(a) 
bedeuten soll, deren Coefficienten rationale Functionen von « sind, 
Diese Gleichung (13) kann vermittelst der Relationen (11) und (12) 
in eine algebraische Gleichung zwischen 
x; T(x), p(x), p(x), +, p@— (a) 
verwandelt werden, welche in derselben Form wie (13) 
(14) Hx; Tw), p(x), p'(%), +++» p™(x)) =0 
heissen mége. Diese (Heichung (14) kann nicht identisch sein, wenn, 
was selbstverstiindlich vorausgesetzt wird, die Gleichung (13) nicht 
identisch ist. Setzt man nimlich in den Gleichungen (11) und (12) 
statt ‘ 
r(z), r (@), ++ r(x), 
P(X), P(X), +++ P(x) 
beziehungsweise die Veriinderlichen 
Ys Vir ** > Yn» 
By, By *y Bn 


ein, so verwandeln sich diese Gleichungen in das System 





miglichkeit einer solchen Differentialgleichung fiir deren logarithmische Ableitung 
geschlossen werden. Die umgekehrte Behauptung bedarf eines Beweises, wenn 
auch sehr naheliegende Ueberlegungen dieselbe plausibel erscheinen lassen. Der 
gegebene Beweis ist nichts Anderes als die Umbildung solcher Ueberlegungen in 
die Form eines zwingenden Schlusses.' 
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¥, = Ye, 

j= y (2? + 2), 

Ys = (2° + 322, + 4), 
. . . . . os . . °) 


welches in das folgende 


ga hs 
y? 
¥: 2 
= ry siaed roe 
y 3 
nm +2 3, 


riickwirts aufgelést werden kann, welches also betrachtet werden kann 
als ein solches, das aus »-++ 1 unabhingigen Veriinderlichen y,¢, 2,,--+,@,—1 
die » abhiingigen Verinderlichen y,, y,, ---, Y» bestimmt, oder aber 
auch als ein solehes, welches aus den » +- 1 nunmehr als unabhingig 
betrachteten Verinderlichen y, y,, y., +--+) Yn die 2, 2, +++, 2x1 be- 
stimmt. Es wiirde somit das Verschwinden des Ausdrucks 


D(X; Y, 2, yy °+'y Ss) 


fiir alle Werthe von y, 2, 2,,--+, 2.1 und von 2 auch das Ver- 
schwinden des Ausdrucks 


G(@} Ys Yr» * + +> Yn) 


fir alle Werthe von y, ¥,, +--+, Y, und von # mit sich bringen. 
Statt der ganzen Function 
Q(X; Y, By By +++) Set) 
von ¥, 2, 2, °**, a1 kann man sich, falls sie nicht selbst irre- 


ducibel ist, eine irreducible Function gesetzt denken, denn es muss 
doch einer ihrer irreduciblen Factoren 


H, (2; Y, 2, By rey &n—1) 
in eine fiir alle Werthe verschwindende Function von 2 iibergehen, 
wenn man statt y, 2, 2,,--* +, 2n-1 die Gréssen [(x), p(x), p’(x),-- >, 
g™— (x) einsetzt. 

Wenn von der Reducibilitit, beziehungsweise Irreducibilitat einer 
ganzen Function die Rede ist, so muss stets angegeben werden, welche 
ganzen Functionen als mégliche Theiler der gegebenen in Frage kommen 
sollen, d. h. was man von den Coefficienten der Theiler voraussetzen 
will. Dieser Umstand, auf welchen schon Galois aufmerksam gemacht 
hat, ist neuerdings besonders hervorgehoben worden von Herrn 
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Kronecker, welcher zur Charakterisirung des dabei jedesmal erst zu 
wahlenden Standpunkts den Begriff des Rationalitiitsbereichs eingefthrt 
hat. Dem Kronecker’schen Rationalititsbereich entspricht hier der 
Bereich der rationalen Functionen von zx. Die Theiler, welche in 
Betracht kommen, sind ganze Functionen von y, 2, 2,, ..-, 2n—1, deren 
Coefficienten rational zusammengesetzt sind in Beziehung auf die Ver- 
ainderliche 2, wobei aber hier von der Beschaffenheit der in diese 
rationalen Functionen von x eingehenden Constanten abgesehen wird. 
Es ist zu bemerken, dass wir hierbei, wie im Folgenden, 


By De Ry Bhg +o 09 Ment 

als unabhiingige Veriinderliche betrachten. 
Man wird nun ferner annehmen, dass in der Function 
D, (2%; Ys 2, Bye £n—1) 
die Grosse y wirklich vorkommt; denn, wenn dies nicht der Fall wiire, 
so wiirde dies, weil , nicht identisch gleich Null sein kann, das Be- 
stehen einer algebraischen Relation zwischen 
L, P(x), P(x), ~+-, P"—Y (a) 

bedeuten, was nach den friiheren Ausfiihrungen unmdglich ist. 


Es mége demgemiiss die Function , nach Potenzen von y geordnet 
werden, so dass 


@ 
Dy (@3 Ys 25 By - 6 + Sn) = >'G.(a5 2, 245 vty St). 9” 
v=0 
wird. Dabei ist @ >1, und der Ausdruck 
Go (U5 2, 2, ~~ + Sn—t)y 
welcher eine ganze Function ist von 2, 2,,..., 2,1 mit Coefficienten, 
die in & rational sind, ist jedenfalls nicht identisch gleich Null. Dies 


gilt auch von 
So (@j 2, 24, -+ +) Sut), 


weil die Function , irreducibel vorausgesetzt wird.*) 
Die Gleichung 


@ 
(15) DG. 9), ¥'@),--+5 Hh @) (FW) =0 


soll jetzt nach a differenzirt werden; man erhilt dann, wenn man 
gleichzeitig fiir [’(x) wieder [ (x) q(x) einsetzt: 


*) Es wiirde sonst nur noch der Fall §, = R(x). y iibrig bleiben, welcher 
eine widersprechende Gleichung fiir [ (a) nach sich ziehen wiirde, 



































Ueber eine Eigenschaft der Gammafunction. 


ik G(x; p(x), p(x), .--, p*—(#)) 


+ v(x) G(x; (2), p(w), -- +, 9-9 (a) (F@))" = 0, 


welche Gleichung auf die Form 


@ 
(16) YG; ola), ¥@), ---» 9 @) (TW) =0 


r=0 
gebracht werden kann. 
Der Ausdruck | 


¢ 
a Gy (2; 8, By, ~~ +) Bn y” 
v=0 


Do(@5 Y, 2, By. + +» Bn) 
bezeichnet werden. Dabei bedeutet 2, eine neue, von ©, ¥, 2, 2,, +++) @n—1 
unabhiingige Veriinderliche. Es bestehen nun die Gleichungen 


n—1 4 
. OG, (25,24 ,--+)%,_1) OG, (252,24, +) S__y) 
(17) Gy (x; 8, 8 ,...5%n)—= — = s+ > Sat 05, ~ 
a0 


moége mit 





+ va, (©; 8, 2, ++ +5 nt) 
(vy =0,1,2,...,@, &% =8). 
Von diesen Gleichungen fasse man zuniichst die letzte ins Auge, 
fiir v=. Dieselbe lehrt, dass man die Function 
Go (@; 2, 2,5 ++ +5 Bn) 
aus zwei Theilen zusammensetzen kann, von welchen der zweite: 
02 Go(X3 2, 8, + +») Sn—1) 
jedenfalls nicht identisch gleich Null ist und in 2, 2,,..., %,-1 eine 
Dimension hat, die um eine Einheit héher ist als die von 
Go ("5 2, 1, ++.) Sat), 
wihrend der erste Theil in ¢, 2,,..., %, von nicht héherer Dimension 
ist als @,. Somit ist auch 
Go (x; 8, 2,.- + Sa) 


nicht identisch gleich Null, und die Dimension dieser Function in 
2, 2,,-++) &, ist um eins grésser als die von Gg (x; 2, 2, -. +, Zn-1)- 
Es ist also auch 

Do (V5 Yy 2, By + + + Sn) 
nicht identisch gleich Null, und zwar ist der Grad dieser Function in 
y genau gleich @. 
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Die linken Seiten der Gleichungen (15) und (16) betrachte man 
jetzt als ganze Functionen von [ (x) allein. Auf diese beiden Func- 
tionen wende man das Verfahren an, welches dazu dient, den gréssten 
gemeinsamen Theiler zu finden. Indem zwischen x, (x), 9'(2),.. 
. +, p™(a) eine algebraische Gleichung nicht bestehen kann, hat man 
dabei ebenso zu operiren, als ob an Stelle dieser Gréssen willkiirliche, 
von einander unabhingige Veriinderliche stinden. Da nun die Glei- 
chungen (15) und (16) einander nicht widersprechen diirfen, muss der 
beim Verfahren des gemeinsamen Theilers tibrig bleibende Rest fiir 
alle Werthe von x verschwinden. Dies kann, weil dieser Rest aus 
x, p(x), p (x),..-, p™(x) sich rational zusammensetzt, nur dadurch 
geschehen, dass derselbe formell gleich Null wird. Mit andern Worten: 
es haben auch die Functionen 

Di(V5Y, 2, 2yy+- +5 Mn-1) und Hy(xj;y, 2, 2, ~~~) Bn) 

einen gemeinsamen Theiler. Zuniichst ist dies so zu verstehen, dass 
der Theiler, sowie die Quotienten, welche durch Division von $, und 
, durch diesen Theiler entstehen, vorausgesetzt werden als ganze 
Functionen von y, deren Coefficienten die willkiirlichen Verinderlichen 
%,2,2,,.+.,%, rational enthalten. Die Function §, ist irreducibel, 
auch als Function von y, es wird also §, die Function §, in dem 
eben angegebenen Sinne theilen. Weil aber §, und §, beide vom 
e'" Grad in y sind, kann der Quotient 


De (5 Y, 2, %,-+., 8) 


D1 (@; y, 4, &, sey 4,1) 


die Grésse y nicht enthalten, er ist eine rationale Function von 
LZ, #,2,;....+, 2, allein. Es besteht also die Gleichung 


(18) J (@5 2, 2, ~~~, Bn) Do (@5 Y, 2, By, ~~ +» Bn) 
Yi (U5 By By y+ 2 5 Bu) Dy (15 Yy 2s Spy - + + Maa), 

in welcher g und g, ganze Functionen von z, 2,,..., 2, bedeuten mit 
Coefficienten, die rational in w sind. Weil nun §, irreducibel ist, und 
diese Function die Variable y wirklich enthilt, so kann g mit §, 
keinen gemeinsamen Theiler haben. Dabei handelt es sich jetzt wieder 
bestiindig um ganze Functionen von y, 2, 2,,...,%n. Hs folgt somit 
aus der Gleichung (18), dass g ein Factor von g, sein muss. Es be- 
steht also eine Gleichung von der Form 
Do (V5 Ys 2 2p = = +p Bn) = QW; 2, hy ee oy Bn) Dy (V5 Yy Fy Spy + + Snt)s 
wobei © eine ganze Function von 2, 2,,..., %, vorstellt. 

Die letzte Gleichung ist iquivalent mit der Reihe von Gleichungen : 


(19) Gy (aw; 2, 8). +) Sn) = O25 2, By,» 0 Bn) Gy ls 2, By, . + +» Sn—t) 
(v= 0, . a ) @). 
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Die Function © ist selbstverstindlich nicht identisch gleich Null; die 
letzte von den Gleichungen (19): 

Go (25 8, By). «+p Bn) = O05 8, By. 0) Be) Gol; 8, 24) ++ +) Sat) 
zeigt aber, dass Q in 4, 2,, ..., 2, genau von der ersten Dimension 
sein muss; denn es wurde die Dimension von “, um eine Einheit 
grésser gefunden als die von @,. Aus der ersten von den Glei- 
chungen (19): 

Go (5.8, 245 - + +) Mn) = DQ (05 2, By, «+ oy Bn) Go (ars B, By, +» +) Bat) 
wiirde nun, da (, (s. 0.) nicht identisch verschwindet, folgen, dass 


die Dimension von “po grésser sein miisste als die von &,. Dies wider- 
spricht aber der ersten von den Gleichungen (17): 


= eG ta oe dG, ( (© 8 By ++ +5 By 
Go (23 8, 21, .-0)8n) = — Go(; #% 1) + Sve ge 1), 


e=0 





Damit ist also die Voraussetzung, dass die Gammafunction einer 
algebraischen Differentialgleichung geniige, auf einen Widerspruch 
zuriickgefihrt. 


Gottingen, den 26. Juni 1886. 








Zur Theorie der Flissigkeitsstrahlen. 


Von 


W. Vorar in Gittingen.*) 
(Mit einer Figurentafel.) 


Obgleich durch Herrn von Helmholtz und Kirchhoff eine 
Methode gegeben ist, fiir den Fall einer ebenen Flissigkeitsbewegung 
Probleme zu lésen, bei welchen die Fliissigkeit eine theilweise freie 
Oberfliiche besitzt, sind doch erst wenige Beispiele der Art durchge- 
fiihrt; es hat daher die folgende Mittheilung, welche eine Anwendung 
der Kirchhoff’schen Methode auf den Zusammenstoss von mehreren 
Fliissigkeitsstrahlen bringt, vielleicht einiges Interesse. 

Bezeichen g,, gy, fiir zwei Fliissigkeiten die Geschwindigkeits- 
potentiale stationiirer Strémungen, so gelten bekanntlich bei ebenen 
Bewegungen innerhalb der Fliissigkeiten die Gleichungen: 

2 a2 a2 nz 
(a) oo gM = 0, = Pe a = 0, 


oy® oa? oy 


B= —3(GE+(H)) B49 (AY +G)). 


an den freien Oberfliichen: 





Ov Ov ; 
(b) any = 0, ONg sath, PH 4, Pe=, 
worin p,, p, die Drucke, ¢,, &, die constanten Dichtigkeiten, C,, C, 
und ¢,, ¢, Constanten bezeichnen. 

Liings der Trennungsfliche beider Fliissigkeiten, welche aus Strom- 
curven gebildet wird, die wir die singuléren nennen wollen, gilt: 


Om ae O%2 a ee ee ee 
(c) nh 0, pi = Pr. 


Wir wollen den Fall betrachten, dass zwei Strahlen aus dem Un- 
endlichen kommen und im Endlichen qussmenenteclion: die Geschwindig- 


% Abgetraskt aus den Nachrichten von der K. Gesellschaft der Wissen- 
schaften zu Gottingen, 1885, Nr. 9. 
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keiten seien im Unendlichen in den Querschnitten constant G, und G,, 
im Endlichen variabel V, und V,, an den freien Oberflichen sei der 
Druck gleich Null; dann giebt die Grenzbedingung p: = ps die 
Relation : is 

&, (G,? — V,”) = «, (G2 — V,*) 
oder 
(ec) #,G,? — «,G,? = «, V,2?— 2, V,?. 

Diese Formel zeigt, dass wenn im Unendlichen die lebendigen 
Kriifte der Volumeneinheit fiir beide Strahlen gleich sind, dieselben 
auch in jedem Punkte der gemeinsamen Grenze gleich sein miissen. 

In diesem Falle kann man also die Bewegungen in beiden Strahlen 
durch das eine modificirte Geschwindigkeitspotential 


® 
umfassen, welches im Gebiet der ersten Fliissigkeit gleich Ve 9, in 


dem der zweiten gleich //2,g, ist und der Bedingung zu geniigen hat, 
dass tiberall: 


(1) Ao=0, 

in den freien Grenzen aber: 

. ao ao \? (22) — ; 
(2) 5, 0 und (3*) ob oy = G 


sein muss; hierbei ist ¢,G,? — ¢,G,? = G* gesetzt. 

Der Bequemlichkeit wegen wollen wir weiterhin ® kurz das Ge- 
oo 
Ox 
nennen, obgleich sie sich davon noch durch den Factor /é unter- 
scheiden. 

Ein specieller, in diesem allgemeinen enthaltener Fall ist der, 
dass zwei Strahlen derselben Fliissigkeit, welche im Unendlichen die 
gleiche Geschwindigkeit besitzen, zusammenstossen. 

Nach einem Grundsatz der Hydrodynamik bleiben Fliissigkeits- 
theilchen, die sich einmal in der Oberfliiche befinden, immer in der- 
selben. Hiernach kénnen die an der Oberfliiche beider Strahlen *be- 
findlichen nie zu inneren werden, die beiden Strahlen kénnen also 
nie zu einem zusammenfliessen, sondern miissen, indem sie sich theilen, 
wiederum zwei in verschiedenen Richtungen auseinanderfliessende er- 
geben, von denen der eine in den Raum zwischen den beiden Stoss- 
richtungen, der andere in den gegeniiberliegenden fiillt. Dieselben vier 
Stromcurven, welche die Grenzen der stossenden Strahlen bilden, 
begrenzen in anderer Combination auch die resultirenden Strahlen. 
Von den im Innern der beiden stossenden Strahlen liegenden Strom- 
curven muss je eine sich in zwei Zweige theilen, welche nach dem 


schwindigkeitspotential , . die Geschwindigkeitscomponenten 





. 
; 
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Zusammenstoss die Grenze zwischen der urspriinglich den verschiedenen 
Strahlen angehdrigen Fliissigkeit bilden. Wir nennen sie, wie schon 
festgesetzt, die singuldren Stromcurven. An der Stelle der Verzweigung 
dieser singuliéren Stromcurven muss die Geschwindigkeit verschwinden, 
und daher muss diese Stelle fiir die singuliren Stromcurven beider 
Fliissigkeiten nach Gleichung (c’) gemeinsam sein. Wir nennen diese 
Stelle, in welcher die Geschwindigkeit verschwindet und die singuliiren 
Stromeurven sich verzweigen, das Stosscentrum. 

Die obige Betrachtung liisst sich sogleich auf das Problem des 
Zusammenstosses beliebig vieler aus dem Unendlichen kommenden 
Flissigkeitsstrahlen erweitern. Besitzen sie im Unendlichen gleiche 
lebendige Kraft der Volumeneinheit, so auch itiberall lings der Curven, 
in welchen sie sich beriihren, und man kann daher in diesem Falle 
auch fiir sie ein gemeinsames Geschwindigkeitspotential ® einfiihren, 
welches durch die Bedingungen (1) und (2) bestimmt ist. Wir wollen 
das Problem zuniichst in dieser Allgemeinheit in Angriff nehmen und 
nur die eine Beschriinkung einfiihren, dass die von der Fliissigkeit 
bedeckte Fliche eine einfach zusammenhingende ist. Damit ist iibrigens 
der Fall nicht ausgeschlossen, dass sich die Grenzen verschiedener 
Strahlen schneiden, denn man kann in solchen Fillen die Dicke der 
Fliissigkeit senkrecht zur xy-Ebene unendlich gering und die Strahlen 
an einander vorbeigefiihrt denken. 


Sei 
Q=O+ i 
eine Function von z= 2 -+ ty, so giebt bekannntlich 
Y = Const. 


das System der Strémungscurven, welche dem Geschwindigkeitspotential 
® entsprechen. 
Es ist dann auch: 


00 , a0 
4 | nn J.) oy 
“) a2 ~ (02, (20 
Ox oy 
* Nun setzen wir*): 
(5) Se m= $= E+ in = e(cos # + isin #) 


und betrachten § und y als die rechtwinklichen Coordinaten eines 
Punktes in einer Ebene, die wir die ¢-Ebene nennen werden; die 
§-Axe soll dabei parallel der w-Axe, die y-Axe parallel der y-Axe 
gewahlt sein. Die Vergleichung der Gleichungen (4) und (5) zeigt 
dann, dass, wenn man von dem Punkte =O nach dem Punkte € 


*) Kirchhoff, Mechanik p, 291, 1876. 
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eine gerade Linie zieht, die Liinge dieser, also g, das Reciproke der 
Geschwindigkeit und ihre Richtung die Richtung der Bewegung in 
dem Punkte ¢ ist‘. 

Da in unserm Problem m Strahlen mit gleichen (reducirten) Ge- 
schwindigkeiten aus dem Unendlichen kommen und in’s Unendliche 
gehen, so kann derselbe Werth 2 an m verschiedenen Stellen der 
z-Ebene stattfinden mit Ausnahme derjenigen Werthe, welche der 
Geschwindigkeit Null entsprechen und welche an den oben definirten 
»stosscentren“ eintreten. 

Sind » stossende Strahlen vorhanden, so gehen nach dem Zusam- 
menstoss auch » Strahlen in’s Unendliche hinaus. Die Anzahl der 
Stosscentren ist hierbei, wie man leicht durch die Anschauung erkennt, 
im Maximo (n — 1); in diesem Falle sind alle Stosscentren auf der 
Grenze von nur je zwei Strahlen gelegen. Hiingen in einem Stoss- 
centrum (h-+ 1) Strahlen zusammen, so kann man dasselbe als ein 
h-faches durch Zusammenriicken von h urspriinglich getrennten ein- 
fachen Stosscentren entstandenes betrachten. Der Grenzfall ist der 
nur eines (n—1) fachen Stosscentrums. 

Denken wir also die Werthe 2, welche allen Punkten im Innern 
der Fliissigkeit entsprechen, auf einer 2-Ebene ausgebreitet, so wird 
dieselbe n-bliittrig zu wiihlen sein und innerhalb des Bereichs der 
Fliissigkeit in den (n—1) Punkten, welche den Stosscentren entsprechen 
und simmtlich im Endlichen liegen, zusammenhingen. Das letztere 
Resultat liefert auch direct der von Riemann gegebene Satz*): Ist 
die Anzahl der Umdrehungen, welche die Grenze eines einfach zu- 
sammenhangenden endlichen Bereichs macht, gleich , so ist die An- 
zahl der auf ihm liegenden einfachen Verzweigungspunkte gleich (»— 1). 

Die freien Grenzen des Bereichs der Fliissigkeit sind in der ¢- 
Ebene Stromeurven, miissen also in der Q-Ebene Parallele zur ®-Axe 
sein. Wir nehmen an, dass sie im ersten Blatt durch 


Y=+a, Y=+b) 
im dritten durch ; : 

6 
(6) Y=+a, ¥=+4, 


im zweiten durch 


im mten durch 
Y= + an Y= + bp 
gegeben seien; Punkte im Innern der Fiiissigkeit entsprechen dabei 
Punkten zwischen diesen Geraden, das Gebiet der Fliissigkeit ist also 
der zwischen ihnen liegende n-fache Streifen. Damit derselbe zusam- 
menhange muss sein: 





*) Riemann’s Werke, Edit, H. Weber p. 106, Leipzig 1876. 
Mathematische Annalen, XXVIII. 
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a, >6b,, @ >, .-,@ > 5, 
und auch 
a >is, a >&,..5G >4&. 


Da in den freien Grenzen ferner die constante (reducirte) Ge- 
schwindigkeit G stattfindet, so miissen sie sich in der £-Ebene nach 


° =“ ° — . 1 
dem Obigen als Theile eines Kreises vom Radius R= 7, um den 
7 
; oordinatenanfang darstellen; Punkte im Innern der Fliissigkeit ent- 


sprechen dabei Punkten ausserhalb des Kreises, da die Geschwindig- 
keit in der Grenze die grisste sein muss, das ganze Gebiet der Fliissig- 
keit also der ganzen Umgebung des Kreises. 

Dabei ist aber Folgendes hervorzuheben. 

Die Radienvectoren von 0 nach € geben durch ihre Richtung an 
einer Stelle § = Reos #, » = Rsin & die Richtung der Bewegung, 
welche an der durch €=—£€&-+ iy abgebildeten Stelle ¢ stattfindet. 
Die siimmtlichen beim Umlaufen der gesammten Fliissigkeit in den 
Grenzen anzutreffenden Bewegungsrichtungen miissen also beim Um- 
laufen des Kreises vom Radius R (das beiliiufig in entgegengesetzter 
Richtung geschieht, da das Innere der Fliissigkeit der Umgebung des 
Kreises entspricht) durch die Richtungen der Radien wiedergegeben 
werden. Ist die Anzahl aller sich in’s Unendliche erstreckenden 
(sowohl kommenden als gehenden) Strahlen gleich m, so ist die Summe 
der bei der Umlaufung angetroffenen Richtungsiinderungen der Fliissig- 
keitsbewegung gleich 

(m — 2)x 


oder, da, wie oben gezeigt, m eine gerade Zahl = 2» sein muss, weil 
ebenso viele Strahlen aus Unendlich kommen, wie nach Unendlich 
gehen miissen , 


= 2(n—1)z. 


Ebenso gross muss also auch die Summe der Richtungsiinderungen bei 
Umlaufung des Kreises in der €-Ebene sein, d. h. die Ebene muss 
(m — 1) Bliitter besitzen, welche ausserhalb des Kreises vom Radius 
R in n — 2 Punkten zusammenhiingen, sodass ein Umlauf lings des 
Kreises durch alle (n — 1) Bliitter fiihrt. Dies folgt aus dem oben 
citirten Riemann’schen Satz sogleich, wenn man nach der Methode 
der reciproken Radien die Umgebung des Kreises vom Radius R auf 


das Innere einer Kreisfliiche vom Radius + abbildet. 
Wir betrachten die Abbildung des oben definirten »-fachen Streifens 
in der Q-Ebene auf dieser (nm — 1) bliittrigen ¢Ebene und wollen sie 


vermitteln durch die Abbildung auf einer einbliittrigen ¢-Ebene. 
In dieser soll der n-fache Streifen auf einem Kreis vom Radius R’ 
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so wiedergegeben werden, dass im ersten Blatt der Q-Ebene der 
Punkt © = + oo entspricht dem Punkt & = R’ der ¢-Ebene, 


ebenso ® = — oo {= Ra 
im zweiten Blatte analog 


® = + oo entspricht { = FR’ e’#' 


® = — oo C= Rew 
im dritten Blatte 

o=—+ 0 C= Reb: 

® = — C= Rea’ 
im vten Blatte ag ag dbtas™ 

® = + Y = Rent 

On iw v= Res, 


wobei 
O< a’ < Bi <a’ < BB, <+++ <a < By und Bp, — 2m ist. 
Es muss also lings des Kreises vom Radius J’ sein: 
Q=ia, fir 0 << % <a, 
Qeidh, , af << B’ 
Q=ia , BY <# <a, 


Q=ia, , Pix # <a, 
Qeib, , << p,. 


Diesen Bedingungen wird geniigt durch die Function: 
Q—= £ | (a,b, Joey’ (Dy) By’ (4g—Dg) tg’ ++ (dn Dn) n+ 200by] 
8) +3 [bl fe) + Oa) 1(1— fe) 
+--+ G.-a)i(l—f)]- 


Da bei der conformen Abbildung je ein innerer und ein Rand- 
punkt sich beliebig entsprechend gewihlt werden kann und letzterer 
bereits durch die Annahme, dass dem Punkt © =—-+--oo im ersten 
Blatt der Q-Ebene { = + FR entspricht, bestimmt ist, so kann nur 
noch iiber einen innern Punkt verfiigt werden. Dem scheint zu 
widersprechen, dass bei willkiirlich gewihlten a,, b, noch (2% — 1) 
Gréssen @,, 8, disponibel sind. Indess ist zu beachten, dass die Ver- 
fiigung iiber die a, und b, keineswegs den abzubildenden n-fachen 
Streifen in der Q-Ebene vollstiindig bestimmt, sondern dazu noch die 
Q* 
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Angabe der auf ihm liegenden (n—1) Verzweigungspunkte nach Ort 
und Art erforderlich ist. 

Die Bilder der Verzweigungspunkte in der §-Ebene sind gegeben 
durch die Wurzeln der Gleichung: 


dQ 


an? 
oder 
(9) 0 xe Lr — bey — ay) FE 
1-3, oo’ Bina. +. — py 
R R 


Die Gleichung ist vom (2% — 2)ten Grade, da der Coefficient 
von (¢)?"—! identisch verschwindet. (n—1) Wurzeln miissen Punkte 
innerhalb des Kreises vom Radius FR’ ergeben, da nach dem Rie- 
mann’schen Satz (n— 1) Verzweigungspunkte im Bereich der F'liissig- 
keit liegen miissen*), 


*) Man kann aber diesen Nachweis hier einfach direct fiihren und somit 
sich der Anwendung jenes Satzes volistiindig entschlagen. 
Dazu bedenke man zuniichst, dast 
dQ , 
aw 
gesetzt eine einwerthige Function yon £¢" ist. na = 
Q wird unendlich in den 2m Punkten R’e™ , R’e'* ,... es muss also 
ebenso oft verschwinden. Zwei Nullpunkte fallen in’s Unendliche, die tibrigen 
im Allgemeinen in’s Endliche. Wendet man den Satz, dass das Randintegral 
1 , 
aif ¢¢2) 
iiber eine beliebige geschlossene Curve ausgedehnt die Anzahl der umschlossenen 
Nullpunkte weniger der der umschlossenen Unendlichkeitspunkte giebt, auf einen 
Kreis an, der um den Punkt & =0 mit einem unendlich wenig grisseren oder 
kleineren Radius als R’ beschrieben ist, so kann man die Anzahl der auf der 
Kreisfliiche liegenden Nullpunkte von Q’ bestimmen. 
Hierzu bemerke man, dass, weil die Grissen a,,b, einen zusammenhiingen- 
den Streifen in der Q-Ebene bestimmen soilen, 


a,—b, = + Aj, dz — b, =-+ Ay’, . 
— (bj —a@)=+ By, — (b,—a,)=-+ By,.. 
simmtlich positive Gréssen sein miissen. 
Die Gleichung 2’ = 0 kann also geschrieben werden: 

A,’ B; ee 
= —__-— —- —_—_ +oo=a@ iy’ 
R é& oe ¢ Refi oe ¢ > + 
und stellt in ihrem reellen und imaginiiren Theil ©’ und ¥’ — mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen genommen — die &- und y-Componente der Attraction dar, 
welche an der Stelle ¢* stattfinden wiirde, wenn in den Punkten R’e’™ , Re’, .. 


0 
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Ihre Lage wird bei unserm Problem kaum direct gegeben, son- 
dern nur durch Verfiigungen tiber Breite, Richtung und Lage der 
Strahlen bestimmt sein. Sie ist bestimmt, wenn (2n—2) reelle Re- 
lationen zwischen den a,, b, und a, 6, gegeben sind; da (2 — 1) 
&,, B, verfiigbar sind, so bleibt, wie auch néthig, bei festgesetzten 
d,, b,, noch eine iibrig, um einen innern Punkt in den beiden auf 
einander abgebildeten Flichen sich entsprechen zu lassen*). Wir wollen 
auf diese Verfiigungen erst eingehen, wenh wir allgemein den Weg 
der Lésung vollstindig angegeben habeu. 

Um die gewonnene Abbildung des mfachen Streifens auf dem 
Kreis in der einblittrigen ¢-Ebene fiir unser hydrodynamisches Problem 
zu verwerthen, verfahren wir folgendermassen. 

Wir bilden zuniichst den Kreis in der einblittrigen -Ebene so 
in einer (»—1)-blittrigen ¢’-Ebene auf einen Kreis vom beliebigen 
Radius R” um den Coordinatenanfang ab, dass die Punkte des 
ersteren, welche durch die Wurzeln der Gleichung (9) gegeben sind 
(d. h. die Bilder der Verzweigungspunkte in der Q-Ebene) in letzterem 
iibereinander und zwar in den Mittelpunkt fallen. Dass dies allgemein 


die Massen A,, — B,, A,, — B,,... angebracht wiiren und nach dem Gesetz 
der (— 1)ten Potenz der Entfernung wirkten, Das Integral 


S d(12’) 


ef 
-/ a[puor+y )+éarcte (yr) 
und wenn man beriicksichtigt, dass ©’*-+ Y’? das Quadrat der resultirenden 


wird hiernach 


Kraft, hx die negative Tangente des Winkels zwischen ihrer Richtung und der 


&-Axe ist, so erkennt man ohne alle Rechnung, dass der reelle Theil des Integrales 
iiber eine beliebige geschlossene Curve genommen verschwindet, der imaginiire 
die Summe aller Richtungsinderungen der resultirenden Kraft bei der Umlaufung 
der Curve ergiebt. 

Fiir Punkte, welche einem Attractionscentrum unendlich nahe liegen, ist 
die Kraft nach diesem Centrum hin oder von ihm hinweg gerichtet je nach dem 
Vorzeichen der daselbst befindlichen Masse, Daher kann man fiir einen Kreis 
um den Punkt ¢’ = 0, der unendlich nahe dem das Fliissigkeitsgebiet begrenzen- 
den liegt, sogleich durch die Anschauung die Grisse der obigen Richtungsiinderung 
finden, Auf der Grenze selbst kénnen keine Nullpunkte liegen, da in der Grenze 
die Geschwindigkeit gleich G, in den Verzweigungspunkten gleich Null ist. 

Liegt der Kreis innerhalb desjenigen vom Radius R’ so findet sich der 
Werth der Richtungsinderung —(n—1)22, liegt er ausserhalb +(n-+-1)22; im 
ersteren Falle umschliesst er nur die Nullpunkte im Innern des Kreises R’; im 
letzteren Falle auch die 2n Unendlichkeitspunkte; beides ergiebt tibereinstim- 
mend, dass sich insgesammt (n—1) Nullpunkte auf der Fliche, also auch (n—1) 
ausserhalb befinden. 

*) In der Festsetzung der a,b, liegt niimlich bereits die Bestimmung der 
®.Axe in der Q-Ebene. 
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moglich ist erkennt man nach einer miindlichen Bemerkung meines 
verehrten Freundes H. Weber in Marburg leicht in folgender Weise. 

Allgemein kann man ausser einem Randpunkt nur einen innern 
Punkt bei der Abbildung sich entsprechen lassen. Geschieht die Ab- 
bildung des einfach zusammenhiingeriden Bereiches auf einer (n — 1) 
blittrigen Ebene, so sind die (m— 2) im Innern liegenden Ver- 
zweiguugspunkte verfiigbar und man kann durch ihre Wahl weitere 
(wm — 2) innere Punkte sith entsprechen lassen; es kénnen demnach 
im Ganzen die Bilder von (n — 1) Punkten des einblittrigen Kreises 
beliebig gewihlt werden. 

Schliesslich bilden wir durch die Substitution 


, 1 
gat 
den Kreis vom Radius R” in der (nm — 1) bliittrigen €’-Ebene ab auf 


der Umgebung des Kreises vom Radius R = in der gleichfalls 
(n—1) bliattrigen ¢-Ebene, dass das Bild des Centrums ins Unendliche 
fillt. Dann ist zugleich der nfache Streifen in der Q-Ebene ebenda 
so abgebildet, dass die Bilder seiner Verzweigungspunkte, d. h. der 
Stosscentren, im Unendlichen, die seiner Grenzen auf der Peripherie 
des Kreises vom Radius R liegen. 

Die gewonnene Relation zwischen Q und € giebt dann fiir jedes 
System der darin vorkammenden Constanten a,, b, und a, B, die 
Lisung eines Problemes des Stosses fiir m Fliissigkeitsstrahlen. Nach 
(5) erhalt man durch: 


(10) g —{tao+ Const. 


zu jedem Punkt € oder Q einen entsprechenden ¢ der xy-Ebene; der 
Grenze des Streifens in der Q-Ebene und zugleich dem Kreis vom 
Radius R in der £-Ebene entspricht die freie Grenze der Flissigkeit, 
ein negativer Umlauf des Kreises ergiebt einen positiven der Grenzen 
der Fliissigkeit. Wird auf dieser Kreislinie an den Punkten 


— F=0, a, By, @, By,---) On, Bn 
(wobei B, = 22(n—1) ist) Q abwechselnd gleich + co und — ow, 


so geben 
(@,—9), (B;—@), (%—B,), ++.» (Bn—@n) 
die Richtungsiinderungen der Strémung lings der 2 die freie Grenze 
der Fliissigkeit bildenden Stromfiden von Unendlichen ‘aus bis wieder 
in’s Unendliche. ; 
q=0, x—a,, 2a — B,, 34 — a, ..., (2M—1)" — ay, 

sind daher die Winkel der z-Axe gegen die Radienvectoren nach den 
unendlich fernen Theilen der Strahlen oder gegen die Richtungen der 
Strahlen im Unendlichen selbst, diese Richtungen nicht im Sinne der 
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Strémung, sondern stets in’s Unendliche hinaus positiv gerechnet. 
Ist eine der Differenzen a, — B,-; oder B,—«, grosser als x so schneidet 
das entsprechende Stiick der Begrenzung sich selbst. 

Fig. 1 giebt den Zusammenhang zwischen diesen Richtungen fiir 
eine zweiblittrige ¢-Ebene, also fiir drei zusammenstossende Strahlen 
das untere Blatt ist schraffirt. Fig. 2 zeigt wie etwa bei gegebenen 
Constanten diese Fliissigkeitsbewegung verlaufen kann. Die punktirten 
Linien deuten die singuliren Stromcurven an, ihre Schnittpunkte die 
Stosscentren. Die Gleichungen der singuliiren Stromcurven erhilt 
man, wenn man in der Formel (10), in welcher QR=-+ i¥ ist, 
dem ¥ successive diejenigen constanten Werthe beilegt, welche den 
Warzeln der Gleichung (9) 

aa 

ag 
entsprechen; die Oerter der Stosscentren geben sich, wenn man iiber 
® und ¥ demgemiiss verfiigt. 

Wir wollen den vorstehend beschriebenen Weg der Lésung in 
dem einfachen, immer noch sehr allgemeinen Falle wirklich gehen, 
dass alle (n--1) Stosscentren zusammenfallen, d. h. die (n—1) Ver- 
zweigungspunkte auf dem Kreis vom Radius R’ identisch werden. Da 
dieser (n— 1) fache Verzweigungspunkt in den Coordinatenanfang von 
€ gebracht werden soll und dies nur auf eine Weise mdglich ist, kann 
man ihn ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gleich bei der ersten 
Abbildung dahin fallen lassen. Hierzu ist erforderlich, dass die Glei- 
chung (9) die (wm — 1) fache Wurzel ¢ = 0 besitzt und dies findet statt, 
wenn die (n—1) Bedingungen erfiillt sind: 

(11) 0 = (a, —b,)e—@™ + (b, —a,)e-** 4. 


fiir 


=0 


h=1,2,...,(m—1). 
Dies giebt die (2n—2) reellen Gleichungen*): 
0 = (a,—b,) cos ha,’+ --- 
0 = (a,—b,) sin ha,’ +--- 


h=1,2,...,(m—1). 

Soll dieser (»—1) fache Windungspunkt Q = 0 entsprechen, was 
wegen der Willkirlichkeit des Coordinatenanfangs keine Beschriinkung 
ist, so ist noch erforderlich, dass die b, séimmilich negativ sind 
und gilt: 

(13) 0 = (a, —b,) a)’ + (by —a,) By + °°. 





*) Man iiberzeugt sich leicht durch Rechnung, dass bei Erfiillung dieser 
Relationen die iibrigen (n — 1) Verzweigungspunkte simmtlich in’s Unendliche 
fallen. 
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Es sind also die (2m — 1) Gréssen a, B, durch diese (2m — 1) 
Gleichungen bestimmt, wenn die a,, b, gegeben sind. 
Nun werde gesetzt: 


c= ey" 
und ' 
C"== = , also ¢ = Gy 


so wird: 
1 
0=} fa—m(1 (Se) 


+ —a)t(1-() Se) +++] 


Hierin fiihren wir noch ein: 
1 
, a, , B, , 1 n—t 
a~—sor K-sr F—-&) 
und vertauschen die b, mit — b,, so erhalten wir: 
..@ 
el R —te, \n—l 
(14) g— {ea +0)1[1 + (FE )7] 
1 


ot ene[t- (2G) ]4--—etenifi- J} 


als diejenige Function, welche in dem behandelten Specialfall das 
Problem lést, wenn man dazu nimmt die Nebenbedingungen: 





R= =, 
0 = (a, + b,)a, — (6, + ,)B, +--+ — bn 2e 
0 = (a, + b,) cos Aes — (b, + ay) cos Ah. Beste 
(15) + (dx + bx) cos #*. — 6, + a,) 
0 = (a, + b,) sin" — , + a) sin A 4... 


ha, 


+ (a, + b,) sin ——, 





fiir 


ber 1,2, ...8— 4. 
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Stossen nur 2 Strahlen zusammen, so ist mn =2, die £-Ebene 
also einblittrig. Die obigen Formeln ergeben, wenn man dies einftihrt: 








Q— £f+0)0(1-25") - @+ayr(1- 45") 


(16) 





+ (a+b) (1— 25) — 6,44)1(1— F)| 


O = (a,-+b,) @, —(b, + 4.) B, + (@.+b,) a,—2mb, 
(17) 0 = (a,+,)cosa, — (b, +a.) cosB, + (a, +b,) cosa, —(b, +4) 
O = (a,+5,)sin a, —(b, +4,)sin B, +(a,-+0,)sina,. 


Die Gleichung fir z wird hiernach wegen 


F — tao + Const. 


und falls man verfiigt, dass ¢ mit Q verschwinden, d. h. das Stoss- 
centrum in den Coordinatenanfang fallen soll: 


-# { (a, +0,)e-%1( — Re-) — (b, +-a,)e- 1 (§ — Re-#*) 
+ (a,-+b,) e-*@1(§— Re-™)—(b, +.4,)1(§ — R)}. 


Hieraus folgt, wenn man: 


e=a+iy, § = e(cos#+ isinéd) 


g 
(18) 


setzt: 
r= 2 fa, +0)[5 cosa, .1(9?-++ R?— 2@R cos (#+-«,)) 


+ sin a, .aretg ( geet Seam )| 


e cos # — FR cos a, 





— (b, +a, 5 cos, .1(9?-++ R?— 2¢ R cos (@+ B,)) 
(19) + sin B,. arcty (¢os 9 Roo) | 
+ (a,+ by cos d,.1(9?-++ R?—2@R cos (#-+ a,)) 


oe sin + Rein a 
+ sin a, . arctg S3tras)| 





— (by-+0,) 5 Ue? + R°—2 eR cos )} , 
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y= — (a+b, [= sine, (+ RY 20R cos (9+ «,)) 


— cos a, . arctg (a R sin oy )] 


e cos #— R cos a, 


— (b,+<a,) [2 sin B, .l(9* + R? —20 R cos (#+ B,)) 


eosin #-+ BR sin B 
(19) — c0s B, « arcty (2 oS Roos p )] 


+ (a,+b,) [2 sin a, .1(9? + R? — 29 R cos (#+-a,)) 


— cos a, . arctg ( e sin # + Rain a )| 


e cos #— R cos a 
in @ 
— (b,+4,) ~ arctg ew ee x || ; 


Nimmt man ge = R und lisst # von 0 bis — 2a abnehmen, so 
umliuft man zugleich in positiver Richtung die gesammte Fiissigkeit. 
Die Schwierigkeit, die in der Bestimmung des Werthes des arctg in 
den Ausdriicken von x und y liegt, umgeht man, indem man in (18) 
die Logarithmen entwickelt und den imaginiiren Theil nach der Formel: 


— (x— 4) = = fir O< 4< 22 





—>(a+%) = 7 se. fir O>y>— 22 


summirt, Man erhilt so: 
l= = {(a, +4,)[ cos a, .1(4sin? ore) 


+ sin a, (w7-+-(a,+4)) +-: ‘| 
(20) _ 
I= Fe fla +b,)[ sing, (Asin? °F **) 


+ c0s a (F(a, +9) F - |}. *) 


Das obere Zeichen gilt fiir 0 < (a, + #) < 22, das untere fir 
0 > (a, + #) > — 2a; analog in den anderen Gliedern. 
Hiernach erkennt man sogleich, dass beim Passiren des Werthes 
o = — a, springt: 
z um — R(a,+4,) sin «, 
y um — R(a,+5,) cos a,. 


*) Hiernach kann nach Formel (17) unter dem Logarithmus der Factor 4 
beliebig weggelassen werden. 
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Es ist also R(a,+ b,) = A, die Breite des in der Richtung a, 
aus Unendlich kommenden Stromes. 

Ganz ebenso findet sich: 

R(a,+,) = A, 
die Breite des in der Richtung e, kommenden, 
R(b,+4,) = B,, R(b,+a,) = B, 

die Breiten der in der Richtung 6, und 6, (=O) in’s Unendliche 
fliessenden Strahlen. 

Dass A, + A, = B, + B, ist, sagt also aus, dass ebenso viel 
Fliissigkeit zu-, wie abfliesst. 

Man kann hiernach die Resultate schreiben: 


Q = 4, {Al(g—Re-™) — B,l(g—Re-#) 
+ A,l(¢—Re-™) — B,l(g—R)} 

gam + {A,e-l(E—Re-m) — Bye (—Re-#) 
+ A,e- 1 (E— Re-'@) — B,l(f—R)} 


(21) 


t=- } m [ “a 1(o? + RB? —2 Re cos (#+-,)) 


4 
Rm Cty |=... 
(21) lial i e— & cos par | a 


y= {4 [- S04 192+ R'—2 Re cos (8-+-4,)) 
R sin (# — 
+ cos a, arctg cee! +:: + . 
Dazu die Bedingungen: 
0 = A,a, — B,B, + A,a, —22b,R 
0 = A, cos a, — B, cos B, + A, cos a, — B, 


O = A, sina, — B, sin B, + A, sin a, 
O—A,— B, + A, — B,. 





(22) 


Die zweite und dritte Gleichung hiervon hat den einfachen Sinn, 
dass die Schwerpunktsgeschwindigkeit der im Unendlichen in gleicher 
Zeit durch einen Querschnitt zu- und abstrémenden Fliissigkeit gleich ist. 

Es driickt sich nach diesen Formeln nicht Alles vollstindig durch 
die Breiten und Richtungen der Strahlen aus, sondern es bleibt 
noch eine Grésse (b,) in den Formeln, die wesentlich von der Lage 
des Stosscentrums abhiingt. Da dieselbe nur in einer Gleichung vor- 
kommt, so kann man sie willkiirlich lassen und durch gegebene 
A, B und a, B bestimmen. Dabei ist nur das Eine zu beachten, 
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dass 6, sich positiv und kleiner als + und > ergeben muss, da 


A, = (a,+b,)R, B, = (b,+a,)R ist und die a, und b, simmtlich 
positiv sind; eine Bestimmung iiber den Zusammenhang zwischen den 
A, B und a, B giebt die erste Formel aber nicht. 

Nach der Ableitung sind A,, A, die Breiten der aus Unendlich 
kommenden B, B, der in’s Unendliche gehenden Strahlen. Fiir die 
Discussion ist es bei der im Uebrigen gewihlten Bezeichnung be- 
quemer, diese Bedeutungen zu vertauschen. Dies ist erlaubt, d. h. die 
ganze Fliissigkeitsbewegung kann einfach umgekehrt werden, weil wenn 
man in der Q-Ebene das Coordinatensystem mit dem entgegengesetzten 
vertauscht, also die Bewegungsrichtung umkehrt (da wachsende ® in 
abnehmende verwandelt werden) ¢ nichts weiter als das Vorzeichen 
iindert, also die Gestalt der Fliissigkeit erhalten bleibt und das ganze - 
Bild nur um 180° gedreht wird. Da es aber auf die absolute Lage 
der Erscheinung nicht ankémmt, kénnen wir diese Drehung auch 
ignoriren. 

Die Bedingungen, um die es sich handelt, schreiben wir, indem 
wir alle Breiten durch B, = B ausdriicken: 


A, B, A, 
eee 


1 = > cos a, — B, cos B, + 4 COS Gy 
(23) rn ” : 
0 = —t sin @, —- 3 sin B, + 2 sin @, 


— = B A 
20 =F bed | —- A + 3 Gy 


Es giebt dabei: 
O0< a, <B, <a, << 22. 


Man bemerkt: Sind alle drei Richtungswinkel «,, B,, «, gegeben, 
so sind die Verhiiltnisse der Breiten A, B vollstiindig bestimmt. 
Es wird niamlich: 








A ee sin (@ _— ‘B:) — (sin Q_— sin B;) 

' % 7 =. 

B, Sin (Og — a, ) —_— (sin ag sal sin @;) ” 
Sh mntnaidiceia “2 

A, sin (B, 7 @;) — (sin 6,—sin ty) 

B A ag 


wenn: 


A = sin (a, — B,) + sin (6, —@,) — sin (a, — a) 


ist, 
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Kinen physikalischen Sinn geben natiirlich nur die Fille, welche 
die A und B siimmtlich positiv werden lassen. 
Die gewohnliche Fragestellung wird die sein, dass das Verhiiltniss 


der Breiten ct der stossenden Strahlen und ihre gegenseitige Rich- 


tung, also B, gegeben ist, und die Breiten A,, A, und Richtungen 
a,, a der resultirenden Strahlen gesucht werden. 

Hier reichen die drei ersten Gleichungen (23) zur Bestimmung 
nicht aus, sondern es giebt unendlich viele Lésungen. Bestimmt wird 
das Problem erst, wenn noch eine der Gréssen fiir die resultirenden 
Strahlen gegeben ist, oder tiber b,R, d. h. tiber die Lage des Stoss- 
centrums in der Flissigkeit verfiigt ist. Im letzteren Falle werden die 
Gleichungen zur Bestimmung der Unbekannten transcendent. Ist im 
ersteren, hiernach giinstigeren Falle a, gegeben, so wird: 

Ay i B, (1— cos 8,) } 
B B,(1—cosa,) + B, (1 —cos(B,;—«)) ’ 





alles Uebrige ergiebt sich hieraus leicht. 

Die Rolle, welche 6, R bei dem Problem spielt, tibersieht man 
am deutlichsten in dem Falle gleich breiter, in entgegengesetzter 
Richtung zusammenstossender Strahlen. Dann ergiebt sich wegen: 
sogleich : 

B,=A, =A, @& = a+, 
und aus der vierten Formel (23) folgt: 


Reem. 


Es wird also _. = () oder 1 wenn a, = 0 oder z ist; im Falle, 


dass die Strahlen aneinander hingehen, riickt also das Stosscentrum in 
die Oberfliche; je mehr der Stoss central ist, um so néaher liegt es 
der Mitte der Strahlen. Analoges gilt auch fiir den directen Stoss 
zweier ungleich breiter Strahlen. 

Dies ist mit der directen Anschauung in vollkommenem Einklang. 
Ueberraschend ist aber, dass die Theorie auch fiir den schiefen Stoss 
in gleicher Weise eine verschiedene Lage des Stosscentrums und dem- 
gemiiss bei demselben gegenseitigen Richtungswinkel einen verschie- 
denen Verlauf der Erscheinung zuliisst. Man kann sich von der 
Nothwendigkeit dieser Thatsache etwas Rechenschaft geben, indem man 
iiberlegt, dass wenn man urspriinglich entgegengesetet gerichtete stossende 
Strahlen um einen unendlich kleinen Winkel gegeneinander neigt, 
nothwendig auch nur eine unendlich kleine Aenderung der ganzen 
resultirenden Bewegung eintreten muss und hiernach bei verschiedenen 
in verschiedener Weise excentrisch stossenden Paaren durch diese kleine 





30 W. Vorer. 


Neigung nicht die gleiche Bewegung entstehen kann, sondern eine 
Verschiedenheit bestehen bleiben muss, wenngleich die verschiedenen 
Paare gleiche Breite und gleiche Richtung der stossenden Strahlen 
besitzen. 

Es muss also die stationire Bewegung bei dem Zusammentreffen 
mehrerer Fliissigkeitsstrahlen von den Umstiinden beim ersten Beginn 
dieser Bewegung abhiingig sein. Etwas Aehnliches hat sich auch in 
andern Gebieten der Hydrodynamik ergeben. 

Wir wollen schliesslich ein einfaches Beispiel in Riicksicht auf 
das eben Erdérterte ausfiihrlicher behandeln. 

Es sei gegeben 

B,=B, B= = 


d. h. der Zusammenstoss zweier gleich breiter Strahlen unter rechtem 
Winkel. Dann geben die 4 Bedingungen: 


— Ait Ae 
a= B 
1 me A1 008 ots + Ap COS ory 
24 ae 
(24) 1 Asin a + Ap sin ey 
B 
Rby _ Aye + Age, 1 
B 2xB 4 
also: 
1i— t 
4 Bl i . tg = ines 
2 — (cos a,-+ sin a;) 2 1 — stg > 
Ferner: 


9-54 Ug—Re-™) + Ug —Re-™) —U((g—R) (E+iR)), 
e=+s{(3 COS, . i(sine °F") 4 COS &. i(sine = 2 (sin? >) | 


22 








ms [+ 44 sin a. ("7 («ey +) + F sin a. (a> (e+) F (=+G +9) 


Zs 945 
-—— = {+ E sin e1(sin®? “\+4 + # sina, 1 (sin* —- --1 (sin? “| 


+ [F Foose, «(x F(a, +9) FF cosas. (aE (+9) + (aF9)]}- 





Das obere Zeichen gilt in den 6 Gliedern, wenn resp. (a, -+ #), (a, 4), 


# und (= - #) zwischen ( und 2a, das untere, wenn es zwischen 0 








= Oo se ee 
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und — 2z liegt. Bei einem Umlauf der Fliissigkeit in positiver Rich- 
tung nimmt # von 0 bis — 22 ab, die Zeichenwechsel treten also bei 


0, —«a, —F —@,, —2a ein. 

Wir wollen einige einfache Specialfille untersuchen und durch 
Figuren eine ungefihre Vorstellung von dem Verlaufe der Fliissig- 
keitsbewegung zu geben versuchen. Nach dem Vorstehenden ist eine 
der beiden Gréssen a, und @, beliebig zu wihlen. Wegen der allge- 
meinen Relation 


0<a,<B, <a, <p, = 2a 


muss dabei aber sein: 
0<a, <<, 2 <% < oe. 
1) Sei zuniichst: 


a, = 0 

so folgt: 
B 
R? db, = b, =s 0. ' 

Die letzteren Werthe zeigen, dass der Streifen in der Q-Ebene 
in beiden Bliittern itibereinanderfiallt und ganz oberhalb der -Axe 
liegt; der Verzweigungspunkt liegt auf der Begrenzung. Dieser Fall 
ist also nicht méglich, er giebt kein Problem des Stosses; wir haben 


bi 4 
a= >> A, = A, = B; a= a = 


uns vorzustellen, dass dabei die beiden unter = gegeneinander geneigten 


(normal zur z-Ebene gemessen unendlich diinnen) Strahlen tibereinander 
hinwegfliessen ohne sich zu treffen. 
Nimmt man @, unendlich klein, so wird: 


% = = + a, A, = B,(1+4,), 
A, = B,(1—a), b, = e pea +) a, B, 


der Verzweigungspunkt liegt also auf dem Streifen. Dieser Fall ist 
durch Fig. 3 angedeutet. 
2) Setzt man 
a= 
1 


so wird tg (4 = 7° also e, nahe 0,22. Zugleich folgt: 


5 1 
A, = zB, A,= = B, 
a, = 0,922, a, = 0,255, b= 0,155, b, = 0,083 4; 


die letzteren Werthe sind nur angenihrt. Die Gestalt des Streifens 
in der Q-Ebene ist in Fig. 4 gegeben. 
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Was die Fiiissigkeitsbewegung selbst anbetrifft so bietet der 
Umstand eine Schwierigkeit, dass wegen B, = 22, a, = x zwei ent- 
gegengesetzte fliessende Strahlen sich parallel der z-Axe in’s Unend- 
liche erstrecken. Ihre gegenseitige Lage erhellt aus der Gleichung 








° #+a, 2 
x tee ame = Pa old 
y=—ZE)t wae [Fier t tse Fe +0) bao). 
‘ 2 
sin 2 


Hierin ist bereits benutzt, dass sin a, = ; » COS &, = . ist. 
Fiir # = 0 erhalt man 


y= + se 6) + SP 4 a FY. 


Der Strahl B liegt also im Unendlichen zwischen diesen beiden 
Ordinaten. 
Fiir # = a aber pe 


p= — Btn Ss 4 ah ty 


Hiernach werden die beiden parallelen Strahlen etwa so liegen wie 
die Figur 4 angiebt, niimlich im Unendlichen mit ihren benachbarten 
Grenzen um etwa 0,37 B von einander entfernt. 

3) Setzt man 


ieee | 


so resulirt : 


: 5 B 3—2V2 
a =F, A= ALB, A, — BA=* 2 — 2,908, 


a, = 0,855 5, a, = 0,145 ® 





B 
b, = 0,855 ® b, = 0,145 — 


Der Streifen in der Q-Ebene liegt, wie Fig. 5 zeigt, symmetrisch 
um die ®-Axe und den Verzweigungspunkt. Die Fliissigkeitsstrahlen 
selbst sind in ihrer Gestalt leicht vorzustellen und ebenda angedeutet. 


4) Setzt man 
3x 


a, = 
so wird tg (<:) = a a, also nahe 0,32, ferner 


A, =—+B, A, = ;B, 


a, = 0,752, a, = 0,083 4, 


B 
b, = 0,92 2 x b= 0,25 5- 
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Der Fall ist das Gegenbild zu 2) wie die Fig. 6 weiter darlegt. 
5) Setzt man endlich a, = +; so erhilt man den zweiten Grenz- 
fall, welcher (1) entspricht, Es wird 


a, —=2", A,—A,=B, a, —a,—0, =), =F. 


Fig. 7 giebt das zugehdérige Bild. 

Die singuliiren Stromeurven und die Stosscentren sind nur nach 
Schiitzung eingezeichnet. Ihre genaue Bestimmung ist schwierig. 
Sie werden erhalten, wenn man in der Formel (25) fiir Q den ima- 
giniren Theil gleich Null setzt und die dieser Gleichung geniigenden 
Paare @ und @ in die allgemeinen Gleichungen (21) fiir x und y ein- 
fiihrt. Eine Discussion der Gestalt dieser Curven diirfte ohne héchst 
umstindliche Rechnungen selbst in den einfachsten Specialfillen nicht 
mdglich sein. 


Gottingen, Sommer 1885. 
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Zur Reduction der allgemeinen Gleichung fiinften Grades auf 
die Jerrard’sche Form — eine Weiterftihrung des von Hermite 
eingeschlagenen Weges. 


(Vgl. Comptes rendus Tome LXI, LXII). 
Von 


JoHaANNES Rants in Kinigsberg. 


I. 
Kurze Darlegung des Hermiteschen Weges. 


Hermite legt seinen Untersuchungen iiber die Invarianten und 
Covarianten der Form fiinfter Ordnung eine canonische Form zu Grunde, 
. welche sich aus der allgemeinen durch eine lineare Substitution mit 
der Determinante eins ergiebt, und deren Coefficienten sich durch die 
Invarianten der allgemeinen Form ausdriicken lassen. Ist 

f(x, y) = aa® + 5paty + 1l0yary? + 10y'a?y® + SP ryt + ay? 
= (aByy Bahay)? 
die vorliegende allgemeine Form, so ergiebt die 4'° Ueberschiebung 
von f tiber sich eine Covariante 2'* Grades und 2’ Ordnung 

, 2S (ap * b Bay?) 92 ’__ 2B LO wy) yr 

20 (x,y) = 2 {(@P —4By'+3y7*)a + (ae —3BB+2yy')ay 
+(e B—4p'y +3y')y*} 
und die 2'e Ueberschiebung von 29 iiber sich eine Invariante 4'°" Grades: 
‘ BR’ —~ABy’ +32)’ ‘et Be'2 '_ 3828’ L9yy’)2 
2{4(aB —4By'+3y*)(« B—4 Ph y+3y7'*)—(ae —3pB +2yy) 
= — 2A, 
Die linearen Factoren von (xy) fiihrte Hermite als neue Variable 


xy’ ein und zwar so, dass die Covariante ® durch die neuen Variablen 
ausgedriickt die Form: 


O=VA.x'y 


erhilt. Durch Beifiigung des Factors /A wird bewirkt, dass die Sub- 
stitutionsdeterminante eins ist. — Offenbar ist die Substitution durch 
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diese Bedingung noch nicht vollstiindig bestimmt, sondern man kann, 
ohne zu verhindern, dass die Determinante gleich eins ist, statt 
x und y’ die Werthe: 


X= oz, 
i 
Y= =e 


setzen und dieses @ willkiirlich bestimmen. Sind nun die nach der 
ersten Substitution in der Form f auftretenden Coefficienten: a, b, c, 
c’, b', a’, so werden sie nach der letzten Substitution: 


aa’, ba’, ca, ca, a, aa-. 
Indem nun Hermite @ = V< setzt und fiir die Coefficienten aa@', b o'.., 
die Bezeichnungen 4, uw, Vx, Vx, w’, A’ einfthrt, erhiilt er die er- 
wiihnte canonische Form 
F(XY) = (Aw Vuyx w r¢yxyY)ys 
deren Coefficienten die beiden Bedingungsgleichungen 
Aw —4u Vx+ 3x —=0, 
Aw — 40 Vx+ 3x = 0 


erfiillen miissen. Durch Einfiihrung von 4d’ = g und ww’ = h gelingt 
es die 5 Coefficienten durch die 3 Gréssen g, h und k auszudriicken: 


72 Vk>. 4 = h(g— 16k)? — 92 (g+16k) + (g—16k) YA, 
24/k3 . uw = (9h? + 16hk -gh) — VA, 
24 /k? . w= (9k?+-16hk—gh) + VA, 
72 Vk* . 4 = h(g —16k)? — 9k?(g+-16k) — (g—-16k) WA, 


wenn 


A = (9h?+ 16hk—gh) — 576hk°. 


Diese canonische Form benutzt Hermite, um die iibrigen In- 
varianten und einige Covarianten der Form 5'* Ordnung abzuleiten. 
Aus der Covariante 


20(XY¥)=2/VA.XY 


folgt durch 2'* Ueberschiebung mit der Form F' die Covariante 3' 
Grades und 3'" Ordnung: 


29, = 2VA(uX3+3Vk X2Y+3yVk X ¥2+w' Y’) 
und dureh 4° Ueberschiebung mit J’ die lineare Covariante 5'" Grades: 
4AVk(X+Y) =4L,. 
Aus der Ueberschiebung dieser linearen Covariante mit der quadra- 
3¢ 
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tischen Covariante 2@ XY folgt eine zweite lineare Covariante 7‘ 
Grades : Basi 
4VA3 Vk (X—Y)=—4L,. 
Die erste Ueberschiebung der cubischen Covariante 2g, mit 2 
giebt wieder eine cubische Covariante 4'°" Grades: 


29, = 2A(uX*+ Vk X2?Y —Vk XY? —w'Y), 
die 3'e Ueberschiebung der beiden cubischen Covarianten 2g, mit 29, 


giebt eine Invariante 8'°" Grades, und die Ueberschiebung der beiden 
linearen Covarianten 4Z, mit 4Z, eine Invariante 12' Grades: 


8B =8A yA (h—h), 
320 = 32 yA. k. 
Kine weitere Invariante 18' Grades erhilt man durch die 3" 


Ueberschiebung der cubischen Covariante 2g, mit dem Cubus der 
linearen Covariante 4 L,: 
~ K = 128/70". Vi (u—w’), 
so dass also 
K=yA'VA 

ist. 

Durch die 3 Invarianten A, B,C lassen sich die Gréssen g, h, k 
wie folgt ausdriicken: 


an A TSAst? 
__ AB+C 
ae 
ors. a 
, VA 
Setzt man diese Werthe in die Gleichung 
K? = A’.A 


ein, so erhilt man folgende Bedingungsgleichung zwischen den 4 In- 
varianten A, BD, C, K: 
K?=(A?+3B)? AB? +2(A?+3B)(A?’—12B)BC 
+(A?—12 B) AC? — 4803, 


oder wenn man 


AB+C=UN, 
AM + 3B? =Q 
2 AQ? — 24BCQ — 48MC*. — 


Anmerkung: Die Ueberfiihrung der allgemeinen Form 5'* Ordnung 
auf die Hermitesche canonische Form ist nicht immer méglich. 


setzt: 
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Erstens darf die Invariante A nicht verschwinden, denn in diesem 
Falle ist O(@y) ein vollstiindiges Quadrat also nicht auf die Form 
VA.XY wu bringen, und 

zweitens darf die Invariante C nicht Null sein, es sei denn dass 
zugleich B und K verschwinden. Bei dem Uebergange von der Zwischen- 
form 


F(a y’) = (abee' baa’ yp 
auf die canonische Form wurde niimlich 
X=or, 


_ 
Y¥=—y 


c 
on ff 
c 


gesetzt; dieses setzt voraus, dass nicht eine der Gréssen ¢ oder ¢’ gleich 
Null ist; sind beide Null, so hat F(z’ y) schon die EKigenschaften der 
canonischen Form. Die Hermiteschen Invarianten fiir F'(a’y’) sind: 


A = (aad —3b0'+-2cc), 
B =: V A3 (bb'—ee), 
C=/yA'.cc, 

K = 12V~f' (be — Ue), 


ab’ — 4be + 3c? =0 


und 


ausserdem ist: 


und 

a’'b — 4b'c + 4c? =0, 
und hieraus ergiebt sich die obige Bemerkung, dass die Hermitesche 
canonische Form nicht existirt, wenn C=O ist, es sei denn, dass 
zugleich B und K verschwinden. — 

Nachdem dann Hermite nachgewiesen hat, dass jede Invariante 
der Form 5'* Ordnung eine ganze rationale Function der 4 Invarianten 
A, B,C, K ist, geht er zu dem Hauptgegenstande seiner Untersuchung 
iiber, niimlich zur Anwendung dieser Invarianten und Covarianten bei 
der Reduction der allgemeinen Gleichung 5'" Grades auf die Jerrard’sche 
Form, 

2—xz—a=0 
oder vielméhr auf die etwas allgemeinere Form 
2+ar+b=0. — 

Wenn f(ay) eine Form n'* Ordnung und (xy) eine Covariante 
dieser Form von der Ordnung (m—2) ist, so erhilt man durch Sub- 
stitution von 

9 (@, 1) 


* (@,1) 


t= 
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in f(a, y) =0 eine Gleichung 
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yrades, deren Coefficienten In- 


varianten von der Form f(z, y) sind, und in welcher der Coefficient 


von z"—'! verschwindet. 


, Of(xy) 
Z an 


kann man auch setzen 
of 


Statt der beiden Gleichungen 


f(x, y= 0, 


—y- p(zy) =9 


g + «gp(ry) = 0, 


ey 
ef 
Cx 
und erhalt durch Elimination 
fiir z. 
Substituirt man: 
C= 


y 


in f und @ und driickt Z ebenso durch X und Y aus wie < 


x und y, 


p(X Y) = ( 


Z(m of +n , 


r of of 
Z(m ae + % 


Cy 


oder nach Multiplication mit + m und 


und Addition: 


so folgt wegen der Invarianteneigenschaft von (x, y) 


y (ay) =0 


von x und y aus ihnen die Gleichung 


mX + m’ Y 
nX+nY 
durch 


mn —nm ig (ay): ° 


+ X(mn' —nm’) (xy) = 0, 


Y (my —nm')' p(xy) = 0 


~m und mit —n und +” 





Z or 
a oo “zy)=—V 
(mn'—m'n)'-? oy + xp (xy) ? 
4 or 
j a non = xy = 0. 
(mn’'—m'n)'~1 Ox yp (ry) 
Z 


Es ergiebt sich also fiir yj: dieselbe Gleichung wie fiir ¢, 
(mn — mn) 

und hieraus folgt unmittelbar, dass die Coefficienten der 

fiir z Invarianten der Form f(x,y) sind, auch Kisst sich 

Grad derselben bestimmen. 


Ks sei die resultirende Gleichung fiir 2: 


Dir + U2 + Bers + 
0+(S)e +(e 


Gleichung 
leicht der 


+--+ +R=0, 


ee (*)= 0, 


oder 


und fiir Z: 


em (Bar 4 (Glare 4 +) =o, 





a -_ 


= VU 
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so ist, da nach dem Vorhergehenden fiir — i — dieselbe Glei- 
(mn’—-m'n)‘ 
chung gilt wie fiir z, 


(= | (mn’ — m’ ni? . (+). 
(>) = (mn'— min} . (+) etc. ete. 


d. h. die Coefficienten der Gleichung fiir z haben die Invarianten- 
eigenschaft, und &, B, €, ..., K selbst sind Invarianten, wenn D 
eine solche ist. D ist aber als Coefficient der héchsten Potenz von ¢ 
das Eliminationsresultat der Gleichungen: 


4f 0 und f(x,y) = 90 


Ox 

oder der Gleichungen: 
of 20 und of = 0), 
Ox oy 


somit die Discriminante von f(z, y). 

Kennt man nun von der Form n'* Ordnung f(z, y) (n—1) unab- 
hiingige Covarianten (m — 2)'** Ordnung, bezeichnet dieselben mit 
Pi» Poy +++) Pas und setzt 


P(LY) = 1,9, + Pe b+ + br-1 Par 
so enthialt die Substitution 
== 9(%, 1) 
f, (@, 1) 

(n—1) willkiirliche Gréssen und ist somit die allgemeinste Trans- 
formation der Gleichung f(x, 1) = 0, welche auf eine neue Gleichung 
n= Grades fiihrt, in der der Coefficient von 2*-! verschwindet. 

YW ist eine homogene Function 2'" Grades von den Gréssen ¢, , t,,..., 
% eine homogene Function 3'" Grades von denselben Gréssen ete. etc., 
die Coefficienten von ¢,?, ¢,¢,... in YM, die von ¢,', ¢,?¢,... in B ete. 
sind Invarianten der Form f, deren Grad in folgender Weise zu be- 
stimmen ist: 

Es sei der Rang von g,, Qo, 9,--. beziiglich 7,, 4,4... und 
ihr Grad 0,, 0,, 0,.... Aus dem Vorhergehenden folgt, dass die 
Vertauschung der Form f(x, y) mit der durch die Substitution 


camX+m Y, 
yo urX +n VY 


entstehenden Form F(X, Y) darauf hinauskommt, dass man 


t, durch ¢,(mn’—m'n)i-', 
t, durch ¢,(mn'—m'n)>— 
etc. etc. 
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ersetzt, daher wird der Coefficient von ¢, t; in + den Rang ig+ i; —2 


haben, oder da D den Rang n(n—1) hat, wird der Coefficient von 
tatg in UM den Rang i + ts — 2-+ n(m—1) haben. Ersetzt man den 
Rang «,... durch den Grad 0,..., so ergiebt sich der Grad des 
Coefficienten von f,¢; in U gleich 0, + 03 + 2n — 4, der Grad des 
Coefficienten von t,é;t, in B gleich 0, + 03 + 0, + 2n — 5, der des 
Coefficienten von t,égt,ts in © gleich 0, + 03 + 0, + 05 + 2n — 6, 
der des Coefficienten von ¢,tst,tst, in 8 gleich 
Da + 93 + 0, + 05 + 46, + 2n — 7. 

— Hermite fiihrt nur den Grad des Coefficienten von tty in YW und 
den des Coefficienten von t,t3t, in B an, und «war ist der letztere 
filsehlich gleich 0, + 0, -+ 0, + 3n — 6 angegeben. 

Bei der Form 5" Ordnung erhilt man 4 unabhiingige cubische 
Covarianten mit Hiilfe der schon gefundenen: 


—, =VA {eX + BVKX*Y 4 3~VE XY? 4+ WY 
g,= A {uX3 + VkX?Y~— yVkXY?— uw Y? 
Die Ueberschiebung von g, und 9 = /YAXY giebi 
AVA(BuX8 + VEX?Y + VE XY? + 3w ¥) 
oder durch Verbindung mit 9, 
gp, = AVA {uX* — VEX? ¥ — VkXY?+ yw’ ¥*}, 
und die Ueberschiebung von g, und ® giebt 
A? (3uX8 — VX? Y¥Y+ Vk XY? —3w' ¥°) 
oder durch Verbindung mit 9, 
p, = Ar{uX —3V~kKX?¥Y+3y~k XY? —w'¥}. 
Die 4 cubischen Covarianten sind unabhiingig von einander, d. h. 
es besteht keine lineare Gleichung zwischen ihnen, weil die Deter- 


minante der Coefficienten von X*, X? Y, X Y?, Y* nicht verschwindet. 

Hermite zeigt nun, dass m,, wenn f(z, y) einen Linearfactor doppelt 
hat, denselben Linearfactor auch hat, und modificirt die Covarianten 
gy, und g, so, dass sie dann auch diesen Factor haben, , mit Hiilfe 
einer neuen cubischen Covariante #%, welche die Covariante 3'* Ord- 
nung von 9g, ist. 


Es wird 


w= AVA{2VP—3uk + yw } X, 
+3AVA{ VE + up yk—2uk} XY, 
—3AVA{ VP+ aw Vk—2 wk} XY?, 
— AVA{2~M—3wk + uy’?} ¥°. 
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Indem nun Hermite statt m, und m, die Covarianten 
=49,+4.9,, 
Pp, = 49, + 3Ay, + yp 


setzt, erhilt er das neue System von cubischen Covarianten: 
p= VA wX*4+ 3VkX?Y4+3ykXY?+y'¥}, 
y= A{ wX3'+ YkX?Y— ykXY?—wY}, 
gp, = VA {5uX*— YkX?Y— YkXY? + 5y'¥}, 
p= VA {Te VA+ (2 — 3uk + w'p?)} XS, 
— 3VA{3VkyVA — 96( V+ we’ VE+ 2uk)} X?Y, 
+ 3V~A{3VkVA — 96( VB+ wa Vk— 2u’'h)} XY?, 
— PA{ Tw VA+ 9%2VRB—3Wk + uy’) 8. 
Die Substitation, mit Hiilfe deren die Jerrardsche Form erhalten 


werden soll, ist 


tg, +u Qe of Us + WO, 
f3(%, 1) 


Bezeichnet man 
Ups + 0p; + 0H 

mit O(a, y), so hat O(a, y), wenn f(#, y) einen Linearfactor doppelt 
hat, dieser Linearfactor auch, d. h. es ist: 

O(a, 1) durch (%, — 2) (% — 22) (&y — wy) (%y — 2) 
ebenso 

O(z,,1) durch (@, — x) (%, — 2) (a, — 25) (@, — 2) ete. 
theilbar. Daraus folgt, dass eine Wurzel 2; der Gleichung fiir 2 die 


Form 
t 1 ( 


i= w a ) 4+ O(a;, 1) 
hat, worin (a;, 1) eine ganze tiie ist. 
Der Coefficient von 2° in der Gleichung fir «(5 ) ist =_ der 
Summe der Quadrate z,? -+ ¢,>-++--- multiplicirt mit ——, da der 
Coefficient von z' identisch verschwindet. Also: 


DED eeeniy + On Df. — 


In dieser Summe sind alle Glieder ganze Functionen mit Ausnahme 
des Coefficienten von ¢, und es folgt hieraus, dass in Y& alle Glieder 
mit Ausnahme des Gliedes, welches ¢? enthilt, den Factor D haben. 





42 Jonannes Rants. 


Da die Covarianten 9,, 92, 93, 9, beziiglich den Grad 3, 5, 7, 9 
haben, so ergeben sich nach dem vorher erhaltenen Ausdrucke 
0. + 03 + 2n —4 
fiir die Grade der Coefficienten von ?*, tv, v*, u?, ww, w* die Zahlen 
12, 16, 20, 16, 20, 24, welche alle Vielfache von 4 sind. Diese Coef- 
ficienten sind daher gerade Invarianten und ganze Functionen der 
Invarianten A, B, C. Fiir die Grade der Coefficienten von tu, tw, 
uv, vw erhilt man die Zahlen 14, 18, 18, 22. Diese Coefficienten 
sind schiefe Invarianten und miissen in Folge dessen gleich Null sein; 
denn wenn man sie durch die Discriminante D = A? + 128B, welche 
in ihnen als Factor enthalten ist, dividirt, so ist der Grad der Quo- 
tienten kieiner als 18, welches der kleinstmégliche Grad einer schiefen 
Invariante ist. 
Hermite giebt nun noch den Werth von & ohne Ableitung an: 
— 5% = D,? —6BDtv — D(D,—10 AB)? 
+ D(— Bv'+2D,uw + (9 BD — 10AD,) w?) 
— hier ist 
D, = 25AB + 16C 


gesetzt —, und lést die Gleichung 


A= O° 
einmal dadurch auf, dass er 
_ 8BD+VND |  D+VWN. 
t = D, -v, “= B w 


setzt 
—N=D?— 10ABD, + 9B? D — 
das andere Mal dadurch, dass er 
ae VD u— 3Dw 
= V10A+6VD 
_ (100443VD) w—u 
~ -Y¥190A+ 6VD 


und 


setzt. — 


II. 


Bestimmung der Gréssen U, GB und GC. 


Wenn man eine gentigende Anzahl specieller Gleichungen 5‘ 
Grades hat, welche schon auf die Hermitesche Normalform gebracht 
sind, und deren Wurzeln man kennt, so kann die Bestimmung der 
Coefficienten &%, B, €, D in folgender Weise ausgefiihrt werden: 

Man berechnet fiir die speciellen Fiille die 4 fundamentalen In- 
varianten A, B, C, K und die Covarianten ,, p,, p3, 9, bildet 








wtih onan ea 
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t M+ U@e+ VPs tw, 
fy (@, 1) 


= 


und setzt in diesen Ausdruck der Reihe nach die Wurzeln x, x,, 2, 
%,, , der speciellen Gleichungen ein, wodurch man die Wurzeln 
Zo) &) 9, 23, 2, der neuen Gleichung erhilt. Die Potenzsummen der 


z ergeben dann die Coefficienten %, 8, ©, D der transformirten Glei- 
chung fiir die speciellen Fille. Da man nun weiss, dass die Coef- 
ficienten der mit Potenzen von ¢, wu, v, w multiplicirten Glieder in 
M4, B, ©, D Invarianten sind, deren Grad sich vorher bestimmen lisst, 
und da man ferner den allgemeinen Ausdruck einer Invariante m' 
Grades durch die Fundamentalinvarianten bis auf unbestimmte Zahlen- 
coefficienten angeben kann, so erhilt man durch die speciellen Fille 
Gleichungen, aus denen sich die allgemeinen Ausdriicke von A, 8, € 
und D bestimmen lassen. 

Es ist z. B. der Coefficient von ¢ in & vom 12" Grade, er muss 


also die Form 
aA' + BAB+ 7C 


haben. Durch 3 specielle Fille erhilt man 3 Gleichungen fiir die 
Zahlencoefficienten a, B, y. — 

Statt vieler specieller Faille kann man auch einen nehmen, welcher 
noch willkiirliche Gréssen enthilt; als solchen wihlte ich die reciproke 
Gleichung 5‘ Grades: 

Ax +. 5waty + 10Vkasy? + 10 Vka?y® + Seay + dy, 
zwischen deren Coefficienten noch die Gleichung 
Au —- 4uV~k+ 3k =0 


besteht. Die Wurzeln dieser Gleichung sind 


we Vu+i+Vu—1 
y Vu+1—Vu—1 
und 
CS Ginn § 
y 
wenn m 
sn oie +VR 
4, 
und 


R= (5u—A)? + 44 (5u-+4—10/h) 


gesetzt wird. Um den Ausdruck fiir 7 zu vereinfachen, fiihrte ich 
statt A, uw, Yk solche Gréssen ein, welche R zu einem vollstindigen 
Quadrate machen und ausserdem die zwischen 4, w und Yk bestehende 
Bedingungsgleichung identisch erfiillen. Ich setzte: 
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A = 5m(9P?—1) (1 — 25P), 
uw = 3m(5P?—1)?, 
Vk = m(5P—1) (1—25P), 
dann wird 
VR = 80m .1(102 —1) 
und 
x Vio? —1 + Vi(2—5)) 
vy Vor—1 -Vi2Q—s) 


Aus diesem Ausdrucke erhalte ich noch zwei Wurzeln der Glei- 
chung, wenn ich / durch —/ ersetze, die 5'° Wurzel ist — 1. — 

Von den Invarianten dieser speciellen Form 5'* Ordnung ist K 
gleich Null, da K den Factor « —w’ hat und hier w—w' ist. Zwischen 
den Invarianten A, B, C besteht also die Bedingungsgleichung K?—0, 
wenn man sich statt A? seinen Ausdruck in A, B, C gesetzt denkt. 
Sonst besteht keine Gleichung zwischen den 3 Invarianten, denn sie 
sind abhiingig von 2 ganz willkiirlichen Gréssen m und J. —- Da dieses 
m sich bei der Bestimmung der Coefficienten UX, 8, ©, D immer fort- 
heben wird, weil jeder Coefficient in den Ausdriicken fiir 4%, 8,... 
homogen in Bezug auf die Coefficienten der urspriinglichen Form ist, 
so kann es unbeschadet der Allgemeinheit von vorneherein fortgelassen 
werden, — 

Es lisst sich hier sogleich schiitzen, in wie weit dieses Beispiel 
der Anforderung, die Coefficienten der einzelnen Potenzen von ¢, wu, 
v, win UA, B, ©, D zu bestimmen, geniigen wird. Da niimlich 
zwischen den 3 Invarianten A, B, C dieses Beispiels nur eine nicht 
reducirbare Gleichung K* = 0 besteht, welche in Bezug auf die Coef- 
ficienten der urspriinglichen Form vom 36% Grade ist, so wird bei 
der Bestimmung jeder geraden Invariante niedrigeren Grades die specielle 
Form ebensoviel gelten wie die allgemeine. Das heisst, wenn ich eine 
Function von m und 1 habe, welche einer Invariante (von niedrigerem 
Grade als dem 36**") gleich sein soll, und ich finde eine Combination 
von den Invarianten A, B,C des Beispiels, welche dieselbe Function 
von m und / liefert, so ist dieses die einzig mégliche. Denn giibe es 
zwei Combinationen, welche beide gleich dieser Function von m und 1 
sind, so wiirde ihre Gleichsetzung eine Relation zwischen den In- 
varianten A, 2, C des Beispiels geben, welche von niedrigerem Grade 
als dem 36*e" ist. Dieses ist aber nicht vertriiglich mit der Irreduci- 
bilitit der Gleichung K? — 0. — Statt Function von m und / kann 
man auch Functionen von / allein betrachten, wenn nur von solchen 
Verbindungen die Rede ist, welche homogen in Bezug auf die Coef- 
ficienten der urspriinglichen Form sind. 

Hieraus folgt, dass dieses Beispiel geniigt, um alle Coefficienten 
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in 2% zu bestimmen und in $ und € alle diejenigen, welche nicht die 
schiefe Invariante K zum Factor haben. Dagegen wiirde es nicht 
mehr ausreichen bei einzelnen Coefficienten in D, weil diese iiber den 
36°" Grad hinausgehen. 

Um fiir das vorliegende Beispiel die Invarianten und Covarianten 
zu erhalten, bilde ich zuerst 


g = # = 25(9P—1) (25? —1)?, 
h=w = 9(5P—1)4, 
k = (52? —1)? (25?—1)*. 
Hiernach ist: 
VA=9g—3h+2k— 5.282(102—1)5, 
B= VA (h—k) = — YAS. 8(5P—1)? (62 +1) (10P — 1), 
C=V~VA.k = YA*. (5P—1)? (25?—1), 
K =0, 
D=A?+1283B—= yA. 28(10P2—1) (252—4). 


Die 4 cubischen Covarianten erhalten fiir die Wurzel x, der 
Gleichung f (7, 1) = 0 die Form: 








Pi(%y,1) __ 3, 8 5-1 ” 10% — 1 

K@st) yA 5.23 102 —1 (51 1) VS 5? 

Pe(%»1)_= sg 1 52-1 I-1 

f.(@,1) * $2? 2008-1 t ”? 

3 (a, 1) Vii. 1 5 —1 39-8 (27+-1) yf ara 102% —1 

f(@%,1) 6.2) (0FR—1)? — 27— 5? 
»1) 8 52 —1 m7 

ey — APF aio pr (6160R—7) — (257—2)). 


Die Werthe der Covarianten fiir die Wurzeln 2,, 2, 2, sind hierin 
mit enthalten, wenn man beriicksichtigt, dass die Wurzelgrésse 
y a auch das negative Zeichen haben kann, und dass statt 
1 auch — 7 eintreten kann. Fiir die Wurzel ~ —— 1 ergeben sich 
die Werthe 











9; (%, 1) = 0, 
Paleo 1) 4, 1 8-1 
Ty (Gos 1) 10 10% —1’ 
93(%, 1) = 0, 
9uleoy1) ga 8 51) (257°—2) | 


fz (0, 1) : a Fane 
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Es ist nun z. B. der Coefficient von ¢# in & gleich 
1 i 1 (x, 1) J 
2 lea! 
Setzt man hierin die angegebenen Werthe, so ergiebt sich 
Vs. 6F—1)? (252 —83). 


Andrerseits ist der Coefficient von ¢ eine Invariante vom 12'*" Grade, 
hat also die Form: 
aA'+ BAB+ yC 
= / A {a.5.22(102 — 1) — 238.(52—1)? (62+ 1) (10P—1) 
+ 7(25"—1) (6P—1)}. 
Diese beiden Ausdriicke fiir den Coefficienten von ¢? miissen identisch 
gleich sein. Setzt man in ihnen 
5? —-1=—0, so folgt: «a0, 
setzt man 
16 


5 ? 


5P +10, so folgt: y= — 
setzt man endlich 
252 —1=0, so folgt: B= -- 5. 
Somit ist der Coefficient von # in % gleich 
1 for ee 8 
— 5 (25AB+ 16C) = — = ,D. 


In derselben Weise erhailt man die iibrigen Coefficienten, so dass 
— 5% den von Hermite angegebenen Ausdruck erhiilt: 


—5Y = D,P —6BDtv — D(D,—10AB)v? — BDW 
+ 2DD,uw + DYBD—10AD,)w?. 


Nun miissen die Gréssen ¢, wu, v, w so bestimmt werden, dass 2{ = 0 
ist. Hermite giebt, wie oben erwihnt, hiefiir zwei Lésungen an; es 
liisst sich diese Gleichung 2 = O etwas allgemeiner lisen, so niimlich, 
dass in den Ausdriicken von ¢ und w durch v und w noch eine will- 
kiirliche zu bestimmende Grosse vorkommt. 
Denkt man sich ¢ und w linear durch die beiden Gréssen v und w 
ausgedriickt 
t=—av-+ pw, 
u=yv-+ dw, 
und diese Werthe in die Gleichung & = 0 eingesetzt, so miissen, da 
v und w willkiirlich bleiben sollen, die Coefficienten von v?, vw und 
w* verschwinden. Es ergeben sich fiir « B yd folgende Gleichungen: 
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(Dia—3 BD) = BDD,y? + D(D?—1OABD,+9B D), 
(D,«—3BD)p = D(Bd—D,)y, 
D(Bd—D,) = BD, + D(D?2—10ABD,+9B'D). 
Setzt man hierin zur Abkiirzung: 
D,? — 10ABD, + 9B D=N, 
D,« —3BD=a, 
Bd — D, =}, 
so erhalten die Gleichungen die einfachere Form: 
a = D(BD,y*+N), 
apB=D.b.y, 
Dv? = BD, + DN, 
und aus ihnen folgt: 


a? p? — D?b?y? = DN(p?—Dy?) = 0, 


also 
on a 
* hee VD ? b VD ? 
a= BD, B+ DN. 
Die Gleichung % — 0 wird somit érfiillt durch die Substitution: 
D,t=(a+3BD)v0+ BD, w, 
BYDu= BBv + (a+D,yVD) w, 
wenn zwischen a und # die Gleichung 
a= ND+ BD, 


besteht. Die beiden Hermiteschen Lésungen folgen hieraus, wenn man 


und 


1 =p =0 also a=YND, 
2. a=—3BD—D,VD also p—V 2D(6443yD) 
setzt. — 


Um 8% zu bilden, muss man zuniichst die Grade der einzelnen 
Coefficienten bestimmen. Nach dem Vorhergehenden hat der Coef- 
ficient von ¢, . t;.t, den Grad 


da + Op + 0, + 5, 
wenn 0,, 0g, 6, die Grade der Covarianten 9, 9 gy bezeichnen, mit 
welchen ¢, ¢;¢, multiplicirt ist. Da nun die Covarianten g, 9, 9; 9, 
beziiglich den Grad 3, 5, 7, 9 haben, so sind die Grade von 
Pu, Pw, tuv, tow, wu, ww, uv?, uw’, vw, w 
gleich 


16, 20, 20, 24 


, 20, 24, 24, 28, 28, 32 
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und die der Coefficienten von 


B, &v, tu?, tuw, tv?, tw?, wv, wow, v®, vw? 
gleich 
14, 18, 18, 22, 22, 26, 22, 26, 26, 30. 


Die Coefficienten der zweiten Reihe haben den Factor KX, sind also 
durch die obige Specialform nicht zu bestimmen. 

Beriicksichtigt man, dass alle Glieder, welche nicht @ enthalten, 
die Discriminante zum Factor haben und dass die niedrigste schiefe 
Invariante den Grad 18 hat, so erkennt man sofort, dass die Coef- 
ficienten von ¢°, tu?, tuw, tv?, u*v gleich Null sind. Fiir die tibrigen 
Coefficienten lassen sich leicht die Formen angeben, welche sie als 
Functionen von A, B,C und K haben. Es muss z, B. der Coefficient 
von #u die Form 

u4tttvAB+arzAC+ oP 
haben. — Fiir die specielle Form 25+ y5 ist A=1, B= C=O, 
ferner sind die Covarianten g,, 9., 93, 9, sammtlich Null. Es ist 
also in diesem Falle der Coefficient von ¢?« auf der einen Seite gleich 
Null, auf der andern Seite gleich w, folglich u = 0. 

Aus demselben Grunde fillt bei den iibrigen 9 Coefficienten, 
welche K nicht enthalten, die héchste Potenz der Invariante A fort. 
Ersetzt man ferner die Invariante C durch eine andere Invariante 
12‘ Grades 

M=AB+C, 
so wird der Coefficient von ¢w die Form 
vAB+azAN+ oP 


annehmen, und es liisst sich zeigen, dass dann auch das zweite Glied 
in dem Coefficienten von @w sowohl, wie in jedem der iibrigen 9 
Coefficienten verschwindet. In der vorher behandelten speciellen Form 
hat niimlich jede von den Covarianten m den Factor (5/?—1), jedes 
Gl%d von 8 wird also, da 


~— 2 D(etengsnteny, 


den Factor (5/?—1)° enthalten. — 

Auf der anderen Seite wiirde aber in den Coefficienten von @u 
das Glied y . A? B das einzige sein, welches nur den Factor (5/?—1)? 
hat, denn 





M=AB+C=9/yA (P—1), 
also muss v gleich Null sein, dasselbe gilt fiir die zweiten Glieder 
der 9 andern Coefficienten. 
Die Bestimmung der Zahlenfactoren erfolgte wie bei % und ergab 
fiir 8, wenn der Abkiirzung halber 
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P= AM—72B 


gesetzt wird, den Ausdruck: 


O° B= —9 P#u—135M Dew +54 M Dtuv +54 (24 BX—17AM) Dtow 
+UDw—3 PDww+ lb D(AU—224B)uv* 
+9(MD+10AP)Duw? 


+3D(2iMD—10AP)v?w 
+3 D(160D,?+27 D (24B°—17A M))w'. 
Hier fehlen noch die Glieder, welche die schiefe Invariante K 


enthalten. Um diese zu finden, musste eine andere Specialform ge- 
wihlt werden. Es sei: 


f(x, y) = a + 5avty + 10B ary? + 1062? y® + 5a’ xy! — y?. 
Damit f(xy) die canonische Form hat, sind die Coefficienten a, a’, B 
noch folgenden Bedingungen zu unterwerfen: 

« — 4eB + 36? —0, 
—a —4ec B+ 38? =0 


oder 


__ BR (1+-48) a! — — 361-46) 


1+ 168? ’ 1+ 168? ~ 


Ist nun 6 eine kleine Grésse, so kénnen « und @ nach £ ent- 
wickelt werden und /(a, y) erhalt die Form: 


f(a, y) = @° + 156*(1+-46 — 168?—..-)aty+ 10 Bary? + 10Ba?y® 
— 158?(1—48 —166?+-.---) ryt — y’. 
Die Wurzeln der Gleichung f(z, 1) = 0 werden gleich den fiinften 
Wurzeln der Einheit sein, jede vermehrt um eine nach Potenzen von 
2ni 
B fortschreitende Reihe. Bezeichnet man also e° mit a, so wird 
eine Wurzel x, der Gleichung f(z, 1) = 0 die Form haben: 


4=a+b.pP+c.P+d.p+.--.- 
und hieraus folgt: 


£2 =a? +2ab8 +(2ac+b*)p? +(2ad+2bc) p +--+, 
2,3 —a'+3a°bB+(3a?c+3ab) Bp? + (3a°?d+6abc+b*) p> +-.-., 
x, t= at+-4ab B+- (405 c+-6 «?b?) B? + (405 d+ 12a*be+ 4ab') p5+.--., 
x, 5==1 + 5a'bB +-(5atc-+ 100°?) B?+- (Sad + 20a%be+- 10a*b*) 63 +-..-. 
Fiir die Potenzen der andern Wurzeln 2,, 2, %,, % der Gleichung 
f(z, 1) =O ergeben sich iihnliche Ausdriicke, man muss nur statt 
respective a, a*, a, a setzen und die Constanten b, c, d ... mit 
andern b,, ¢,,d,... ete. by, cy, dy... vertauschen. 
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Setzt man nun fiir einen Augenblick: 


f(@, 1) = 2 + a,x + a, 2° + a,x’ + a,x + a, 





und bezeichnet die Potenzsummen der Wurzeln a, %,,%,, %3, %, mit 
Sy, S3, Sy, Ss; ~~. -, 80 ist nach bekannten Formeln: 


Sy, 


| 


— a, 
a,* — 2a,, 

— a,> + 3a,a, — 3a;, 
a,’ — 4a,?a, + 2a,” + 4a,a, — 4a,, 

— a,°+ 5a,3a, — 5a,a,? 





in unserem Beispiele also bei Vernachliissigung von #': 


Ausdriicken fiir s,, s,, . 


S, = — 15p? — 608°, 
Ss, = — 208, 

S, = — 308 + 4508, 
S,= 2606? + 3608', 


s= 5-+ 5008. 


5a,* a, + 5a,a, + 5a,a, — 5a;,, 


Durch Vergleichung der Coefficienten von #, 6?, B* in diesen 


. und in denjenigen, welche man erhiilt, 


wenn man aus den obigen Ausdriicken fiir 7,, 2,2... 2a, Xa... 


bildet, ergeben sich fiir die Coefficienten },, b,, b,, b,, b, sowohl als 
fiir die ¢ und d Gleichungen von der Form: 


und hieraus 


Durch Vergleichung der Coefficienten von £ in s,, s,.. 


2b =h+ b+ B+ b+ b= ew, 
Zab =b, + a b, + ad, + ab, + atdb, = u,, 
Darth = b, + ab, + atb, + a b, + a®d, —u,, 
Zaih = by + ab, + « b, + atb;, + ab, = u;, 
Zath = by + atb, + ab, + a*?b, +a b,—u,, 


5b, = uy + atu, + au, + au, + a uy, 
5b, = Uy + au, + a Uy + actus + a? u,, 
5b, = uy + au, + atu, + a u, + au,, 
5b, = Uy + a u, + au, + au, + atu,, 


5bo =U + Ut Mt w+ YW. 


Za, 22... ergiebt sich: 
2b=0, Zab——10, Fae*b—— 10, Za d—O|0, 
mithin 


b, = — 2(a3+ a!) 


. und in 


Zath =0 
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und 

b?— 4(a+20?+a3), 

b3 = — 8(8+3a+a?+e'), 
2VU=—0, 2ab*—0, La?h?—20, Tah? — 40, Fh? — — 120, 

Zab} = — 40, Fa? — 0. 
Durch Vergleichung der Coefficienten von 6? erhilt man nun: 

2em=— 15, Sac=—0, Sae'c=—0, Ta®'c—35, Late — 20 
mithin 
¢ = —3+4a+ Te’, 
folglich 
be, = — 2(114+7a—3a5+ at) 
und 
Zbe=— 110, Labe=—— 10, La*bc—30, La be — 0, 
Aus der Vergleichung der Coefficienten von 6° folgt nun: 
Zd=—60, LSad—110, Sa*d—210, Taei'd—40, Tatd—O0 
mithin 
d, = — 12 + 8a? + 42a° + 22a4, — 


Eine Wurzel der Gleichung f(z, 1) = 0 ist also: 
2, =a — 2B (a+ a) — B?(3—4a—Ta*)—2p°(6—4a?--21a5—11e’)..., 


und die andern Wurzeln folgen daraus, wenn statt @ der Reihe nach 
a®, a, at, «°° gesetzt wird. 

Zur Bestimmung von 9% hiitte die Entwickelung bis zur Potenz 
B® geniigt, fiir den nichsten Ausdruck © jedoch nicht. 

Die Invarianten dieser speciellen Form erhalten bis f’ inclusive 
entwickelt folgende Ausdriicke : 


VA = — 1+ 26? + 27p' — 6488°, 
B= —/A¥. (149621686, 
c= ya. 6 
K = — 72yA’. p(1—168?), 
D = — YA®. (14+1268?+-9. 125 B*— 216. 1258"), 
und fiir die 4 cubischen Covarianten ergeben sich die Werthe: 
rey = BBVA (aa) —38(a--a!)—B* (9(a-+a")+-46(a*+-2")) 
+ B°(188(«—a!) + 73(a*—a’))}, 
Wee — B.A {—(e*—2') +B (apa!) — 6? (7 (aa!) +6 (a0) 
— (44 (@-+at) +43 (a?+0%)) , 


4* 
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52 
Fd = p./A*}—(a?+25)—138(a—at)-+B? (41(a-+-a!)—18(a?-+-2°)) 
+7, (28(a—a) -- («?—a*))} : 


ey =38 V-A*}—3(a?—a8)—138(a-+a4)-+11B? ((a—a*) —4(a?—a)) 
— p? (74(a--et) + 369 (a2-Le’ ))t : 


Mit Hiilfe dieser Ausdriicke erhilt man durch beiderseitige Vergleichung 
gleicher Potenzen von # die noch fehlenden Glieder von %, so dass 
nun der vollstiindige Ausdruck von % folgender ist: 


 B——9Pu+ 144K v—135MDEw+54 M Diue 
+54(21B?—17 AM) Divw+16.54. KDtw? + M Dw'—3PDu?w 
+ 15(A M—24 B*) Duv?’—192 K Duvow+9(MD+10A P)Duw? 
—16KDv'+3D(21MUD—10AP)v?w+1440AK Dow 
+3 D (160 D?2+27D (24 B-17 AM )) 8. - 


Setzt man in die Gleichung 


B= 0 
fiir ¢ und u 
8BD+VND | 
D, se 
D,+VN 


= Ww, 
. B , 


t= 


welche Werthe die Gleichung 
A = 0 


. . es + Mos 0 . . : 
identisch erfiillen, so erhilt man fiir — eine cubische Gleichung. Denkt 


man sich diese gelést und den Werth von v durch w in die Gleichung 


eingesetzt, so ist die Substitution gefunden, welche die allgemeine 
Form 5‘ Ordnung in die Jerrardsche Form iiberfiibrt. 

Fiir den speciellen Fall 

K=0 

wird der cubischen Gleichung durch w = 0 geniigt, und es wird sich 
zeigen, dass die Wurzeln der Gleichung 5" Grades fiir z, welche in 
diesem Falle algebraisch lésbar ist, leicht anzugeben sind. 

Um nun die Jerrardsche Form selbst angeben zu kénnen, miissen 
noch © und D bestimmt werden, © hat durch die Wurzeln ¢ aus- 
gedriickt, die Form: 
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4 fy (@; 1) 2D? 


das letzte Glied a; kann auch fortgelassen werden, da % gleich Null 


gesetzt wird. 

Der Grad des Coefficienten von ¢, ts t,t) in © ist nach dem Vorher- 
gehenden eine Invariante vom Grade 

02 + bs + 0, + 03+ 4, 
und hieraus folgen fiir die Coefficienten von 
H, Bv, Pw, PCuw, Pv, Pw; tu?v, tuvw, to, tow’, u!, ww, utv?, 
u?w, uv?w, uw, vt, v?w?, wt 
19 gerade Invarianten von den Graden: 
16, 20, 20, 24, 24, 28; 24, 28, 28, 32, 24, 28, 28, 32, 32, 36, 32, 36, 40, 
und fiir die Coefficienten von 
Bu, Bw, uv, Pow; tu, tu?w, tuv’, tuw*, tow, tw, wv, wow, 
uv®, uvw*, vw, vw 

16 ungerade Invarianten von den Graden: 

18, 22, 22, 26; 22, 26, 26, 30, 30, 34, 26, 30, 30, 34, 34, 38. 


Von diesen 35 Coefficienten verschwindet nur der von ¢u', weil 
er vom Grade 22 ist und die Discriminante D zum Factor hat. 

Von den Coefficienten, welche die schiefe Invariante K enthalten, 
ist der von vw* durch die zu Grunde gelegte specielle Form wenigstens 
bei dem Grade ihrer Entwickelung noch nicht zu bestimmen. Er hat 
die Form: 

(uA'+vA4*B+20)D.K, 
es miissten zu seiner Bestimmung die Coefficienten von 6°, 6’ und p 
auf beiden Seiten verglichen werden, die Ausdriicke sind aber nur bis 
zur 7’ Potenz von # entwickelt. Dem nachfolgenden vollstiindigen 
Ausdrucke von © ist der Werth dieses Coefficienten beigefiigt, so wie 
er sich aus einer anderen Bestimmungsart ergeben hat. 

Die der Bestimmung von 8 vollstiindig analoge Ausfiihrung ergiebt 
folgenden Ausdruck fiir ©: 


36 . 1256 = 243(AM+3B%)t'+ 108(MD—3BD,)#v 
+ 18(3MD—7BD,)@w 
+ 36(10D,2+9D(9B’—74M)) Puw 
+ 18(65N+43(D,2—5AMD)) tv? + 108(A M —5B) Dtuto 
+ 18(9D(112BM+99 4? M— 315.4 BY) — 100.4 D,?) @w? 
—216(5.42M —9 A B*—176BM) Dtuvw+(45B°—AM)Du! 
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+ 108(A4? M—13 A B?+ 16BM) Div 

— 9(7B?— AM—24D,) Divw’ 

— 12(MD+11 BD,) Dww 

— 617A M—51IAB’+ 42 BM) Du v? 

— 18(7N+9(D,°—5AMD)) Dww* 

— 36(2D°+45B°D —10ABD,—1TAMD) Duvw* 

— 12(40AD,°— 135 BDD,-+ 162 4B? D+-729 A*M D) Duiw 
+ (48D,?—440 ABD, + 225 B? D—13 AMD 


—8000A BM) Do! 

— 18(60.4 D,2— 500 42 BD, +15BD D, —1224A B?D 
+ 11742 MD) Do?w? 

— 9(224.D,? — 1800 A BD, + 243 B? D—3159 AMD 
+ 100800 A BM) D?w' 


+ 216 K#® u— 432 D Ktu?w — 216 D Ktuv?+16D Kuiv 
— 3240A K#w+216AKPuv+TI6ADKtuw* 

+ 1512AD Kiv?w—288ADKwovw+8ADKuv' 

+ 432(5 A? — 2D)D Kuvw?—648D K€ ow 

— 1296(25 A?-+2 D) D Ktw — 24(41 A? — 28 D) DKv* w 
+ 122880D D, Kvw'. 


Hier haben die Gréssen M, D, D, und N die oben angegebenen 


Werthe: 


M=AB+C, D = A? + 128B, 
,=2AB+ 160, N=D?2—10ABD,+9B°D 


= 128(2M?4+ ABM+ 9B'), 


Ill. 
Eine zweite Art © und D zu bestimmen: 


Den letzten Coefficienten ) der Jerrardschen Form in derselben 
Weise zu bestimmen wie die vorhergehenden, wiirde sehr schwierig 
sein, denn hier reicht das erste Beispiel nicht aus, um die von der 
schiefen Invariante freien Glieder zu finden, auch das zweite Beispiel 
wiirde viel weiter, niimlich bis zur 13'" Potenz von 8, entwickelt werden 
miissen , was nicht geringe Complicationen verursachen michte. 

Man kann auf einem andern Wege schneller zum Ziele gelangen. 

Fasst man nimlich den Ausdruck von & als eine quaterniire, 
cubische Form auf, deren Verinderliche ¢, u, v, w sind, so lassen sich 
die Gleichungen: 
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= ¢t, G1)  Gel% 1) Mal@i, 1) 2 pala, 1) 
" fr (1, 1) + . fe (1) 1) 7 . f(*%1) 1) + ” fr (@, 1) : 


8, =n f G1 (%, 1) + U: P2(X2, 1) + Ds (Xe, 1) + w 4 P4(X2, 1) 
" ) 


* hi @, 1) Fi (a, 1) ” fi (Gas 1 Fa(@, 1)’ 
etc. ete. 








oder richtiger ihre Umkehrungen als lineare Substitutionen betrachten, 
durch welche die quaternire Form 8 in den Ausdruck: 

#,° + 2, + 2,5 + 2,5 + 2,5 
umgewandelt wird, wiihrend 

4 +2, -+ 4, -+ 4, +4, =0. 
(Diese Gleichung 8 = 0 ist identisch mit der von Clebsch in den 
Math. Ann. Bd, IV, p. 332ff. behandelten Gleichung der Diagonal- 
fliiche). 

Es lisst sich nun allgemein beweisen, dass jede quaterniire cubische 
_ Form durch lineare Transformation in den Ausdruck 
A, 2° + ay 2,° + ay 25° + a, 2,5 + a, 2,° 

iibergefihrt werden kann, wenn zwischen den neuen Variablen die 


Bedingung 

By by + 83 + &, + 4, = 0 
besteht (vgl. Clebsch, iiber die Knotenpunkte der Hesseschen Fiche. 
Crelles Journal Bd. 59), ferner lisst sich zeigen, dass eine Covariante 
4‘ Ordnung in diesen neven Variablen ausgedriickt die Form 

H = Lay dy dy Ay 2; 22.85%, 

und eine andere Covariante 5'** Ordnung die Form 

D <= A, Ay Ay, A, DA, A, 2,72," 8, 
annimmt. 

Im vorliegenden Falle, in welchem die a,, a,, @;, @,,4@, alle der 
Kinheit gleich sind, wird also die Covariante H bis auf eine Potenz 
der Substitutionsdeterminante gleich dem Coefficienten © dividirt durch 
D sein. — 


Die zweite Covariante ® ist, wenn %& verschwindet gleich - > . 


Bezeichnet man niimlich fiir einen Augenblick die Coefficienten der 
Gleichung fiinften Grades fiir ¢ mit p, p. p,p,p,, 80 dass: 


; 2° + p,2' + pos + pss + pe + Ds =0, 
so ist: 


— PoPy = Bh, Sy . 28, 2s 

== 22,728,728, + 424,?2,8,2, + 102, 4, 2,2, 2,5 
— Pi Py = BA, 2h, hy 8%, 

= 24, 2,858, + 52, 2,8 2485, 


— Ps == 842834, 5, 
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mithin : 
ay? 4,72, = — Pop; + 4p,p, — 1Op,. 
Da im vorliegenden Falle 


% B » 
2-9, h=—Dp w= p B= —p> 
so ist: — .2 te - 
also wenn % = 0 . 
oe = B 


Kann ich nun die Covarianten H und ® der cubischen Form 8 in 
den urspriinglichen Variablen ¢, uw, v, w bestimmen, so weiss ich, 
dass dieselben bis auf einen leicht zu bestimmenden Factor, welcher 
eine Potenz der Substitutionsdeterminante ist, mit den Grésseu 
y und —» 
iibereinstimmen. 
Die erste Covariante H ist die Hessische Determinante der Form 


‘== @,2,> + a,2,3 + ay2,° + a2) + a,2,° 


H=>+ (£4) (45) (45) (£9), 


die Klammern sollen ies dass die Differentialquotienten nach 
2, resp. Z, ete. sowohl nach den explicite in f enthaltenen z,, 2, ete. 
als auch nach den in zg, vorkommenden genommen werden miissen. 
Hiernach ist 


(2) oF _ te 


Ox 08, C 


d. h. 





Nach leicht zu iibersehender Umwandlung ist nun: 
| Ge) (n2e) Ge; 00) Gra | 
Get) (4) GEL) Get ) 


H = ys gy 


i‘) Ga) GD GL 


2 y2 )| 
| noe) Gioa) Gen en | 


6 1 1 1 | 
; » of 1 ef ef 
02; 02,02 02,02, 020%, 020%, | 
1 of OF a) a a) a) | 
C2, 02, 022 Ofg0%y O%e0%, 02202, 
=|, FF. a a Um. he |, 
0% 0% Ot,0% O%" O8308%, 0% 0%, 
_ FF we 
02,02, 08,02, 02,08, 027 02,02; 
re we +s rT 
| 0% 08, O02, Chy02, 084,02, 08° 
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hier also ist: 


a3, 9 O O 90 
0 az O 0 0 
© 0 ae, 6 @ 
0 0 0 as, 0 
e "8° °O* Oe 


l 1 1 1 1 
| = 2a, 6,050, 5182958. 
| 


- — — — — © 





Die andere Covariante ® erhilt man aus der Hessischen Deter- 
minante H, wenn man statt f f+ oH einsetzt, als Coefficienten der 
ersten Potenz von g. Substituirt man in obige zweite Form von H 
statt f f+ oH, so erhiilt man eine Determinante Y und der Coef- 
ficient von g' kann dargestellt werden als Summe von 5 Determinanten, 








deren erste, mit Beriicksichtigung , dass a = 0 ist, so lautet: 
0 #H eH @H @#H 
02, 0%. 02,025 02,02, 02; 02; 
1 Ay%, 0 0 0 
a ee Ay 5 0 0 
1 0 0 Ay By 0 
1 0 0 0 Gy, 25, 








Die 4 anderen Determinanten folgen aus dieser durch cyklische Ver- 
tauschung von 2, 2,2, 2,4, und a, @, a; a, 4a,. 
Da nun: 
eH 
0%, 0%, 


ist, so lisst sich leicht erkennen, dass 


= Ay Gy (Ay Gy By 2 + Ay Ay 252, + A, A; 2, 2;) 


‘ ® = 2a,a,a,a,a, Da, a,2,72,72, 
ist. 
rh) . : ‘ 
Um nun - p erhalten, hat man nur die Hessische Determinante 


H von — 3 5 zu bilden: 


3 #B PB FB FYB 
H= pe D+ Ge Gu Ge be 


und diese mit dem Quadrate der Substitutionsdeterminante zu multi- 





pliciren, welche die quaterniire cubische Form — sf in die Form 
a> + 2,5 + 2,5 + 2,° + 2,° 

iiberfiihrt. Bezeichnet man diese Substitutionsdeterminante mit r, so 

wird 


> aS AB FB eB 
Care Date tet Be oe 
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Der Werth von r lisst sich dadurch bestimmen, dass man irgend 
ein Glied der Hessischen Determinante von % z. B. das Glied, welches 
t* als Factor enthalt, berechnet und mit dem in # multiplicirten Gliede 
von © vergleicht. Auf diese Art ergab sich: 

2 BD 
6° N?2 

Zur Vergleichung habe ich einen grossen Theil der vorher berech- 
neten Glieder von € nach dieser Methode bestimmt und dieselben 
Ausdriicke wie vorher erhalten. Auch liess sich nun leicht der noch 
fehlende Coefficient von v w* bestimmen. Es ergab sich fir ihn: 


gu 
3.5? D, KD. — 


Um den letzten Coefficienten der Jerrardschen Form D zu _ bilden, 


muss man die Covariante ® fiir die Form — 3 - entwickeln und die- 
selbe durch 


616 N4 
— 10- 50° 
dividiren, denn es ist 
— D =r! 
10 D ri. ®. 


Bezeichnet man die einzelnen Elemente der Hessischen Deter- 
minante H mit u,,, %., %3,... und die zugehdrigen Unterdetermi- 
nanten mit U;, U,;, U,,..., so ist: 


oH 9 OH 22 
o= oe ‘Uy, +2 btdu On+2 Gao at 


Ersetzt man in dieser Darstellung von ® die zweiten Differertial- 
quotienten von H durch die entsprechenden von ©, so dass 
/ ae o a > #6 : 
v= at? -O,,4+2 dtou ‘Un +2 ay ‘U4: 
so ist: 
-’. 


aa r =v lO 5° D 
10D = ro = & 2 


Der Ausdruck © wird allgemein recht complicirt, ich will ihn 
nur fiir den Fall 


K=0 
entwickeln. In diesem Falle wird den beiden Gleichungen 
A= 0 


und 
B= 0 
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durch 
u=w=—0 
und 
_ 3BD+VND 
t = eg iw 17] 
geniigt. 


Wenn K = 0, so stellt sich die quaterniire, cubische Form 8 in 
folgender Weise dar: 
B= alut bw + 2ctuv + 2dtvw + euv? + fr? w. 


Hier habe ich die Glieder, welche mit u*, u?a, ww?, w® multiplicirt 
sind, fortgelassen, da nach der Bildung der 2‘ Differentialquotienten 
u = w= (0) gesetzt wird, diese Glieder also ohne Einfiuss sind. Die 
Hessische Determinante von $ wird nun: 


0 at + cv 0 bt + dv 
at + cv 0 ct + ev 0 

0 ct + ev 0 dt + fv 
\bitdy 0 dtt+fv 0 


= {(at+ cv) (dt+fv) — (bt+dv) (ct+ev)}?. 


Hieraus folgt, dass mit Beibehaltung der friiheren Bezeichnung die 
Unterdeterminanten 
U;;, Us, Un, Uy, U4, Tas 
gleich Null sind, folglich 
2.55 D ae ae ae ae 
—109=-—; N? \Oi25¢5u + U, + U. + Us 5 


4 Btdw 23 Oudv vows 


H= 


Es werden aber alle 4 Differentialquotienten 


ee ae ee ae 
atdw’ Otdw’? dudv’? dvdw’ 


wenn man nach der Differentiation 
u=w=—0 


setzt, und wenn ausserdem K = 0 ist, auch Null. 
Es ist also fiir den Fall K —0O auch D = 0 und die Jerrardsche 
Form reducirt sich auf die Gleichung: 


D.2+ €z=—0, 
die 5 Wurzeln sind also 


p - 
) 
2,=0, %,3,4,5 af —$. 


Als Nebenresultat ergiebt sich, dass, wenn die schiefe Deter- 
minante verschwindet, die Gleichung fiinften Grades sich algebraisch 
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auflésen liisst, (vgl. Clebsch, Theorie der linearen algebraischen Formen 
S. 355 und 378 und Math. Annalen Bd, IV, 8. 298). — 
Anmerkung: Die von Clebsch mit 


A, B,C, M,N wa R 


bezeichneten Invarianten der Form fiinfter Ordnung werden in der 
Hermiteschen Bezeichnung 


—2A, — 8B, = (AB+C), — 320, — = (A°B+AC+3B%, 
32 
3 Zz. 


Kénigsberg im Juli 1886. 








Theorie der trinomischen Gleichungen. 


Von 


W. Heymann in Dresden. 


In der vorliegenden Abhandlung wollen wir zeigen, dass sich die 

trinomische Gleichung 
“+ ath+b=0 

unter allen Umstiinden durch geschlossene, verhiiltnissmiissig einfache 
Ausdriicke — bestimmte Integrale — auflisen lisst. Die Integrale 
entwickeln wir sodann in Reihen und priifen diese auf ihre Convergenz. 
Den Schluss bilden einige unerlissliche Bemerkungen iiber die Differen- 
tialresolvente der trinomischen Gleichung. 


I. 
Fundamentalformen der trinomischen Gleichung. 
Die Gleichung 
m+tat+b=0 
kann mittelst der Substitutionen 
=ky, respect. t=—ky 
jederzeit in eine der beiden Fundamentalformen 


(1) y+ yw" +2=0, 
(2) of +ign’+ t=O 
transformirt werden, welche letztere dann in folgender Weise an 
einander gebunden sind: 

1 
(3) amen; yond *, resp. y=yer 
Diese Zuriickfihrung der urspriinglichen Gleichung auf zwei Formen 
ist erforderlich, weil die Lésung, die wir aufstellen, nicht fiir alle 
Werthe von a und 6 gebraucht werden kann. Sie ist aber auch hin- 
reichend, da die Lésung von (1) so lange gilt, als die von (2) versagt, 
und umgekehrt. 


a|~ 
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Il. 
Auflésung der ersten Fundamentalform. 
Wir miissen, wie das aus dem Verlauf der Rechnung von selbst 
deutlich wird, zwei Fille unterscheiden: 
A) Es sollen jene s Wurzeln der Gleichung (1) dargestellt werden, 
welche mit x nicht gleichzeitig verschwinden. 
B) Es sollen die tibrigen n — s Wurzeln dargestellt werden, welche 
mit x gleichzeitig verschwinden. 
A. 


Die mit x nicht gleichzeitig verschwindenden s Wurzeln der Funda- 
mentalform 


(1) yty'+2=0 


sind enthalten in folgendem Integrale 


vo 
ce 





et} ° { ly 1 
4 -—, fe a te (—0, 
( ) y 2nxV—-1, — - e+e i+ ea + ( ) 
wo ; 
2kaV—1 
&=e * , k=Q(Q,1,...,8—1 


bedeutet und wo 
1 


1 
, 1 r ” 1 $ 
v' =(—>—«y—}) , wv =(—}+0/-1) 
Hier kénnen die complexen Grenzen befremdlich erscheinen; in- 
dessen ist es in Riicksicht auf gewisse allgemeine Betrachtungen*) 


nicht zweckmissig, jene Grenzen in reelle umzusetzen, denn man 
zerstirt dabei den charakteristischen Nenner 

uw + or? + ete. 
Anders, wenn das Integral fiir bestimmte Werthe von x ausgewerthet 
werden soll. Wir werden dann in der That reelle Grenzen einfiihren 
und erkennen, dass wir es mit Integralformen zu thun haben, die 
einen ganz priicisen Sinn besitzen und die nach Cauchy durch Gamma- 
functionen ausdriickbar sind. 

Zuniichst wollen wir aber zeigen, dass das Integral (4) die Glei- 
chung (1) wirklich identisch befriedigt, und zu diesem Zwecke fragen 
wir, wie jenes Integral potenzirt wird. 

Falls y in (4) eine Lésung von (1) ist, so wird y” offenbar so 
gebildet werden kénnen, dass wir in (4) an Stelle der Zahlen » und s 


. os n . . s . ° . 
die Briiche sn » beziehentlich = schreiben. Thun wir dies, setzen 


*) Vergl. Abschnitt V. 
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1 


m— und fihren an Stelle von v™ die neue Integrationsvariabele 
w ein, so erhalten wir 


x _ f f 2 ww"! dw - = a 
©) . 2aV—1 ». -" J w+ w+ ax eres 


w 


é, bedeutet nach wie vor eine der Wurzeln von 
= il, 


ebenso haben die Grenzen die friihere Gestalt 


1 1 
w' =(— ;—~y-})’, w" =(— > +e0/—1)’. 
Fir m= 1 kommt man, wie nothwendig, auf das Integral (4) zuriick. 
Ist m >, so wird das Integral (5) pffenbar unendlich. Indessen kann 
man sich durch eine einfache Transformation unter allen Umstiinden 
ein brauchbares Integral verschaffen. 
Man differenzire in diesem Falle den Ausdruck (5) v mal nach « 


und integrire hierauf riickwiirts v mal zwischen den Grenzen 0 und 2, 
dann entsteht 


ma *4 (—1)"(@—1)! may fax e: wr! dw _\ 
2aV—1 * y (w”™ + w"~* + efx) | 
v—1 


ac! 
+ >a h!? 
A=0 


und hierin ist statt » die kleinste, ganze, positive Zahl zu setzen, fiir 
welche noch 
vn —m> 0. 
v—1 
Die § @” wird durch die » fi ion i 
ie Summe c, >, Wird durch die v fache Integration in das 

A=0 

Resultat hineingezogen; in ihr bedeutet, wie man leicht tibersieht, 


ezcink a’ s . 

. (ie z=0 

Dieser Differentialquotient, den wir wiederholt gebrauchen werden, 
lisst sich aus der Fundamentalform (1) ableiten, wenn man eine von 


Herrn Schlémilch aufgestellte Formel*) benutzt. Mittelst dieser 
Formel erschliesst man ohne Weiteres, dass 








*) Diese Formel bedeutet 


ote) = ae {( sutecew) Toto}, » &= gy) 


und findet sich in Schliémilch’s ,,Vorlesungen iiber héhere Analysis“. 
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A h —h(n— 8) 
( or) en Eo E pie st ae 

dz}, da" —h(n —s) aan 
wo das y im Quotienten auf der rechten Seite der trinomischen Glei- 
chung 

yt+l+2=0 

zu entnehmen ist. Fiihrt man die Differentiation wirklich aus, so 
entsteht 


m— —AP Hy h—1 0 

(7) heels —(— a [T {s+ dema—= ? []- 1, 
&=1 1 

und dieser s-deutige Ausdruck stellt jene s Ableitungen, welche zu den 
nicht gleichzeitig mit x verschwindenden Wurzeln der Fundamentalform 
(1) gehdren, dar. — Die zu den iitbrigen » — s Wurzeln gehdrigen 
Differentialquotienten werden fiir «= 0 zum Theil unendlich gross, 
zum Theil verschwinden sie. 

Diese Zwischenbemerkungen waren néthig, wenn wir die urspriing- 
lichen Betrachtungen fortsetzen, also unser Integral in die linke Seite 
der trinomischen Gleichung (1) einfiihren wollen. 

Wir haben zuniichst y* zu bilden, d. h. im Integrale (6) m =n 
zu setzen und eben deswegen v = 2 zu wiihlen; fiir die Bildung von 
y"~ wiirde es geniigen, vy = 1 zu nehmen. Da indessen beide Potenzen 
zu addiren sind, so wird man der bequemeren Vereinigung wegen 
zweckmissig in beiden Fiillen v = 2 setzen und hiernach folgendes 
erhalten. 


m n—s P nw” —* + (n—s) 0" t 
, ty VW sf fos if (w” + ww"? + ef a c)* dw 


(GZ) mn + (Hy & Z) m—n—s- 
Hierin bedeuten 


m “nn 1 
G = (Z)e-0 = (—1)*, =()_- = ( ' ? 

und daher ist 
(9 )m=n + (Gy) n—n—s = 9, (@;)m=m + (; )m—=n »~=-—l1. 


Beachten wir noch, dass das Integral in Bezug auf w ausfiilrbar 
ist und 


w" + w"™*+ eta w 
liefert, dann haben wir ohne Weiteres 


ote" —-#, 
d. h. aber, die Fundamentalform (1) wird durch das Integral (4), 
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oder genauer gesagt, durch jene Integrale, welche aus (4) abgeleitet 
werden , identisch befriedigt. 
In unserem Calciil ist jedoch noch eine sehr wesentliche Un- 
bestimmtheit verblieben, die wir sogleich beseitigen wollen. 
Fiihren wir nimlich an Stelle von y die Summe 
s—l 1 
> {eI(%,2)} + (—1)", 
k=0 
in welcher J die in (4) vorkommende Quadratur verzeichnet und ¢, bis 
¢s1 beliebige Constante sind, auf der linken Seite der Gleichung (1) 
ein, so wiirde, wenn wir nur genau das friihere Verfahren einhalten, 
jene Seite identisch verschwinden, weil eben jedes der auftretenden 
Integrale unabhiingig von & fiir sich verschwindet. Indess man kann 
leicht zeigen, dass nicht die angegebene Summe, sondern dass eingig 
und allein der Ausdruck (4) die gesuchte Lésung der Gleichung (1) ist. 
Zu diesem Zwecke beachte man, dass die héheren Differential- 
quotienten 
i , a’ 
( re a oder allgemeiner ( 2 +) gan yy”, 
médgen sie aus der trinomischen Gleichung oder aus deren Lisung 
berechnet werden, tibereinstimmen miissen. 
h 
Entnimmt man (24) = a, der Gleichung (1), so kommt man 
a / w=0 
zu dem bereits unter Nr. 7 angegebenen Ausdruck. — Berechnet man 
dieselbe Grésse aus den Integralen (5) oder (6), so entsteht 


— (1 ame fw dw 


oder, wenn der Integrationsweg nach Massgabe der Substitution 


1 
w =(-3 + uy —l)' 
in das reelle Gebiet verlegt wird, 


m—hn = 


3 h— ! 
(8) “= ~ (—1) ehn—m @—1)! 


2x 
+o 


du 





A(n—s)—m 


(,+uV—i) ($-«Y=1) * 


+1 





—@ 


Mathomatische Annalen, XXVIII. 5 
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Nun ist 
+o 
du on tpta-1) Pta>! 
” (} +uV=1y (¢ - 4 Y=) *T@)T@ ’ p>0, q>0 
e 2 2 


ausserdem kann man é4"~" in den vorhergehenden s deutigen Factor 


m—hn 


(—1) *  eingehen lassen, folglich ergiebt sich 


BES h(n —s) —m 
10 —"()? ‘B+ _) 
( ) Qa, = . ) r( 1+ “h(n—s) =m) ? 


Ss 


Das Integral unter Nr. 9 erhilt man augenblicklich, wenn man in dem 
allgemeinen 


ns a ae Fpta-)) 
(a) (r +-aeV— 1)? (s — wV—1)9 (r+ 8)? te-! P(p)T(q) 
f=s= : setzt. Letzteres hat Cauchy aufgestellt in ,.Mém. sur les intégrales 


définies prises entre des limites imaginaires“. Paris 1825, wie mav in den iilteren 
»Tables d’intégrales définies“ von Bierens de Haan (Table 30, page 67) ersehen 
kann. 
Wir sind zur Integralformel (a) unabhiingig von Cauchy gelangt und zwar 
auf folgendem Wege. 
Wir iiberlegten, dass der Ausdruck unter Nr. 8, wenn er — wie gewiinscht 
wird — von dem unter Nr. 7 nicht verschieden sein soll, im Wesentlichen das 
h—1 
in (7) vorkommende Pott I enthalten muss. Da nun ein solches Product 
=1 


jederzeit durch den Quotienten zweier Gammafunctionen darstellbar ist, so ver- 
suchten wir das in (8) auftretende Integral in diesem Sinne auszuwerthen, und 
das fiihrte uns zu nachstehender kurzen Ableitung des Cauchy’schen Integrales. 
Wir gehen von dem fiir unsere Zwecke augenscheinlich sehr geeigneten 
Laplace’schen Integrale 
a 


aV—1 
e ada 22e 
bore ee. Pe, > 


oun 
(b) 

— 
aus, tiber welches Niheres in einer Arbeit von Liouville (Crelle’s J. Bd. 13) und 
Kummer (Crelle’s J, Bd, 17, 8. 236) zu ersehen ist. 

In dieses Integral substituiren wir «= rv, «= uv, unter uw die neue Inte- 
grationsvariabele ae dann entsteht 


(c) [ee eueV-1 du 2x0? —1 er? 
(+uV—1? F(p) 


Maltipliciren wir beiderseits mit v?—' e~* und integriren in Bezug auf v zwischen 





e- 


en 
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oder, wenn die Gammafunction im Zahler in ein Product zerlegt wird, 


(7) a, = =(— i ‘TT + _s: —m A, II- 1. 


Das ist aber in der That der friiher aufgestellte Differentialquotient. 
Hiermit ist endgiltig bewiesen, dass das Integral (5) wie auch das 

aus ihm abgeleitete (6) die mten Potenzen von s Wurzeln der F'unda- 

mentalform 

(1) yt+yi+2=—0 

darstellt, wenn fiir & successive die sten Einheitswurzeln gesetet werden. 
Dass wir insbesondere zu jenen Wurzeln der Gleichung (1) gelangt 

sind, welche mit 2 nicht gleichzeitig verschwinden, lehrt der blosse 

Anblick der Lésungen, und dass ihre Anzahl s betriigt, beruht auf 

der s-Deutigkeit von &. 


B. 


Ermitteln wir nun auch die mten Potenzen der mit x gleichzeitig 
verschwindenden Wurzeln der ersten Fundamentalform. 

Hierbei haben wir nicht néthig, neue Integralformen aufzusuchen, 
wir kommen vielmehr durch eine einfache Transformation der friiheren 
Lésung zum Ziele. 

Bezeichnen wir das Integral unter Nr. 6 kurz durch 
(a) g= (m,n, S, 2) 
und vertauschen sodann die Buchstaben 

m s © y s 
mit 
—m n--Ss u w-' ww, 
so erhalten wir 


(B) w= 3(— m,n, nN — Ss, U). 


0 und », wobei dann r>0,8>0 vorausgesetzt werden muss, 80 erhalten wir 
nach Umkehr der Integrationenfolge 


+o w @ 
Te ; g—t ¢— (s—«V=1) 2x [pte-2 re 
Sexaay J" : 4° TD) J , dv, 
0 


oder, da die beiden Integrale mit den Grenzen 0 und  einfache Gammafunc- 
tionen sind, 





p+q>1 
Qa T(p+-q—1) | 
“fo = pt1 T(p)Fq@ ° 2>% 1>0 
Oe 1 (r+)? (mre r>0, eo) 


also genau das Cauchy’sche Integral. 
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Die Gleichung 


(a) Ste “+s—0, yrms 
geht bei dieser Vertauschung iiber in 
(b) ur +o +tli=0, m=—w, 


und von Gleichung (b) ist nun w in (8) die Lésung, oder genauer 

gesprochen: w stellt die mten Potenzen jener »—s Wurzeln der 

Gleichung (b) dar, welche fiir « = nicht unendlich gross werden. 
Substituiren wir in die Gleichung (b), sowie in deren Liésung ({) 


8 1 m 


a—s n—s 


et , Venry¥er » weer ** 


? 
so kommen wir, wie leicht zu sehen, zur Gleichung (a) zuriick mit 
der neuen » — s deutigen Lésung 


™m 
—s 


s 
sa * oe ee, e), 


Sonach besteht folgender Satz: 
Stellt 


z= B(m, n, s, 2) 


die mten Potenzen der s mit x nicht gleichzeitig verschwindenden Wurzeln 
der Fundamentalform 


(1) wty+a2=0 


dar , so reprdsentirt 


(11) s=—2**@ ( m,n, n—s, 2" ‘) 
die mten Potenzen der n—s mit «a gleichzeitig verschwindenden 
Wurzeln. 
Ill. 
Auflésung der zweiten Fundamentalform. 


Wir wollen zeigen, dass stimmtliche Wurzeln der zweiten Funda- 
mentalform 
(2) y+ Ey" +1=—0 
in dem’ Ausdrucke 

o 


x 


j 1 
(12) y= ful J m*{g(ex4s)—9(e)} doh +(—1)" 


0 0 
enthalten sind, wo 


()=—— 
g(&) = ———__ 
g k yp + ep Ev" 1 





it 


n 


1- 
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und 
akan V—1 
&=—=e * : keoQ,1,...,.%—1 
bedeutet. 
Bilden wir zuniichst eine beliebige Potenz x“ =. Indem wir uns 
nur friiher gemachter Bemerkungen zu erinnern brauchen, gelangen 
wir zu folgendem Integrale 


g Ee 
(13) a = foe few s)-+m ~*[9 (Emp) eau g (&) | aw} 
0 


0 
v—l 


h 
+. > cs ‘. ’ 
A=v 


wobei nun — 
: k 


rq aiy ’ 
wihrend & seine Bedeutung beibehalten hat. Statt » hat man die 
kleinste, gauze, positive Zahl zu wihlen, fiir welche 


g(&) = 


v(n—s)—m, respect. vs — m 
eben noch positiv ausfallt. Weiter ist 


- -(“5) 
h gt ae’ 


und dieser Differentialquotient kann leicht aus der Fundamentalform 
(2) berechnet werden. 
Man hat nimlich zunichst 


a’ ¢ v a’ ” alien 
( ag i 7 ag [dk 


wo das 9 im Quotienten auf der rechten Seite der binomischen Gleichung 


T°+t + tae 
zu entnebmen ist. Fihrt man die Differentiation wirklich aus, so 
entsteht 
ha—m h h 


0) anRin Fee Bey. [[-1 
1 





und dieser n deutige Ausdruck stellt die den n Wurzeln der Gleichung 
(2) entsprechenden Ableitungen von y” nach § fiir § = 0 dar. 

Sehen wir nun zu, ob das Integral (12) die zweite Fundamen- 
talform 
(2) ny” + Sy"" + 1=—0 


befriedigt. Um Potenzen zu erhalten, die von § frei sind — was 
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letzteres bei der Vereinigung der Integrale wiinschenswerth ist — 
ertheilen wir der Gleichung (12) die Form 

y+ét+y"=0, 
und nun bilden wir mit Hilfe des Ausdruckes (13) die Potenzen 7° 
und 7". Wie friiher muss auch hier v = 2 gewahlt werden, und 


dann ergiebt sich 
rr" 


ig 
———_,— [fae {Tass = oP + (@ + a, > + (a + @; )m=s—ny 


wobei 


. : a _ (sw" — (n— 8))dw 
e — é 
k if (wo” + gw" +1) 


0 


m F ' Hl 
«= (Oeo=(—-1)", w= (Fea 


Das Integral 7’, lisst sich ausfiihren und liefert 
ants @ 

é? ntiinianilis - wv => 0, 

El w” egw"? +1 J 


in gleicher Weise verschwindet Pegs 


(9) ms + (9) meme—n ed 0, (@;) mos + (a, \ms—n == — I 
Folglich entsteht 


weiterhin hat man 


y+ yr" = — &, 
d. h. aber, die Fundamentalform (2) wird durch das Integral (12), 
respect. durch (13), welches aus (12) hervorgeht, identisch befriedigt. 
Wie man sieht, kénnte in den Integralen (12) und (13) statt der — 
zweigliedrigen Verbindung 


G = g(é41) — 9(&) 
die allgemeinere 


n—l 


Gh -> Ce 9 (&), Cx = const. 


k=0 
gewihlt werden, ohne dass sich zuniichst in unserer Beweisfiihrung 
etwas ainderte. Es wiirden dann n Integrale 


 T,, k—=Q, | oey BO — 1 
entstanden sein, die jedoch sémmtlich identisch verschwinden. — Dass 


indessen nur die anfangs benutzte zweigliederige Verbindung G zuliissig 
ist, kann und muss man wieder nachtraglich dadurch zur Entscheidung 





nm) 


2), 


SS 
ig 
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bringen, dass man den allgemeinen Differentialquotienten ( et) = tt, 
§=0 
aus der Lésung (13) bestimmt und zeigt, dass er von jenem unter 
Nr. 14, der direct aus der trinomischen Gleichung (2) berechnet wurde, 
nicht verschieden ist.*) 
Nun folgt aus (13) 


(—1)* (h—1)!m eee , 
? 


ga ———— —_ —é€é 


~- é 
22V—1 (w™ 41)" k+1 k 
0 


es ist aber 





ne ea r 


0 


w dw G yy r(a. a 
ie 


und ausserdem, zufolge der Bedeutung von &, 





hs—m 
aa eno xe (— 1) n : 97—1 sin aes os 
Mithin entsteht 
hs—m : in 82 
m n s—m ts—m™m n 
(15) a =—-(—1) r(a—™ od Go ): x , 


oder, wenn das Product der Gammafunctionen nach Vorschrift der 
Formel 


ra—a) ro) = [J e— a) 
k= 
umgestaltet wird, 
ha—m h 


(14) a= ~(- i aes IT em mam, [I-'. 1 


=1 


und das ist in der That der schon frither gefundene Ausdruck. 
Hiermit ist endgiltig erwiesen, dass der Ausdruck (13) die mten 
Potenzen stimmtlicher Wurzeln der Fundamentalform 


(2) a + Ey" +1=0 
darstellt. 


*) Es kann auffillig erscheinen, dass der trinomischen Gleichung scheinbar 
ein Ausdruck geniigt, dem doch die Eigenschaft einer Lisung abgesprochen 
wird. — Indessen darf man nicht ausser Acht lassen, dass unsere Methode, die 
Lisung zu potenziren, bereits die Richtigkeit Qer Liésung voraussetzt, Ks ist 
daher die Potenzbildung, wie sie in Abschnitt Il und III vorkommt, erst dann 
gerechtfertigt, wenn man durch Vergleich der héheren Differentialquotienten die 
richtige Lisung von den scheinbaren ausgeschieden hat. 
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IV. 
Reihenentwickelung fir die Integrale. 


Wir wollen nun die aufgestellten Integrale in Reihen entwickeln, 
um aus der Convergenz der letzteren einen Schluss auf die Brauch- 
barkeit der ersteren zu ziehen. — Ueberdiess werden wir auch spiite 
(in Abschnitt VI) aus der Gestalt der Reihen unmittelbar die Form 
der Differentialresolventen erschliessen kénnen und dadurch sehr um- 
stiindliche Rechnungen vermeiden. 

Dem Friiheren gemiiss sind drei Fille zu behandeln. 

A) Wir entwickeln das Integral (5) oder, was genau auf dasselbe 
hinauskommt, das Integral (6) nach steigenden Potenzen von 2 und 
erhalten 


wo h s—1 
x 
S = >) i => Ri, 
A=v A=0 
a ats gts 
By = oa yy + its Gear + +2 Gpo5)1 
Die hier vorkommenden Differentialquotienten a4, «25, etc. kénneu 
siimmtlich durch den Anfangswerth «, ausgedriickt werden. Denn 
lisst man in dem Ausdruck fiir a, unter Nr. 10 die Zahl kh um s 
wachsen und zerlegt alsdann die Gammafunctionen in solche Producte, 
dass die urspriinglichen Functionen wieder erscheinen, so ergiebt sich 
 (h) 
(16) Ora+s wih+s) Gh, 
und hierin bedeuten 


n—t1 





oW— [J {rte —=}, 
k=0 
(17) ne 
v=] | {r — bs aah 
k=0 
| 4 = (—1)"*n-*s* (n—s)"-*. 


Die Grésse A ist ein charakteristischer Bestandtheil der Discriminanten 
der Fundamentalformen, auch die Functionen @ und yw haben eine 
tiefer gehende Bedeutung; sie treten, wie wir sehen werden, in der 
Differentialresolvente, welche zu Gleichung (1) gehdrt, auf. 

Bestimmt man nun mittelst Formel (16) successive a+25, ass, etec., 
so gelangt man zu folgender Reihe 





i 


_ 
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s—l 
s— DR, 
(18) h=0 
a ai gh) att @(h) p(h+s) ah ts 
Ry= in + pts ha! t wdtseedtes) b4ae! +--4, 


und diese stellt die mten Potenzen jener s Wurzeln der Fundamental- 
form 

(1) yt+y"+2=0 

dar, welche mit x nicht gleichzeitig verschwinden. 


Die Grosse a, entnimmt man aus Nr. 7 und ertheilt ihr successive 
jene s verschiedenen Werthe, wie sie dem Symbol 


(+8) *: 


entsprechen. — Die Reihen R, convergiren, wenn 
az 
xX 81. 


B) Die mten Potenzen der tibrigen n — s mit x gleichzeitig ver- 
schwindenden Wurzeln der Gleichung (1) werden nach Abschnitt II, B) 
dadurch gefunden, dass man in der Lésung (18) die Gréssen 

m 8 x z 
mit 
—e ses. “s ** 
vertauscht. 

Hiernach wird «, offenbar n — s deutig; die Convergenzbedingung 

bleibt aber bei der Vertauschung auch fiir die neuen Reihen nach 


wie vor 
x 
77 <1. 


C) Wir entwickeln endlich noch das Integral (13) in Abschnitt III 
nach steigenden Potenzen von & und erhalten 


“ PY n—1 
t= Sa hi “~- R, 


gh gh patie 
Ry = On Fy + Ghee hn)! + M490 (h+2n)! i 


Nun folgt aus Formel (15), wenn man h um nm wachsen lisst, 
(19) Grin =f (h) - op, 


wobei 
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so) maT res — [pees tat, 
(20) soso eo Hitlist 
A = (—1)"*n-"s*\(n— 5)". 


Mithin kommt man zu der Reihe 


[= Sn, 


(2 1) A=O0 
gh ; ghtn gi-tin 
R=en ir + 0) gece + 1M P04”) Goce tots 
und diese stellt die mten Potenzen sdimmtlicher Wurzeln der Funda- 


mentalform 
(2) n" + En"-* + 1=0 
dar. 
Die Grésse a, entnimmt man aus Nr. 14 und ertheilt ihr successive 
jene n verschiedenen Werthe, wie sie dem Symbol 
he—m 

(—1) * 
entsprechen. — Die Reihen [ty convergiren, wenn 

Ag <1. 


Da nun die Variabelen x und & nach Abschnitt I durch die 
Gleichung 


a= §-* 
verbunden waren, so ist 
x 
<1 
wenn 
AE >1 


und umgekehrt, d. h. aber: 
Es giebt unter allen Umstiinden eine convergente Reihenentwickelung, 
also auch immer ein brauchbares Integral. 


V. 
Vorausblick auf die Theorie der allgemeinen Gleichung nten Grades. 


Die transcendenten Lésungen, welche wir fiir die Fundamental- 
formen der trinomischen Gleichung gefunden haben, fiihren uns zu 
einer Hypothese iiber die Form der Lésungen der allgemeinsten Glei- 
chung nten Grades 


(22) (y) = ty" + ay" + +++ + Xa-1 ys *- +z, => 0. 
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Kehren wir einen Augenblick zu dem Ausdrucke (5) in Abschnitt II 
zurtick, welcher die mten Potenzen von s Wurzeln der Gleichung 


(1) gy=—y+y'*+2=—0, y™=—-e 
darstellte. Derselbe kann offenbar in der Form 


a w"- 1 dw 
5°) g=— spans 
( ) anV— fle 


w =(—{—«y—1)’, 


+ (2)z=0, e=l, 





1 

w" =(—>+0/—1)' 
gegeben werden, und in dem Integral hat » genau die Bedeutung der 
linken Seite der trinomischen Gleichung (1). — Dieser eigenthiimliche 
Zusammenhang zwischen jener Gleichung und ihrer Auflésung veran- 
lasst uns, die Lésung der allgemeinen Gleichung (y) —0 unter 

Nr. 22 in einer analogen Form vorauszusetzen. 

Hiernach wiirde, wenn s, das grisste aller s ist, das Integral 





’ —me, ™ m—! d ‘ P 
3) 6 ia Tat + an rl 


die mten Potenzen jener s, Wurzeln der Gleichung 


‘ . n— 8; m= 0 
(22) tee” iain 
darstellen , welche mit x, nicht gleichzeitig verschwinden. 

Wir kénnten unsere Annahme leicht zur Evidenz erheben, wenn 
wir dieselbe Art der Beweisfiihrung anwenden wiirden, wie in Ab- 
schnitt Il. Indessen kommt es uns an dieser Stelle nur darauf an, 
eine Andeutung zu machen, welche Vortheile aus den geschlossenen 
Lésungen der trinomischen Gleichung gezogen wetden kénnen. 

In gleicher Weise lisst sich die Auflésung der Gleichung 
(2) 9(y) =o" + Ey" +1—0 
verallgemeinern, und man findet hieriiber Ausfiihrlicheres in einer 
Abhandlung*) des Verf. ,Transcendente Auflésung der allgemeinen 
Gleichung mten Grades“. 


*) Journal f. d. r. u. a. Mathematik, Bd. 101. 
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V1. 
Differentialresolventen der trinomischen Gleichung. 


Es diirfte nicht iiberfliissig sein, wenn wir eine kurze Mittheilung 
dariiber machen, auf welchem Wege wir eigentlich zu den transcen- 
denten Lésungen, den Integralen in Abschnitt 1] und LI, gelangt sind. 

Der urspriingliche Gang unserer Untersuchung*) ist thatsiichlich 
ein ganz anderer gewesen, und nur inv Riicksicht auf Uebersichtlich- 
keit und Kiirze haben wir hier die Resultate in veriinderter Reihen- 
folge vorgefiilrt. 

Wir suchten urspriinglich jene lineare Differentialgleichung — 
Differentialresolvente — auf, welcher die mten Potenzen € simmtlicher 
Wurzeln der Gleichung (2) geniigten und fanden eine Differential- 
gleichung der Form 

nm n n—1 

Fer Soe Hae Bt TE tab E+ a, 
Die Differentialgleichung konnten wir durch bestimmte, »-fache Inte- 
grale, so wie durch hypergeometrische Reihen vollstiindig integriren, und 
diese transcendenten Lésungen der Differentialgleichung stellten, nach- 
dem die Integrationsconstanten gehérig bestimmt waren, explicite die 
mten Potenzen der Wurzeln der trinomischen Gleichung dar. 

Hine genauere Betrachtung der Integrale der Gleichung (24) fiihrte 
uns weiter zu der Erkenntniss, dass die n-fachen Integrale stets auf 
n — 1-fache zuriickfiihrbar sind. Dies gilt bereits, weun die Coeffi- 
cienten a, bis a, vollkommen beliebige Zahlen sind. — Finden indessen 
zwischen den Coefficienten gewisse, hier nicht niiher zu erédrternde 
Bedingungen statt, so kann die Vielfachheit der erwihnten Integrale 
noch weiter herabsinken. 

Nun ist es sehr bemerkenswerth, dass gerade in dem Falle, wo 
die Gleichung (24) die Differentialresolvente der trinomischen Gleichung 
(2) ist, die Coefficienten a; so beschaffen sind, dass der Differential- 
gleichung durch einfache Integrale geniigt werden kann. Kin solches 
Integral lautet 


(24) 


4 A—l dw 
2 oni on. es 
( 3) & ; (w" + & Ew"? + 1) ? 
0 
und in demselben sind A und w bestimmte von den Coefficienten a; 
abhiingige Zahlen, ¢, bedeutet irgend eine mte Wurzel der Einheit. 


*) Vergl. die einschliigigen Arbeiten des Verf. in Math. Annalen Bd. XXVI 
und Zeitschr. f. Math. u. Phys, XXXI. Jahrg. 





'ivvw | 


& 
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Das allgemeine Integral der Differentialresolvente wird hiernach 
n—t1 
c= P Ce Se 
k=0 
und aus diesem sind nach Specialisation der Integrationsconstanten cx 
die Lisungen der Fundamentalform (2) hervorgegangen, nimlich die 
Integrale (12) und (13) in Abschnitt III. 

Jene Lésungen sind allerdings noch durch einen Differentiations- 
process und riickwirts geleiteten Integrationsprocess in eine schick- 
lichere Form gebracht worden*), doch kaun das um so weniger be- 
fremden, wenn man sich nachtriiglich iiberzeugt, dass dieser Process 
auch an der Differentialgleichung (24) vorgenommen werden kann, 

In der That, differenzirt man (24) v mal nach € und setzt 


” _ oi ? 

so hat man wieder eine Gleichung der urspriinglichen Form, aber mit 
veriinderten Coefficienten a;. Aus der neuen Differentialgleichung 
bestimmt man £,, und dann liefert eine v-fache Integration des , 
nach § das urspriingliche ¢ — Dass die Veriinderungen, welche die 
Coefficienten der Differentialresolvente erleiden, vollstiindig connex 
mit den Veriinderungen der Parameter in den Integralen sind, lehrt 
ein Blick auf diese Gebilde. (Vergl. Nr. 13 und 26). 

Wie man sieht, hat die Differentialresolvente der trinomischen 
Gleichung fiir unsere Theorie eine fundamentale Bedeutung, und da 
sich diese Resolvente leicht reproduciren liisst, so wollen wir das nicht 
unterlassen. 

Aus unseren citirten Arbeiten ist zu entnehmen, dass die Reihen- 
entwickelung fiir eine Difwentinigiichang der Form 


“t= 1 (ae): (it) [Tit - ay, 


ag \* .. a‘ ¢ r 
wo( dl :) die Bedeutung von adapt hat und g und 4, bis 4 An—-1 be- 
liebig gegebene Zahlen sind, folgendermassen lautet 


v—1 h A+y Atay 
c= Salt +r goa +O fat daar tt, 
A=0 
ed n—1 
C, = const., f(h)=e Te = a} : 
k=0 
*) Ich bemerke ausdriicklich, dass dieser Process auch auf das Integral (25) 


angewendet werden muss, bevor dasselbe zur Auflésung der trinomischen Glei- 
chung benutzt werden kann. 
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Diese Reihe stimmt in ihrer Gestalt aber vollkommen mit jener iiberein, 
welche wir unter Nr. 21, Abschn. 1V, C) fanden, und welche die 
mten Potenzen der Wurzeln der Gleichung 
(2) ftig-+i=-0, g=—t 
darstellt; nur war dort speciell 

v=N, Cy = &%, o= A 


und f(hk) das Product in Nr, 20. 

Weil nun f in der Reihe dieselbe Bedeutung wie in der Differen- 
tialgleichung besitzt, so ist mit Riicksicht auf das specielle f in Nr. 20 
ohne Weiteres klar, dass 


s—1 n—s—t 
(26) ree Tta +k ; —F0T ae +h tana 


=0 k=0 


A= (— 1)"n—* s*(n—s)"-* 


die Differentialresolvente fiir die zweite I'undamentalform vorstellt. 
Um von dieser Resolvente auf jene zu kommen, welche zur 
Fundamentalform 


(1) S+er"*+2=—0, fms 
gehért, beachte man dass die Gleichungen (1) und (2) durch 


e= §*, 
3) : 


n=yx ” 


in einander iibergefiihrt werden kénnen, und man substituire dem- 
nach in (26) 


£ = sx 
ene eee ae... 
Die Rechnung verliuft tibersichtlicher, wenn man in einen 


n 


nach 1 genommenen Differentialquotienten umsetzt; es ist 


n—1 
ae tn fa4o _ 4). 
ae FEL ae ky 


Dann muss noch ermittelt werden, wie sich ein Ausdruck 
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verandert, falls 
b= 2, C= ae 

eingefiihrt wird. 
Eine einfache Betrachtung ergiebt, dass 


n—1 


Qaere | [ae — aa: +B}, 


i=0 


und nun gelangt man durch passende Verkniipfung dieser Einzel- 
heiten zu 


n-—1 


@) ites 


—_ _—" 
—4-[]| ie - i} TT ta —k ce =—al ’ 


welche Gleichung die Differentialresolvente der ersten EF undamental- 
form ist.*) — Sie kann noch einfacher geschrieben werden, wenn 
man die Functionen m und w benutzt, welche in Abschnitt 1V, A) 
unter Nr. 17 auftreten; sie lautet sodann 


(28) a 9 (ie) me tig) (se) 
s—1 


u(h) =] J {h—ky. 


k=0 





Ks ist nicht schwer mittelst der Substitutionen 


§ = Az, 
€= Bate 


die Differentialresolvente der Gleichung 
y+ ary + ba=0, y= 
herzuleiten, welche dann beide Resolventen (26) und (27) in sich fasst. 


*) In Boole’s ,,Treatise on Differential Equations“, Supplementary Volume 
findet man auf Seite 199 zwei Differentialresolventen angegeben, die sich von 
den Resolventen (26) und (27) nicht wesentlich unterscheiden. Sie sind, wie aus 
dem Texte ersichtlich ist, durch Herrn Harley aufgefunden und von diesem 
Boole mitgetheilt worden. — Leider kann man a, a. QO. nicht ersehen, wie Harley 
zu seinen Resultaten gelangt ist. 
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Die eben vorgefiihrten Differentialresolventen stehen unter der 
gemeinsamen Form 


0 
d* s 
2 (a + hat) soa =0 


und gehéren demnach der Classe der hypergeometrischen Differential- 
gleichung nter Ordnung an. — Man kann also die vorliegenden Unter- 
suchungen zugleich als einen Beitrag zur Theorie der hypergeometrischen 
Functionen héherer Ordnung hinnehmen. 


Dresden, 12. Juli 1886, 











Zur Construction der Hesse’schen Curve der rationalen Curven 
dritter Ordnung. 


Von 
Frrepricu DinGcELDEY in Darmstadt. 


Im 27. Bande dieser Annalen, 8. 272ff., habe ich gezeigt, wie 
sich in einfacher Weise ,,Elemente“ (gewisse Punkte und gerade 
Linien) angeben lassen, mit Hilfe deren man eine beliebige ebene 
Curve dritter Ordnung mit Doppelpunkt, die gezeichnet vorliegt oder 
durch ihre Gleichung gegeben ist, lediglich unter Anwendung des 
Lineals gemiiss dem Grassmann'schen planimetrischen Producte: 

(1) (xa Cb) (wa C,b,) (ad) = 0 

construiren kann. Im Nachfolgenden will ich nun zeigen, wie man 
aus diesen Elementen (den Punkten a, b, b,, @ und den Geraden C 
und (C,) sofort sehr leicht diejenigen Elemente herleiten kann, welche 


nithig sind, um die zu (1) gehdrige Hesse’sche Curve nach derselben 
Methode zu construiren. 


Die Gleichung der Curve (1) ergiebt sich, wenn ich dieselbe 
Bezeichnung zu Grunde lege wie a. a. O., in der Gestalt: 


(2) G0, (G,' x, + G,' x) a,” — G;'d,(G, x, + G,%)x,? = 0, 
ist also von der Form: 
(3) (ax, + Bax)2x, + (yx, + O2x,) x5? = 0, 
wobei alsdann: 
(4) a= G,G,'d,, B= G,G,0,, y= —G,G,0,, d= — G,G,'d,. 
Die Hesse’sche Curve zu (3) wird: 
| 0 aL, YX, 
(5) H=\ax, ax,+ 62, Ba, +0x,|—0. 
yt, Bx, +9x, yx, + 0a, 
Fiihrt man hier fiir die a, 6, y, 0 ihre Werthe (4) ein, so scheidet 


sich ein gemeinsamer Factor G,G,' 0,0, aus, und die Curve (5) wird: 
Mathomatische Annalen, XXVIII, 6 
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(6) G,G0;(G,G4/2,+ G,G/x,—2G,G,x,)x,’ 

— G, Gy 8,(G, Ga, -—24,4,2,4+ GG, x5)a,? = 0. 
Die Geraden: 
Cy =G,G/",+ G,G,'2, — 24,4, x, = 0 
und 
spielen nun offenbar fiir die Hesse’sche Curve (6) dieselbe Rolle wie 
die Geraden C, und C fiir die Grundcurve (2). Fragen wir nun nach 
ihrer geometrischen Bedeutung, insbesondere nach ihrer Beziehung zu 
den Elementen der Grundcurve. Die Geraden C,’ und C’ schneiden 
sich offenbar in einem Punkte von H und beriihren H in dem Punkte, 
in welchem sie geschnitten werden von x, = 0, resp. %,=0. Der 
Schnittpunkt von C,' mit z,—0 ist, in Grassmann’scher Weise 
geschrieben : 


(7) 





e, €, es 
G,G, G,G, — 2G,G, |, 
0 0 1 





was fiquivalent ist mit G,e, — G,e,, oder mit C(e,e,); analog findet 
sich, dass der Schnittpunkt von C’ mit x, 0 der Punkt C;, (e,¢,) ist. 
Die Punkte C(e,e,) und C,(e,e,) spielen nun bei der Erzeugung der 
Hesse’schen Curve als Beritihrungspunkte zweier von demselben Curven- 
punkte ausgehenden Tangenten genau dieselbe Rolle wie die Punkte 
b und b, bei der Grundecurve; sie seien deshalb, wie fernerhin stets 
bei entsprechenden Elementen, mit denselben, aber accentuirten Buch- 
staben bezeichnet, so dass also: 


(8) M4 = C (¢¢) = C(ad), 
b = C,(¢¢,) = C,(ad,). 
Der Schnittpunkt der beiden Geraden C,’ und C’ wird: 





ey €y €3 
C/C' =|G,G, GG; —24,4G,'| 
G,G, —2G,G, G,G, | 
oder 
| @ €, es 
— G, 0 G, 


ist also auch zugleich der Schnittpunkt von: 

(9) E=G,(e,¢,) — G,(e¢,) mit PF = G,'(e,¢,) — G, (e,¢). 

Die Gerade E ist aber offenbar die vierte harmonische Gerade zu 
€y€,, €¢, und G,(e,e;) + G,(e,¢e,) oder zu b,b, b,a und C; analog 




















Constructionen bei der rationalen Curve 8. Ordnung. 83 


ist F die vierte harmonische Gerade zu ¢,¢,, ¢,€, und G,'(e,€) + G,' (ee) 
oder zu bb,, ba und C,. Die Geraden C,’ und C’ verbinden demnach 
die Punkte b’ resp. b,° mit dem Schnittpunkte der vierten Harmonischen 
zu b,b, ba und C und der vierten Harmonischen zu bb,, ba und C,. 
Nun fehlen von den Elementen der Hesse’schen Curve nur noch 

der dem Punkte d entsprechende Punkt d’; er ist der dritte Schnitt- 
punkt der Geraden 6'b,’ mit der Curve H. Fiir diese Gerade ergiebt sich: 
(€,€3) (€3€) (62) 

G, —G, 0 

G, 0 —G, 
eine Gerade, die auch schon in meiner oben citirten Arbeit vorkam 
und daselbst mit M bezeichnet wurde. Aus den Gleichungen H = 0 
und M=O0 folgt nun, dass H von M ausser in 0’ und b,' noch in 
dem Punkte geschnitten wird, in welchem sich die Geraden M = 0 
und 0,2, — 0,%, = 0 schneiden; aus H = 0 und M = 0 ergiebt sich 
nimlich sofort die Gleichung: 

G,G,'d, .3G,G,' x, . 2,2 — G,G,'0, .3G4,G,'x, . 2,2 =0, 
welche fiquivalent ist mit 
Wy, (0,2, — 0,23) = 0. 


(10) oder G,G,'x, + G,G,'x, + G,G,'x,—0, 








Die Gerade 
0,2, — 0,2, = 0 
ist aber einfach die Verbindungslinie der Punkte a und d, daher ist 
d’ = (b’b,’) (ad) = M(ad). 

Fassen wir noch einmal Alles zusammen, so kénnen wir sagen: 

Die Elemente der zu (1) gehorigen Hesse’schen Curve: 
(11) (xa’ C'b’) (xa’ C,'b,’) (ad’) = 0 
ergeben sich aus den Elementen der Grundcurve in nachstehender ein- 
facher Weise: Es ist 

a=a, b=C(ab), b/ =C,(ab,), a’ = (0'b,’) (ad) = Mad); 

die Geraden C’ und C,’ verbinden die Punkte 0,’ resp. b’ mit dem 
Schnittpunkte der beiden Geraden E und F, wo E nach Gleichung 
(9) die vierte Harmonische zu 0, b, b, a und C, F die vierte Harmonische 
zu bb,, ba und C, ist. 


Miinchen, den 23. Juli 1886. 








Ueber die Normirung der Borchardt’schen Moduln der hyper- 
elliptischen Functionen vom Geschlechte p= 2. 


Von 


WI.IBALp ReicHarDT. 


Betrachtet man mit Klein*) die Kwmmer’sche Fliiche als gemein- 
same Singularititenfliche von co! confocalen Complexen 


(1) > a =, 


1 





so werden die linken Seiten der Gleichungen der 6 in der einfach 
unendlichen Complexschaar (1) doppeltzihlend enthaltenen linearen 
» Fundamentalcomplexe“ 

“,=0, 2, =0,...,%=—0 
lineare Functionen der auf das ,,F'undamentaltetraeder“ (12) (34) (56)**) 
beziiglichen Liniencoordinaten 

Pik = ye yy — yi) yx) 

von der folgenden Form ***) 


(2) [. ProtPu» = PistPa, %= Pris +Pr3, 
Ly =——-t(Pyy>—Dgy),  Le==—*( Pig —Py2), Le=—t(Dyy — Drag) - 


*) Klein ,, Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und sweiten Grades 
Math. Annalen Bd. II, p. 198. 

**) Dasselbe ist dadurch charakterisirt, dass die 3 Paare gegentiberliegen- 
der Kanten desselben resp, den Congruenzen 


ibe ai ) 
Ly = 0 . , x, == (0 
als Directricenpaare zugehéren. 

***) Vergl. Klein, l.c., p. 205; Rohn ,, Betrachtwngen iiber die Kummer’ sche 
Fliche wnd ihren Zusammenhang mit den hyperelliptischen Functionen p = 2“ 
Diss. Miinchen i878; und ,, Transformation der hyperelliptischen Functionen p=2 
und thre Bedeutung fiir die Kummer’sche F'ldche“ Math. Annalen Bd. XV, p. 345. 


z,=0 
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Die dureh (1) definirte Kummer’sche Fliche geht durch die 32 
Operationen 


(3) Xi = + HF (t=1, 2, ecg 6) 
in sich iiber, wihrend die 720 Operationen 
(4) Li = ty (4, Ke=1, 2,..., 6) 


(zu den Coordinaten in Bezug auf alle 15 Fundamentaltetraeder, oder, 
wenn man will) zu allen 720 Kummer’schen Flichen iiberfiihren, die 
wie die gegebene Kummer’sche Fliiche der Form 6'" Grades 


((A) = (A—k,) (A—k,) . . . (AK) 
zugehdren. Unter den 32 Operationen (3) sind 16, unter den 720 
Substitutionen (4) aber 360, und unter allen 32 . 720 Operationen 


(5) atm (i, kenl,2,...,6), 


die durch Combination von (3) und (4) entstehen, 16 . 720 Substitu- 
tionen enthalten, die Collineationen bedeuten. Diese letetere, 16 . 720 
Operationen enthaltende Gruppe von Substitutionen soll fortan kure mit 
G bezeichnet werden. 

Fasst man die auf das Fundamentaltetraeder (12) (34) (56) beziig- 
lichen Tetraedercoordinaten y,, y,, Y3, Y, durch die Formeln (2) als 
absolut (nicht blos bis auf einen Proportionalititsfactor) definirt auf, 
so werden einer jeden dieser 16 . 720 in G enthaltenen Substitutionen 
der Liniencoordinaten x; zwei lineare Substitutionen 
(6) y= +tY¥, (=1,2,3,4) 
der Punktcoordinaten y; entsprechen (indem ja die Liniencoordinaten 
Pix in den y; vom zweiten Grade sind). Es wird nun behauptet, dass 
die quaternire Gruppe homogener hnearer Substitutionen der y,; mit 
der ihr entsprechenden seniiren Gruppe homogener linearer Substi- 
tutionen der 2; nur meroedrisch (niimlich hemiedrisch) isomorph ist, 
oder also, dass der folgende Satz gilt: 

Es ist unméglich, aus den 2.16 . 720 sich paarweise nur durch 
das Vorzeichen unterscheidenden Substitutionen von der Form (6) eine 
Gruppe mit nur 16 . 720 Substitutionen auszuscheiden, die mit der ihr 
entsprechenden Gruppe G holoedrisch isomorph wiire. 

Der Beweis dieses Satzes wird schon erbracht sein, wenn gezeigt 
ist, dass zwischen einer in @ enthaltenen Untergruppe g und der 
Gruppe von Substitutionen der y;, welche den Operationen dieser 
Untergruppe entsprechen, nur hemiedrischer Isomorphismus stattfindet. 
Als solche Untergruppe g mag die Gruppe derjenigen 16 Operationen 
(3) gewiihlt werden, die Collineationen bedeuten. Die Substitutionen 
dieser Gruppe g sind dadurch charakterisirt, dass sie in einer geraden 
Anzahl von Vorzeichenwechseln der Liniencoordinaten 2, bestehen. 
Wir behaupten also: Aus den 32 Substitutionen der Punktcoordinaten y;, 
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welche der Gruppe g der 16 in einer geraden Anzahl von Vorzeichen- 
wechseln bestehenden Substitutionen (3) der Liniencoordinaten x; ent- 
prechen, kann man keine aus 16 Operationen bestehende Gruppe g’ 
zusammensetzen, die mit g holoedrisch isomorph wiire. 

Zum Beweise dieser Behauptung ziehen wir die folgenden beiden 
Operationen der Gruppe g in Betracht 


r= +4, “ =+%, 
(A) Ja,’ = + a, (B) tai = — x;, (i=2,3,4,5), 
x= — x, (i=3,4,5,6), Ly = + 2. 


Diesen Operationen (A) und (B) entsprechen die folgenden homo- 
genen linearen Substitutionen der Punktcoordinaten y; 


y= (—-1¥%, y, =(—1)"ys, 

¥% = (—l¥H, ¥. =(—1)"y,, 
A ; “"(u=0,1), |B) Y, (y=0, 1). 
l Se (— 1y'y,, ) l Y= (—1)’y,, 

yy, = — (—1)*%, y, = (—1)"%. 


In der That: Bildet man mit Benutzung der y;, statt der y; die 
Liniencoordinaten p;, und alsdann nach den Formeln (2) die Gréssen 
x, so gelangt man, wenn man noch die p;, durch die pj, und darauf 
die pi, durch die 2; ausdriickt, gerade zu den Formeln (A) und (B). 
Man bemerke nun, dass 

(A) (B) = (B) (A). 
Sollte also eine Gruppe g’ der verlangten Art existiren, so miissten 
uw und v so gewahlt werden kénnen, dass auch 

[A] (B] = [4 [4] 


wird. Dies aber ist unméglich, denn man erhiilt 


yy, = — (—1)"y,, % = (—l)tFy,, 
y, = — (—1)"+y,, y, = (—lytry,, 
A|{[B , B\[A , 
[ i J y, = (— lyetry,, [ it ] ¥; = — (-- Letry, 
y= (—1)"y,, yy, = — (— ly. *) 


*) Hierbei ist noch zu bemerken, dass man auch durch Einfiigung geeig- 
neter Proportionalitiitsfactoren in die quaterniiren Substitutionen [A], [B], ... 
keine Gruppe g erreichen kann, deren Isomorphismus mit g holoedrisch wire. 
Ferner lisst sich zeigen, dass sich auch fiir die weitere in G enthaltene Unter- 
gruppe mit 360 Operationen, die aus den 360 in (4) enthaltenen geraden Ver- 
tauschungen der Liniencoordinaten x; besteht, keine entsprechende Gruppe von 
360 Substitutionen der Punktcoordinaten y, angeben lisst, die mit der Gruppe 
der genannten 360 Substitutionen der «; holoedrisch isomorph wire. (Vergl. 
Hin Beitrag zur Theorie der Gleichungen sechsten Grades‘ Sitzungsber. der 
math. phys. Classe der kgl. siichs. Ges. der Wissensch. 1885, p. 419). 





i 


f 
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Es lasst sich also in der That aus den 32 den 16 Operationen der 
Gruppe g entsprechenden quaterniren Substitutionen keine Gruppe g’ 
angeben, die mit g holoedrisch isomorph wire, womit gleichzeitig die 
Richtigkeit des urspriinglich zu beweisenden Satzes ausser Zweifel 
gestellt ist. 

Eben dieser Satz wird nun insbesondere von Wichtigkeit, wenn 
man die Coordinaten 

Ni> Na» Us» % 

eines Knotenpunktes einer der 720 zu f(A) gehérigen 720 Kummer’schen 
Flaichen bezogen auf ein Fundamentaltetraeder in Betracht zieht. Von 
einem ersten Knotenpunkte der gegebenen Kummer’schen Fiche 
fiihren die 16 in (3) enthaltenen in einer geraden Anzahl von Vor- 
zeichenwechseln der 2; bestehenden Substitionen zu allen 16 Knoten- 
punkten dieser Fliche tiber; verbindet man aber eine gerade Ver- 
tauschung (4) mit einer geraden Anzahl von Vorzeichenwechseln oder 
eine ungerade Vertauschung (4) mit einer ungeraden Anzahl von 
Vorzeichenwechseln der 2,, so gelangt man von den Knotenpunkten 
der ersten Fliche zu den Knoten aller 720 zu f(A) gehérigen Kummer’- 
schen Flichen. In Anwendung auf die (absolut definirt gedachten) 
Knotenpunktscoordinaten y; sagt also der soeben bewiesene Satz aus, 
dass die 2.16 .720 sich paarweise nur durch das Vorzeichen unter- 
scheidenden Systeme von Knotenpunktscoordinaten, die eu f(a) gehoren, 
eine Gruppe bilden, die keine mit G holoedrisch isomorphe Gruppe von 
nur 16 . 720 Operationen als Untergruppe enthiilt. 

Die simmtlichen 2. 16.720 linearen homogenen Substitutions- 
formeln der Punktcoordinaten y,, y,, Y¥3, Y,, die den 16 . 720 Opera- 
tionen der Gruppe G entsprechen, sind dadurch ausgezeichnet, dass 
in sie mur numerische Coefficienten eingehen. Es werden also ins- 
besondere auch die 2. 16 . 720 Systeme von Kunotenpunktscoordinaten 
M1» No» M3» 4, VOn denen soeben die Rede war, unter einander linear 
mit rein numerischen Coefficienten zusammenhiingen. 

Unsere Hauptaufgabe wird nun sein, die Coordinaten y,, y., Ys, Y, 
und insbesondere die Eznotenpunbiecoordinaten Mis Nas Ny» Me auf transcen- 
dentem Wege derart absolut zu definiren, dass eu thnen ein Substitutions- 
system der genannten Art gehdrt, ein solches also, in dessen Substitutionen 
nur numerische Coefficienten eingehen; und in letzter Linie wird man 
fragen kénnen, ob diese absolute Festlegung von Gréssen y,, 9, Y3, ¥, 
resp. %1) YM.» Ns» 9%, Bicht in der Weise geschehen kann, dass das zu- 
gehérige Substitutionssystem identisch ist mit der oben besprochenen 
Gruppe von 2.16.720 linearen, homogenen quaterniren Substitutionen. 

Zur Erledigung dieser Aufgabe mégen auf der Kummer’schen 
Fliiche auf folgendem Wege transcendente Parameter definirt werden: 
Man projicire die Kummer’sche Flache von einem ihrer Knotenpunkte 
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(den wir den ,Anfangspunkt“ nennen wollen) aus auf eine beliebige 
Ebene*). Danach erscheint als Bild dieses Knotenpunktes ein Kegel- 
schnitt — es ist dies der Schnitt des von dem Knotenpunkte aus- 
laufenden Tangentialkegels mit der Projectionsebene — und die von 
dem Anfangspunkte (in den 6 Fundamentaleomplexen) auslaufenden 
Doppelebenen werden ihr Bild in 6 Tangenten dieses Kegelschnittes 
finden. Auf dem letzteren lisst sich alsdann ein Parameter 4 in der 
Weise einfiihren, dass den Beriihrungspunkten der 6 Tangenten resp. 
die Parameterwerthe k,,k,,...,k, zukommen. Irgend einem Punkte 
P der Projectionsebene sollen alsdann die Parameter 4’, 4” zugeordnet 
werden, wenn die Beriihrungspunkte der von diesem Punkte an den 
Kegelschnitt gelegten beiden Tangenten diese Parameterwerthe besitzen. 
Jeder Punkt P der Projectionsebene ist nun das Bild derjenigen beiden 
Punkte der Kummer’schen Fliche, in welchen dieselbe (abgesehen von 
dem Anfangspunkte) von der durch P gehenden projicirenden Geraden 
geschnitten wird. Diesen beiden Punkten der Kummer’schen Fliiche 
sollen die algebraischen Parameterwerthe 


e +V7@)) aan (f V7) 

a”, EVFR’) a, + VER") 

beigelegt werden, und zwar mag die Unbestimmtheit, welchem dieser 
beiden Punkte das eine, welchem das andere Parametersystem zu- 
geordnet werden soll, durch die Verabredung aufgehoben werden, dass 
alle Punkte derjenigen Curve, in welcher der von dem Anfangspunkte 


auslaufende Tangentialkegel die Kummer’sche Fliche ausserdem schneidet, 
Parameterwerthe 


C map 

v, VFA) 

erhalten sollen, wonach dann diesem Knotenpunkt selbst die oo! 
Parametersysteme 


S pana 
V, +VP(*) 
zukommen. Von dieser algebraischen Parametervertheilung auf der 


Kummer'schen Fiche (fiir welche die 6 durch den Anfangspunkt 
gehenden Beriihrungskegelschnitte 


Fmd, £ why, ..., f ode 


die Rolle von Uebergangscurven spielen) gelangt man zu den ge- 
wiinschten transcendenten Parametern u,, u,, indem man setzt 








*) Vergl. Darboux, ,,Sur la surface a@ seize points singuliers‘‘ Comptes 
rendus t. 92, p. 1493. 
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du, = a3 
. Fe 
(7) 
du, = ne: 
Vf) 
darnach 
a, V7) a", Vf") 
(8) uw —fa u, u” =f du*), 
e od 
und schliesslich 
(9) u=u —u" (mod. wo), 


wobel 

oe, ao, a, a” 
die zu den iiberall endlichen Integralen u gehérigen Perioden bedeuten. 
Von einem ersten Punkte w der Kummer'schen Fliche gelangt man zu 
allen 16 Punkten, die demselben in den bewussten 16 Collineationen 


zugehdren, indem man zu den 16 Punkten 
4 
ee it 
u=u+ts > al) gl (mod. a) 
1 


iibergeht (wo die e nach Wahl 0 oder 1 bedeuten). Der Anfangspunkt 
erhilt die Parameter u,, vu, = 0,0, alle 16 Knotenpunkte also die 


Parameterwerthe 
4 


“u= ~ > El) al. 
1 
Geht man von den urspriinglichen Integralen « zu den transcen- 
dent normirten tberall endlichen Integralen 


_ om — ae 
a ps 4 
(10) ; 
eo 2A | 
p@) 


iiber, wobei unter p*) die Periodendeterminante 
p™ = a, a," mm a, @,* 

zu verstehen ist, so stellen sich fiir diese Integrale v,, v, statt 
@,' a," o,"” @,/" 

te te} {2-4 a} 

resp. die Perioden ein: 
toh tb tad te 
0 l Te \t22 


*) Jede dieser Gleichungen soll 2 Formeln vertreten, von denen die eine 
zum Index 1, die andere zum Index 2 gehért, 
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wobei 
(11) . ad p®) p™) pi”) ” p") 
Sabla 
P 


1 “5 = 


| ie Pp 2 
Statt «,, wu, kénnen dann auch v,, v, als transcendente Parameter 
desjenigen Punktes der Kummer'schen Fliiche betrachtet werden, 
dessen algebraische Parameter 


(*; Vf) 


ly, VFR) 


ye) 


sind. 

Die Gréssen v,, v, und t,, T,, To. kann man als Variabeln und 
Moduln der bekannten 16 zum Geschlechte p= 2 gehiérigen hyper- 
elliptischen Thetafunctionen #(v|t;,) einfiihren. Denkt man sich in 
denselben die v und die 1, vermége (10) und (11) durch die w und 
die @ ausgedriickt, so mégen sie mit #(w| a) bezeichnet werden; 
vermége (10) und (11) soll also die Gleichung 
(12) 0 (|) 0 t, ig _ om a," a,” mi 

0, |0 1 ty Ty» Uy |@_ @," @," @,! 


in eine Identitiit verwandelt werden. 
Unterwirft man nun die Perioden  irgend einer quadratischen 








Transformation 
: ) 
a tn >? a @@ 
1 
4 
. 7 
a S dO ol 
—- 
1 
4 
@o” =< >i ONTO) 
a 
1 
~ >: do 
1 
wobei 


[12] = a® o — a® cd 4+ EO d® — Hp de = 0, 
[23} = 0, [14]=—0, [34] —0, [13] —2, [24] — 2,*) 
und bildet man dann die 16 quadratisch transformirten Thetafunctioneu 
(13) 2 = O(u| wo), 
so befinden sich unter denselben, wie bekannt**), vier Functionen 





*) Vergl. Hermite, Comptes rendus t. 40, p. 251. 
**) Vergl. Kinigsberger, ,,Ueber die Transformation des 2ten Grades fiir 
die Abel’schen Functionen erster Ordnung* Borch, Journ. Bd. 67, p. 58. 
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o., Os, a, a, 
die, wenn man sie noch mit einem geeigneten Exponentialfactor 


eu™'+-- versieht, Thetafunctionen 2' Ordnung mit der Charakteristik 


. of werden, und die sich also als Summe von 4 urspriinglichen 


Thetaquadraten darstellen lassen. Diese 4 Thetafunctionen bilden eines 
der 60 Gdpel’schen Quadrupel, d. h. es besteht zwischen ihnen eine 
Gopel’sche biquadratische Relation, und zwar repriisentiren die genann- 
ten 4 Functionen insbesondere eines derjenigen 15 Gépel’schen Vierer- 
systeme**), deren Functionen simmtlich gerade sind. Setzt man nun 
% = M2 fF Hs Ft OM 
= Pa (u) : He(u) : B,(u) : By(u), 
so sind die so definirten Grissen identisch mit den Verhiiltnissen der 
Coordinaten ¥;, Yo, Ys, Y¥, eines Punktes der Kummer’schen Fliiche in 
Beaug auf eines der 15 Fundamentaltetraeder, wie sie durch Gleichungen 
von der Form (2) festgelegt werden***). Da zum Anfangspunkte die 
Parameterwerthe u,,u. == 0,0 gehéren, so erhilt man insbesondere 


fiir die Coordinaten 9, : 4. : 43:4, des Anfangspunktes der Kummer’- 
schen Fliche die folgende transcendente Definition 
% * M2? M3 * % 
—= Cy 3 Cg Cy 3 C8y 
wobei 


c= 3(0| a), 


Diese Gréssen Cy: Cy: Cy: ¢3 sind es nun aber gerade, die Borchardtt) 
als Moduln in die Theorie der zum Falle p = 2 gehirigen hyper- 
elliptischen Functionen einfiihrt. Diese ,,Borchardt’schen Moduln“ 
kénnen also auch definirt werden als die Coordinaten 


M1 * M22 Ny * 4 
eines Knotenpunktes der Kummer’schen Fliche in Bezug auf eines der 
15 Fundamentaltetraeder. 


*) Vergl. Weber, ,,Anwendung der Thetafunctionen eweier Verdnder- 
licher auf die Theorie der Bewegung eines festen Kérpers in einer Flissigkeit“ 
Math, Annalen Bd, XIV, p. 174. 

**) Vergl. Borchardt, ,,Ueber die Darstellung der Kummer'schen Flidche 
4ter Ordnung mit 16 Knotenpunkten durch die Gdpel’sche biquadratische Relation 
zwischen 4 Thetafunctionen mit 2 Variablen“ Borch, Journ. Bd. 83, p. 240. 

***) Vergl. Rohn, 1. c., oder meine demniichst erscheinende Dissertation, 
,» Ueber die Darstellung der Kummer’schen Fldche durch hyperelliptische Func- 
tionen“* §§ 13 und 14, 

+) Borchardt, ,,Sur le choix des modules dans les intégrales hyperellipti- 

ques“ Comptes rendus t, 88, p. 834. 
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Nachdem man so zu einer Definition der Verhiltnisse der durch 
die Formeln (2) algebraisch definirten Coordinaten y; resp. ; auf 
transcendentem Wege gelangt ist, soll es sich, wie schon oben an- 
gedeutet wurde, um eine solche transcendente absolute Normirung dieser 
Coordinaten handeln, dass sich dieselben bei Anwendung der 16 . 720 
Operationen der Gruppe G mit rein numerischen Coefficienten sub- 
stituiren. Wir fiihren diese Untersuchung durch unter Zugrundelegung 
der folgenden fundamentalen quadratischen Periodentransformation 

o’ = 20°, 
wo” = 2”, 


=@ , 


c!Vax= Ys 


wir werden demgemiiss unter den Symbolen @ fortan die folgenden 
Thetafunctionen verstehen 


(14) ve o(u| ; a’, 1 oo”, a”, a!’). 


2 
Zur Operation F gehéren die 4 Functionen 
3,, a,, Po; , Do 7 
. . — 00 5: 
als Thetafunctionen 2'* Ordnung mit der Charakteristik 16 4 hinzu ; 


denn dieselben lassen sich in der That als Aggregate von 4 Quadraten 
urspriinglicher Thetafunctionen darstellen**). Unsere allgemeine Frage- 
stellung soll also in der Weise priicisirt werden, dass wir nach den 
Nennern t resp. t, fragen, deren Zufiigung zur Folge hat, dass sich 
die Grissen 


@,(u) _ 2, (u) -~ Fys (wu) ~ Fo) (u) 
(15) = “e(u) ? 42 “e(e) ? %3°  e(u) ” M t(u) ’ 
resp. 
’ C, ae C — Cas — Cur 
(15) a4= Ze? eet 2-9 = a 
bei linearer Transformation der urspriinglichen Perioden -- deun in 


der Auswahl bestimmter Perioden zur Definition der Gréssen (15) 
und (15') besteht, wie man leicht iibersieht, die einzige Willkiirlichkeit, 
die bei dieser Definition stattfindet — mit rein numerischen Coefficienten 
substitutren. 


*) Hier ist von der Weierstrass’ schen Indicesbezeichnung Gebrauch gemacht. 
**) Vergl. Kénigsberger: ,,Ueber die Transformation der Abel’schen Func- 
tionen erster Ordnung', Borch. Journ. Bd. 64, p. 38. 
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Es wird behauptet, dass den an t und t, gestellten Anforderungen 
geniigt wird, wenn man setat 


(Ay Hy? 2 Aye © Ug Amn te”) 








(16) t(u) = /p™ ¢ ism »*) 
wobet 
» OlogA , élogA 
A = 2 Fo. ~ 1D » 3 a ? 
» OlogA » dlogA , dlogA » dlogA 
A,=—o, 50,7 +% da!” _ Be!” 2 do,” ° 
va , dlogA » dlogA 
A,,= Sat m 
und 
(16’) y= V p. 


Zum Beweise dieser Behauptung stiitzen wir uns auf ein Gleichungen- 
system, das mit Hiilfe gewisser bei Rohn (Math. Annalen Bd. 15, 
p- 333) angegebener Formeln abgeleitet werden kann***), und das den 
Zusammenhang der 6 Producte 


B(2u) . H(2 ul) 
(wo @ irgend eine der 6 ungeraden Thetafunctionen bedeutet) mit den 
durch die Operation F quadratisch transformirten Thetas angibt. Setzt 
man niimlich in Uebereinstimmung mit (15) 
x (ul) — el) . yt) <= F(a) — ye) \ 


x (ul) wl) - yl a F(u + ale J 
und 


Pir = yy ai yy, 
so findet sich 


Gog (2u) - Pay (Zu) 
ae - ue) - (ull +u®) = Py + Psay 


(17) id,(2u) - d, (Qu) : 
“(ul = ul) (a +u®) — t(Py2 — Psa), 
etc. etc. 


8) Bei Benutzung der Gréssen v | t;, als Variablen und Moduln der Theta- 
functionen treten an Stelle von (14) und (16) die folgenden beiden Formeln 


& = 8 (20|27,,), 


inp") (O1og& ° Blog log A 
— — +2 %),%+ 2 
z(v) = Vp" ¢ 5 open” "9,103 Opis) ) 





**) Dabei ist vorausgesetzt, dass A als solche Function der p“) geschrieben 
ist, dass die Relation besteht 
oA _04 
ope) “op” 
***) Ueber die Ableitung dieses Formelsystems vergl. meine Dissertation. § 15. 
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Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind nach den oben ge- 
machten Angaben proportional den Liniencoordinaten x;. Unser Be- 
weis aber wird erbracht sein, sobald wir gezeigt haben, dass, wenn 
man diese rechter Hand stehenden Ausdriicke direct gleich (ohne Pro- 
portionalitatsfactor) den Gréssen x; setzt, wenn man also schreibt: 





_— - Dy (Zu) - Ho, (2u@) = = pyro + Day, 
t,— = (Zul) - B (2u%) = — ip, — py), 
- _: emalinatl * Dp, (2u) - 9, (2u?) = py + Myo, 

Pe 1.— - B13 (2u) - H,(2uM) = — i(py, — Py), 
Lt, = -- : Bo. (Zul) - By (2u) = ps, + rag, 
a= + B, (2uM) . &, (2u) = — i(p,, — ps), 

wobei 

o = (ult) — wl). c (al + wl) 
gym ata) ao 4) +o" 40) 


, 
dass dann allen linearen Transformationen der urspriinglichen Perioden 
Substitutionen der 2; von der folgenden Form entsprechen: 


(19) Zm=+fm (t,k=—1,2,---, 6), 


wobei f einen rein numerischen Proportionalitiitsfactor bedeutet. Denn 
da den Operationen 


G=+m (t,k=—1,2,---, 5) 


der Gruppe G Substitutionen der y, resp. 4; mit rein numerischen 
Coefficienten entsprechen, so wird dasselbe auch von allen Operationen 
(19) gelten. 

Nun lassen sich doch alle linearen Periodentransformationen, die 
es giebt, durch wiederholte Combination von 4 erzeugenden Opera- 
tionen zusammensetzen*). Ein solches System von 4 erzeugenden linearen 
Transformationen wird beispielsweise gebildet von den folgenden 4 Ope- 
rationen 


*) Vergl. Kronecker: ,,Ueber bilineare Formen‘‘, Monatsber. der Berliner 
Acad. 1866, und Krazer; ,,Ueber die Zusammensetzung ganzzahliger linearer 
Substitutionen von der Determinante Eins aus einer geringsten Anzahl funda- 
mentaler Substitutionen.« Annali di Matem. t. 12, p. 300. 
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‘ 








a =a, o =@", 
” 1 ” pt 
@ =@, @ = @ ? 
8 ’ “r =~ ~~ T a a 
o =—-a-+ao’, ao’ =—=— @, 
t ol’ — oY, t oo?’ — ai’ 
"7 oo’ es a’, ( oo aoe a”, 
” ~~ ” —- 
@ = @ ? V @ = @0 > 
U _ : ; — 
ao” enn ao” 4 a”, a” _— a’, 
ae —. ait . oo ae 
o%—=@ + a!’, | ao =a. 


Es wird also gezeigt werden miissen, dass der Anwendung jeder 
dieser 4 linearen Transformationen S, 7, U, V eine lineare Substitu- 
tion der Liniencoordinaten 2; von der Form (19) entspricht, Dabei 
beachte man, dass man sich darauf beschrinken kann, die Aenderung 
von 2, bei diesen 4 linearen Periodentransformationen zu verfolgen, 
da ja f ein fiir alle 6 Liniencoordinaten x; tibereinstimmender Propor- 
tionalitiitsfactor sein muss, Es wird also nur zu zeigen sein, dass 


% Pu (Qu) - 9(2u) 


bei einer jeden der Operationen S, 7, U, V in einen Ausdruck von 
der Form 


fe f 9(2u) - &(2u®) 


(f = numerischer Factor, # — ungerade Thetafunction) iibergeht. 
Hierzu aber ziehe man zunichst in Betracht, dass die 6 ungeraden 
Sigmafunctionen 
ia 
@\ = Sp nel +2 4am + Ane?) 
20) a(u| a) — 20) 5 wel | 
wobei 


04 
¢C iow (Fa dee? 
die Kigenschaft haben, sich bei Anwendung linearer Periodentrans- 
formationen rein zu permutiren*). Unter Einfiihrung dieser Sigma- 
functionen und des Werthes von @ erhilt man aber aus (18) die 
Formeln 
C3. Gy, (20!) - 6,4(2u®) 


— = ee 
(21) 2, — Bae (20) - (20) 
2 po”) , 
etc. etc. 





*) Vergl. Klein: ,,Ueber hyperelliptische Sigmafunctionen“ §§ 1—6, Math. 
Annalen Bd. 27, p. 431 —442. 
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Wegen der genannten Eigenschaft der Sigmafunctionen wird hier- 
nach der verlangte Nachweis schon erbracht sein, wenn gezeigt ist, dass 
Cot 
p™ 
bei jeder der linearen Periodentransformationen S, 7’, U, V in einen 

Ausdruck 


C2 
f e rc) 


iibergeht. Dieser Nachweis aber ist leicht zu erbringen. Man hat dazu 
nur zu beachten, dass die zu den Perioden o der genannten 4 linearen 
Transformationen gehérigen ungeraden Functionen # mit den fiir die 
urspriinglichen Perioden  gebildeten Functionen # so zusammen- 
hiingen, wie aus der folgenden Tabelle ersichtlich ist, in der die ge- 
legentlich noch zutretenden Exponentialfactoren e%™’+--: unterdriickt 
sind: 























| s | T | uly 
; . p®) | 7, 
au = B, J p By, | , a, 
— 
a; = | Bo, J V p' a; Poy Boo 
' ‘ . 7/ p® a 
(22) Du =| 7’ Poy J p™ Do, | — 29; | By, 
ONE ass eae , 
Ai3 = | 2' Ay | oat, pe Fy | — tO, | F,, 
, °7 °7 p®) ‘ 
Fe =| JP. | —) p™ Bo a, | 
3 in “7 p*) ‘ 
a, = oh a, —_ w po) a, Poo Ao; 
Nun ist doch 
Ch 
Cc re ( Ou ‘w==0 


Es wird daher, wie die erste Zeile der Tabelle (22) lehrt, der 
03 \? ai 
Ausdruck (<5) , gebildet fiir die Perioden ow der Operationen 
Pp 


S, zo U, , 
resp. gleich werden 
p™ , p® ’ pe ’ pe ’ 


womit der gewiinschte Nachweis erbracht ist. 
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Man tiberzeugt sich bei ausfiihrlicher Benutzung der Tabelle (22) 
und der Formeln (18) leicht, dass die Anwendung der Operationen 
S, 7, U, V resp. aquivalent ist mit den folgenden linearen Substitu- 
tionen der Liniencoordinaten 2;: 








|i? wie 

_— ror 

a = | + ix, | + tx, | + ix, | — ing 

ons | — iz, | + ix, | —ia, | + iz, 
; an . : 

Ly, =| — iz, | + 22, | — | — tay 
| ° ° 

“, =| — ix, | — i, + tz, | + iz, 

| | | 
qt =| — ta, | — tx, | + 4% | — tz, 
~ = | ~ 1, | — 1%, | — 1H, | + tx, 





Hieraus ersieht man, dass die Formeln, nach denen sich die durch 
die Gleichungen (15) absolut normirten Coordinaten y;, resp. die durch 
(15’) absolut definirten Borchardt’schen Moduln, bei Anwendung linearer 
Transformationen der urspriinglichen Perioden linear substituiren, sich 
von denjenigen 2. 16 . 720 linearen Substitutionen, welche die Grissen 
y; resp. 4; der Formeln (2) bei den 16 . 720 Operationen der Gruppe G 
erfahren, nur um einen Proportionalititsfactor unterscheiden kénnen, 
der eine 8 Kinheitswurzel ist. Das zu den Grissen y; resp. y; der 
Formeln (15) resp. (15°) gehdrige Substitutionssystem kann also nicht 
mehr als 8.2.16. 720 Substitutionen enthalten. 

Ob man durch Zufiigung weiterer Factoren zu dem Nenner t resp. t, 
das zu den transcendent normirten Grissen y; resp. y; gehdrige Sub- 
stitutionssystem auf das algebraisch médgliche System von 2.16. 720 
Substitutionen reduciren kann, diess hingt vermuthlich von dem Ver- 
halten von j/A ab, wo A wieder die Discriminante von f(A) bedeutet. 
Es ist diess nicht unmittelbar zu entscheiden, da man aus den Null- 
werthen der @ nur Formeln fiir //A erhilt, wie beispielsweise die 
folgende: 


oF 
TT 
(23) Va =? Ce = 





(wo ¢ ein Zahlenfactor ist, und wo das Product TT sich tiber die Diffe- 
rentialquotienten der 6 ungeraden Thetafunctionen erstreckt). Wenn 
aber j/A im hyperelliptischen Falle sich ahnlich verhalt, wie im ellip- 
tischen, so ist vorauszusetzen, dass das zu den Grdéssen 

Mathematische Annalen, XXVIII. 7 
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(24) hoe = : fe > Ig= “s, : he Su 
resp. . . 4 
(24’) ,=— = a, <r > i= “s + = ny ? 
wobei 

(25) t=VA-r 

und 


(25’) ™% = Va *T), 
gehérige Substitutionssystem mit der soeben genannten Gruppe von 
2.16. 720 Substitutionen ‘identisch sein wird. 


Leipzig, im Juli 1886. 











Ueber die Substitutionsgruppen, welche zu den aus dem 
Legendre’schen Integralmodul 4*(@) gezogenen Wurzeln 
gehéren. 

(Mit einer Figurentafel.) 


Von 


Rosert Fricke in Braunschweig. 


Zufolge des allgemeinen Programms, welches Herr Klein iiber 
die Theorie der elliptischen Modulfunctionen in Bd. 17 der Math. 
Annalen (pag. 62 ff.) entworfen hat, ist es eine erste und fundamentale 
Aufgabe, alle in der Gruppe der linearen ganzzahligen -Substitutionen: 

ao = cote, (ad — By = 1); 

enthaltenen Untergruppen aufzuziihlen und‘ systematisch zu classificiren. 
Diese Aufgabe ist behandelt fiir diejenigen Untergruppen, deren arith- 
metische Eigenart sich durch Congruenzen darstellen lisst, welchen 
die Substitutionscoefficienten a, B, y, 6 in Bezug auf einen festen 
Zahlmodul m unterworfen sind*). Fiir die tibrigen ungleich zahl- 
reicheren Untergruppen hingegen entbehrt man bislang noch eine 
directe arithmetische Definition durch zahlentheoretische Eigenschaften, 
die den Coefficienten a, 6, y, 0 zukaémen. 

Um eine Lésung der oben gedachten Aufgabe anzubahnen, diirfte 
es sich unter diesen Umstiinden empfehlen, nicht direct die Coefficienten 
der Substitution in Betracht zu ziehen, sondern von folgender in- 
directen Methode vorerst Gebrauch zu machen. 

Ich entwickle die lineare w-Substitution in einen Kettenbruch: 


*) Insbesondere gehéren hierher die Untersuchungen von Gierster im 18. und 
26. Bande der Mathem, Annalen. 


gs? 
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wobei die Wahl der Theilnenner im Allgemeinen keinen beschriinkenden 
Vorschriften unterliegt. Ebensowohl, wie die a, 8, y, 0 fiir jede spe- 
cielle Untergruppe auszeichnende zahlentheoretische Charaktere tragen, 
ebensogut miissen auch die Theilnenner a; einer Substitution der Unter- 
gruppe in Ansehung ihrer Zahl, Reihenfolge und Grésse von den Theil- 
nennern fremder Substitutionen arithmetisch unterschieden sein, da ja 
die Kettenbruchentwicklung einen adiquaten Ausdruck fiir die Sub- 
stitution abgiebt und Zusammensetzung zweier Substitutionen Anein- 
anderreihung der bez. Kettenbriiche ist. Somit wird man Untergruppen 
auch dadurch fixiren kénnen, dass man die auszeichnenden Bedingungen 
der Theilnenner a; angiebt, 

Ob diese Methode gegenwiirtig weiter reicht, als die directe Be- 
trachtung der a, B, y, 0, muss der Erfolg lehren. Ich habe dieselbe 
mit Nutzen angewandt auf die Untersuchung simmtlicher ausgezeich- 
neten Untergruppen vom Geschlecht p—1. Im Folgenden michte 
ich an einem andern Beispiele, nimlich an dem der Wurzeln aus dem 
Integralmodul k?(@) diese Betrachtungsweise illustriren. Meine Dar- 
stellung gipfelt in dem Satze, dass von allen genannten Wurzeln nur 
die 2%, 4% und 8'e Congruenzmoduln abgeben, d. h. dass nur die 
Gruppen von k(@), Yk(@) und Vk(@) sich vollstindig durch Con- 
gruenzen darstellen lassen. Um dahin zu gelangen, definire ich eine 
zahlentheoretische Function von « und y, des ersten und dritten Coeffi- 
cienten der Substitution und stelle einige EKigenschaften dieser Function 
auf. Dieselbe ist geeignet eine unbegrenzte Reihe von ausgezeichneten 
Untergruppen zu definiren, ‘von denen namentlich die letzte, die allen 
iibrigen gemeinsam ist, weiterhin interessiren wird. Aus den Kigen- 
schaften dieser Gruppe ergiebt sich das soeben mitgetheilte Schluss- 
resultat ohne Weiteres. 


§ 1. 
Definition der Function (a, y). 


Bezeichnen a und y zwei relative Primzahlen, so kénnen wir uns 
die Kettenbruchentwicklung des Quotienten : 


(1) ks eee 


insbesondere so fixirt denken, dass simmtliche Theilnenner a;, mit 
etwaiger Ausnahme des letzten a,, positive oder negative gerade Zahlen 
werden. Beziiglich dieser eindeutigen Entwicklung gelten folgende 
Regeln : 
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1. Ist a, ungerade, so ist @ und y ungerade. 

2. Ist a, gerade und der Index m ungerade, d. h. die Anzahl der 
Theilnenner gerade, so ist y = 0 (mod. 2). 

3. Ist a, gerade und der Index n gerade, so ist « = 0 (mod. 2). 

Man zeigt diese Siitze durch den Schluss der vollstindigen In- 
duction. Gelten sie fiir Kettenbriiche von v Gliedern, so gelten sie 
auch fiir solche von » + 1 Gliedern. Denn wenn: 


© = 2a— — 
Y Ho 
Yo 
ist, so bestehen die folgenden Congruenzen: 
(2) “=; y= (mod. 2). 


Kiir Kettenbriiche von einem oder zwei Gliedern gelten die Sitze 
in der That; vermége der Congruenzen (2) gelten sie dann allgemein. 
Fiir die Folge sei nun stets 


y=0O (mod. 2), 


so dass wir spiterhin « und y als ersten und dritten Coefficienten 
einer Substitution annehmen kénnen, die (mod. 2) der Identitat con- 
gruent ist. Es folgt: * 


1 


ay 


[Rk 


20n1 

Ich bezeichne die negative Summe der Theilnenner mit wngeradem 
Index durch das Symbol («, 7) 
(3) — (a, 7) = 2a, + 2a, +--+ + 2dan. 

Die gerade Zahl (a, y) ist eine eindeutige zahlentheoretische 
Function von @ und y. 


§ 2. 
Recursionsformeln fiir («, ). 


Neben dieser independenten Darstellung der Zahlen (a, y) kann 
man fiir die Berechnung derselben auch eine recurrirende Methode 
benutzen, welche sich auf drei Recursionsformeln stiitzt, denen die 
Zahlen (a, y) geniigen.” Sei, um dieselben zu entwickeln, wieder: 


a 1 
4 = 2a, ee = 
— i“ 1 
' ° eae ? 
24 yy 4 


so folgt: 
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1 


2: ae oe 
Billy wee see 
- 2a, —. 1 


9 
=n 1 


und indem man auf beiden Seiten die gerade Zahl 2y hinzusetzt: 


a. eee 1 
y~ sve ~~ es. : 
Fea’ 
d. h. es ist: 
(a, y — 2va) = — (2v + 2a, + 2a, +--+) = — 2v+ (a, 7), 


(1) (a, y+ 2va) = 2v + (a, y). 

Im Weiteren bemerke man, dass ein Vorzeichenwechsel von « 
auch die Vorzeichen simmtlicher Theilnenner 2a; in die entgegen- 
gesetzten verwandelt, so dass: 

(2) (— @, 7) =—(e, 7) 

Ein simultaner Zeichenwechsel von @ und y ist selbstverstiindlich 
ohne Einfluss. 

Eine dritte Recursionsformel ist die folgende: 

(3a) («+ 7, 7)=—(@, 7). 

Die Kettenbruchentwicklungen von “+ Y und = stehen in keinem 
sofort iibersehbaren Zusammenhange und ich stelle zum Beweise der 
Formel (3a) folgende indirecte Betrachtung an: 

Es sei: 

(@+y, ”) + (a, v)=[e, 7), 


so gilt fiir diese eindeutig von « und y abhiingige ganze Zahl Folgendes: 
Da man sofort iibersieht, dass: 


(a + 2y, v) = (a, 7) 
fe+y, y]=[e, 7], 


ist, so ist: 


oder allgemein 


(A) [e+ vy, 7] =[a, 7}. 
Nun zeigt man durch Formel (1): 
(«, y—2a)=—2+ (a, 7), 


(y— a, y—2a)—=2+ (a+ y, y)-. 
Die Addition dieser Gleichungen ergiebt:+ 
(y—a, y —2a)+ (a, y—2a)—=(a+y, y)+(a, y), dh. 
(B) (a, y— 2a] =[a, 7]. 
Endlich zeigt sich sofort: 
(C) [— «, y] = — [e, 7). 
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Es ist nun ersichtlich, dass man vermége der Recursionsformeln 
(A), (B), (C) jedes beliebige Zahlenpaar «, y auf die Combination 
1,0 zuriickfiihren kann, also tiberhaupt jede Combination auf jede 
andere. Der Zahlwerth [«, y] kann dabei nur eciven Zeichenwechsel 
erleiden und ist somit im Ganzen héchstens zweier Werthe fiihig, die 
man durch ein specielles Beispiel sofort bestimmt. Es findet sich so 


[«, y] = 0, 
d. h. unsere dritte Recursionsformel lautet: 
(3) (a+ vy, vy) =(—1)’-(@, »). 


Die Formeln (1), (2), (3) gestatten fiir jedes Zahlenpaar «, y 
den Werth von (a, y) zu bestimmen, sobald derselbe fiir eines ge- 
geben ist. 


§ 3. 
Ueber Congruenzen, denen («, y) in Bezug auf feste Moduln geniigt. 


Die Frage, welche ich in diesem Paragraphen beantworten méchte, 
ist die folgende: Gehéren « und y in Bezug auf einen Zahlmodul u 
in zwei beliebige, aber festgewahlte Zahlclassen, ist dann auch stets 
(a, y) in Bezug auf denselben Modul einer einzigen bestimmten Zahl- 
classe angehdérig; d. h. folgt aus: 


(1) &=%, Y=Y% (mod. w) 
stets, dass: 
(2) (@, 7) = (Go, %) (mod. m) 
ist? 

Sei zuvérderst p= 2” -m 


und m eine ungerade Zahl. Eine allgemein giltige Congruenz der 
gedachten Art muss auch in jedem speciellen Falle sich bewahrheiten 
und ich wihle als Probe einen speciellen Kettenbruch von 4 Gliedern. 
Es sei: 


a 
—=2a, — —— 1 
Y ° 2a, — = 1 
= Va,’ 
also: 
a = 16a,a,a,a, — 4a,a, — 4a,a, ~ 4a,a, + 1, 
so ist: 
— 5) 
: (a, y) = — 2a, — 2a,. 
Ich wihle 


7 


relativ prim zum Modul 2”-m; dann wird sich 


a—i1 
4 





= Gy: — AyQy 


, 
2 
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durch passende Wahl von a, insbesondere so bestimmen lassen, dass 


s—- =0 dh a=1 (mod. 2”- m) 
wird. Nun ist; 
(1,7) =y. 
Nach der hypothetischen Congruenz ist daher stets: 


(a, y)=y (mod. 2”- m), 
falls 


«=1 (mod, 2”- m) 
ist. 
Bei der von uns getroffenen Wahl miisste somit: 
— 2a, — 2a, = 8a,a,a, — 2a, — 2a,, 
d, h. es miisste allgemein aus der Bedingung, dass 4a, a, a, — a, — a, 
relative Primzahl zu 2”- m ist, die Congruenz 
8a,a,a,=0 (mod. 2”- m) 
folgen. Sobald m von 1 verschieden ist, ist dieses eine offenbare Un- 
méglichkeit und somit ist nur noch dariiber zu entscheiden, ob die 
fragliche Congruenz (mod. 2”) besteht oder nicht. Falls sie existirt, 
gestattet folgeudes Beispiel sofort ihre explicite Form kennen zu lernen: 
Da (1,2) =2 ist, so zieht die Voraussetzung: 
a=1, y=2 (mod, 2”) 
die Folgerung nach sich: 
(@, y)=2 (mod. 2”). 
Nach Formel (3) § 2 wiirde folgen: 
(2n + 1, 2) =(— 1)"-2 (mod, 2”) 
und da 2% -+ 1 jeder ungeraden Zahl congruent werden kann, lasst 
sich die letzte Congruenz auch so schreiben: 


a—1 


(«, 2) =(—1)?-2 (mod. 2). 


Nun folgt weiter aus (1) § 2, wenn man sich zugleich rechter 
Hand des Legendre-Jacobischen Zeichens bedient: 


(a, 2+ 2na)=2n+ (—) -2 (mod. 2”), 


2+ 2na kann jeder geraden Zahl (mod. 2”) congruent werden. 
Es ist somit allgemein: 


(3) (a, y) =2—2 +(—")-2 (mod. 2), 


a 





—% 
wo U 





die Wurzel der Congruenz: 


az =y—2 (mod. 2”) 


ist. 











Gruppen fiir die aus k® gezogenen Wurzeln. 105 


Ich recurrire nun wieder auf das oben gebrauchte Beispiel des 
viergliedrigen Kettenbruchs. Damit t relative Primzahl zum Modul 
werde, ist jetzt nur erforderlich, dass eine der Zahlen a,, a, gerade, 
die andere ungerade sei. Uebrigens bleiben sie, ebenso wie die Zahl 


a,, Vollig willkiirlich. Da « — 1 durch 2” theilbar angenommen wurde, 
so ist auch hier zufolge (3): 
(a, y)=y (mod. 2°), 
Andererseits ist direct: 
y — (¢, 7) = 8a,a,a, 
und die rechte Seite ist im Allgemeinen nur durch 16 theilhar. Somit 


kann v die Zahl 4 nicht iiberschreiten und es restirt, tiber die Existenz 
der Congruenz 


—2 —1\ , . 
(4) («, y) = 2— +(=—)-2 (mod. 16) 
zu entscheiden. 
Kine etwas andere Schreibart resultirt aus folgender Congruenz: 


-2 2 9(—! 
(5) 1—* =a-p+4—4(=)—2(=") (mod. 16). 
Man findet durch ihre Vermittlung: 
(6) («,y)=a-y+4—4 (=) (mod. 16). 


Diese Congruenz besteht in der That, wie man sich durch den 
Schluss der vollstiindigen Induction von m- auf (n + 2)-gliedrige 
Kettenbriiche iiberzeugt. Fiir zweigliedrige Kettenbriiche ist sie durch 
sofortige Ausrechnung bestiitigt. 

Der Ausdruck: 

(a, y) —a-y— 4-4 4(— 
(7) ‘16 ; ) a (<) 
ist eine eindeutig von @ und y abhingige ganze Zahl und ihr Wesen 
birgt die tiefer liegenden Gesetze der Zahlen (a, y). Es sei gestattet, 
wenigstens die Recursionsformeln noch anzufiihren, durch die sich » 
fiir jede Zahlcombination a, y berechnen lisst: 


6 (58) --0(2)4 St 
8) *G=— vG en. 


2 as eaten a series 7 (+) 


Zugleich gelten die Anfangsbedingungen 8 = 0. 
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§ 4. 
Die Gleichung (a, y) = 0. 


Besonders moéchte ich noch auf diejenigen Zahlenpaare aufmerk- 
sam machen, denen ein (a, y) = 0 entspricht. Nach (1) § 2 ist: 


(a, y+2na) = 2n + (a, ). 


Lassen wir somit bei festgewihltem a die gerade Zahl y eine arith- 
metische Reihe mit der Differenz 2a durchlaufen, so durchliuft («, y) 
seinerseits eine ebensolche mit der Differenz 2. Es ist also in jeder 
zu « primen Zahlclasse (mod. «) ein und nur ein y enthalten so, dass 
(a, vy) =0 wird. Da (a, —y) mit (@, y) verschwindet, so giebt es 
nach gewihltem « im Ganzen g(a) zuliissige Zahlen y, die sich in 
Paare einander entgegengesetzter ordnen. Anders, wenn wir y zuvor 
wihlen: Mit (a, y) verschwindet auch (-+-a-+ ny, y), so dass fiir « 
siimmtliche Individuen mehrerer Zahlclassen (mod. y) zugleich zugiing- 
lich sind. 

Nach dem Satze des vorigen Paragraphen muss ein Zahlenpaar 
a, y, fiir welches (a, y) = 0 ist, stets der Congruenz geniigen: 


(1) a-y+t4 —4(°)=0 (mod. 16). 
Somit ist fiir: 


fa = 8h+1, y 


(2 
2) la = 8h+3, y=8 


(mod. 16). 


Es liisst sich tiberdies leicht zeigen, dass, wenn y durch 8 theil- 
bar ist, dann auch immer Zahlen « bestimmt werden kénnen, denen 
(a, vy) =0 


entspricht. Beziiglich des Moduls 32 liegt eine weitere Congruenz nicht 
mehr vor; denn aus dem Bestehen der speciellen Congruenz 





t= 4 (—*)-2=0 (mod. 32) 


a 


fiir die Zahlenpaare («, y) = 0 wiirde sofort wieder die allgemeine: 


(«, y) = %—* 4 (=*)-2 — (mod. 32) 


folgen. Kin Gleiches gilt auch fiir héhere Potenzen von 2. Vielmehr 
sind die Zahlwerthe y immer in den niedersten geraden bez. ungeraden 
Vielfachen von 8 enthalten. Der grésste vorkommende Werth fiir y 
ist a —1. Die Vertheilung der g(a) Zahlen y in dem Intervall 
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— («@?—1) und «? —1 hiingt durchaus von der individuellen Natur 
von « ab und liisst sich nur insoweit durch Congruenzen angeben, 
als es oben geschehen ist. 

Ich pricisire diese Schliisse noch etwas genauer, da ich dieselben 
spiiter verwerthen will. Ich betrachte die Zahlenpaare a, y, die 
(a, y) =O geben, in Bezug auf den Zahlmodul p*, unter p eine un- 
gerade Primzahl verstanden. Die Zahl aller incongruenten zu einander 
relativ primen Zahlenpaare (mod. p") ist: 


(3) N = ~- p**-*(p*—1). 


Nun sei ap". Die zuliissigen Werthe y bilden dann ein System 
incongruenter zu @ relativ primer Zahlen. Ihre Anzahl ist p*-!(p—1), 
Da mit (a, y) auch (a+ vy, y) verschwindet und fiir die gekennzeich- 
neten y «-+ vy in jede Zahlclasse (mod. p") gelangen kann, so ist 
fiir beliebiges « die Anzahl der zugehérigen y stets wenigstens gleich 
p"-'(p—1). Aber von den so entstehenden p?*—!(p—1) Zahlenpaaren 
sind je zwei einander congruent (mod. p"), da ein simultaner Zeichen- 


wechsel ohne Einfluss ist, so dass wir bestimmt = p?*-!(p—1) von 


den 3 p?"~ (p?— 1) incongruenten Zahlenpaaren in dem System unserer 
Zahlen «, y nachgewiesen haben. Es zeigt sich spiiter, dass auch die 
riickstindigen $ - p*"-*(y—1) Paare sich darunter finden. Fiir jetzt 


mag es geniigen bewiesen zu haben: 

Reducirt man die Zahlenpaare a, y, fiir welche (a, y) = 0 ist, 
in Bezug auf die Primzahlpotenz p", so ist die Anzahl der so ent- 
stehenden Zahlenpaare grésser als die Hiilfte der Zahl aller (mod. p") 
incongruenter Zahlenpaare. 

Reduciren wir nunmehr beziiglich des Moduls 2‘, so ergeben sich 
die 4 Zahlenpaare, die der Congruenz: 


(1) a-y+4—4(=)=0 (mod. 16) 


geniigen. (mod. 32) reducirt finden sich ebenfalls alle der Congruenz 
(1) geniigende Zahlenpaare und es ist gar nicht schwierig, sich davon 
zu tiberzeugen, dass auch fiir den Modul 2" die Zahl unserer Paare 
«,y jedenfalls die Hilfte der Anzahl derjenigen Paare iiberschreitet, 
die (mod, 2") incongruent sind und zugleich der Congruenz (1) gentigen. 
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§ 5. 
Definition ausgezeichneter Untergruppen. 


Bezeichnet nunmehr were eine Substitution der elementaren 


Congruenzgruppe zweiter Stufe, so denke ich die Substitution so in einen 
Kettenbruch entwickelt, dass alle Theilnenner positive oder negative 
gerade Zahlen sind. Diese eindeutige Entwicklung heisse: 
1 
— oe 
40 a 1 
2a, +o 

Die Anzahl der Theilnenner ist ungerade. Kine zweite Substitution 
derselben Congruenzgruppe mége entsprechend ergeben: 


ao + 6 
(1) ya+o 


a @ + 6 6 1 
@) Tote — 7 — 35 —. 
2b, +o - 
Fiir die aus (1) und (2) zusammengesetzte Substitution gilt dem- 
nach die folgende Entwicklung: 


(3) (aa’+By') @ + (af +89") 
: (ya -+8y)o + (v6 +89 ) 
24,—, 1 
— 2bs, to’ 

welche ihrer Art nach den obigen ganz analog ist. Falls 2a,,-+ 2b, 
verschwindet, reducirt sich die Anzahl der Theilnenner um 2. 

Ankniipfend an diese Darstellung sieht man sofort, dass sich in 
folgender Weise eine unbegrenzte Reihe von Untergruppen der Con- 
gruenzgruppe zweiter Stufe darstellen lasst. 

Es sei: 


=2a,— 


1 oo 
= (a, ») =0, zx (@’, 7) =0 (mod. s) 


wenn s eine beliebige ganze Zahl ist. Dann ist fiir die erzeugte Sub- 
stitution ebenfalls: 


= (wa’'+Br', pe’ +dy’)=0 (mod. s), 
da: 


= (aa + By, po’ + dy’) = = (a, 7) +4 (ce, 7’) 


ist. Also bilden alle Substitutionen, fiir welche: 
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(4) + (a, 7) =0 (mod. s) 


ist, eime Untergruppe. Um die dieser Bedingung entsprechenden 
Zahlenpaare etwas niher zu charakterisiren, so kénnen wir zuvérderst 
fiir a wieder eine beliebige ungerade Zahl wihlen. Die zulissigen 
Werthe y sind dann gebildet durch die saimmtlichen Individuen von 
(a) Zahlelassen (mod, 2s@), die zugleich (mod. a) ein volles Rest- 
system zu « relativ primer Zahlen bilden. Beziiglich y sind die zu- 
lassigen Zahlen « die Individuen mehrerer Zahlclassen (mod. y). 

Ich will insbesondere noch die Bedingung angeben, welche zu (4) 
hinzukommen muss, damit die dann definirte Untergruppe eine aus- 


gezeichnete ist. Bedeutet U = + 6) eine beliebige Substitution der- 


selben, so ist zu dem Ende dieses erforderlich, dass S~!US und TUT 
in der Gruppe ebenfalls enthalten sind. S und 7 sind dabei in der ge- 
wohnten Bedeutung gebraucht: 


11 0—1 
s=(6 1); T= (j 0) 
Aber es ist: 


s-1 us—("” hi “ome * TUT = Se > 


Es miissen demnach neben der obigen Congruenz (4) noch die beiden 
andern erfiillt sein: 


(5) i (a—y,y)=0, +(@,B)=0 (mod. s). 


Von diesen interessirt nur die zweite, da die erste ohne Weiteres 
erfillt ist. Wir bilden nun die siimmtlichen am rationalen Punkt — 


gelegenen und der Congruenzgruppe 2'* Stufe angehérigen Dreiecke 
der -Figur, indem wir in (1) ag, alle positiven und negativen ganzen 
Zahlen durchlaufen lassen. Wenn wir fordern, es sei: 


— 5 (6, B) = ay + a -+++++ G3, =0 (mod. 8), 


schrinken wir dg, auf eine einzige Zahlclasse (mod. s) ein. Indem 
wir die nun gewonnenen ausgezeichneten Untergruppen gemiiss der 
Zahl s numeriren, folgt der Satz: 

In dem Fundamentalpolygon unserer s‘*™ ausgezeichneten Unter- 
gruppe hiingen bei J = co jedesmal 2s Doppeldreiecke zusammen, ent- 
sprechend bei J = 0 drei, bei J = 1 wei. 

Der Index S unserer Untergruppe ist 


S = 6s’, 
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wie man leicht aus dem Satze findet, dass zwei Substitutionen (“ 5) 
? 


und (* ) der Congruenzgruppe 2'* Stufe immer und nur dann auch 


beziiglich der definirten Untergruppe aquivalent sind, wenn: 


1 1 — 1 1 ‘ow 
‘ = (@, 7) = 5 (7), > (6, B) = 2 (0, B) (mod. s) 
ist. 

Die s? Repriisentanten, die (mod, 2) der Identitit congruent sind, 
wihlt man am passendsten so: 

4uyv+1, 2v 
( tg ); ep, y=0,1,2...(s—1). 

Was das Fundamentalpolygon dieser se" Untergruppe angeht, so 
berufe ich mich auf die im folgenden Paragraphen beigegebene und 
ausfiihrlich besprochene Zeichnung. Man wird dort nachtriiglich ohne 
Miihe im Stande sein, fiir irgend ein s Gestalt und Eigenart des Poly- 
gons der s‘*" ausgezeichneten Untergruppe zu erkennen. 


§ 6. 
Eine ausgezeichnete Untergruppe vom Index oo. 


Wir haben im vorigen Paragraphen eine unbegrenzte Reihe von 
ausgezeichneten Untergruppen kennen gelernt, die sich nach der ganzen 
Zahl s in eine Reihe ordneten. Sie alle waren Untergruppen der 
ausgezeichneten Congruenzgruppe zweiter Stufe vom Index 6, welche 
zugleich dem einfachsten Falle s = 1 entsprach. Andrerseits bilden 
alle diejenigen Substitutionen, welche in jeder einzelnen von den un- 
endlich vielen Untergruppen zugleich enthalten sind, ebenfalls eine 
ausgezeichnete Untergruppe, welche ich G@ nennen will. Der Index 
dieser Untergruppe ist nicht mehr endlich, wie man denn auch sagen 
kénnte, G entspriiche dem Falle s = ov. 

Es ist wichtig, dass wir fiir G eine fassbare arithmetische Defi- 


5? 
nition gewinnen kénnen. G besteht offenbar aus allen Substitutionen 


> ‘), fiir welche zugleich: 
? 


(1) (2,y)=9, (8,8)=—9 

ist, Dass diese Forderung gruppendefinirend ist, ist wieder a priori 
klar, Nach Fritheren kénnen wir die Substitutionen von G folgender- 
massen niiher charakterisiren: 

Fiir « ist es erlaubt, jede ungerade Zahl zu nehmen, y nimmt 
dann im Ganzen noch (a) Werthe an, die sich in Paare einander ent- 
gegengesetzter Zahlen einordnen. Ist a, y eine vorkommende Combi- 
nation, so finden sich auch die Werthepaare +-«-+ ny, y. Ist a 
und y bestimmt, so giebt es nur eine dazugehérige Combination £, 0, 
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welche eine Substitution der Untergruppe giebt; d. h. von dem ganzen 


Cyklus der unendlich vielen Doppeldreiecke, die am Punkte ~ zu- 
sammenhingen, gehért nur eins zur Untergruppe. Somit hangen im 
Polygone unserer Untergruppe bei J = oo stets unendlich viele Doppel- 
dreiecke zusammen, bei J =, wie gewohnt, drei, bei J = 1 zwei. 
Als Repriisentantensystem innerhalb der Congruenzgruppe zweiter Stufe 
empfiehlt es sich, folgendes zu nehmen: 
4uv+1, 2v 
(2) ( . +1, ), 
Mt, 

Dem entspricht folgende Form des Fundamentalpolygons: Man wihlt 
im ersten Parallelstreifen der @-Figur (d. h. in dem Flichenbande der 
Halbebene, das links durch die imaginiire Axe, rechts durch die Gerade 


pe, v=, 1,...00. 


begrenzt ist, die von @ = : mit der eben genannten Axe parallel 


lauft) die den folgenden Substitutionen zugehérigen Dreiecke: 
, —1 , 3) 
Oo xtc meer 
Die dieser Wahl entsprechende Figur bildet man in jedem mit 
dem ersten Parallelstreifen symmetrischen bez. congruenten, um das 
vollstindige Polygon zu erhalten. Dasselbe besteht aus unendlich 
vielen Dreiecken, hat aber nirgends irrationale Oeffnungspunkte. Auf 
der beigegebenen Tafel ist die Form des Polygons angedeutet. Ich 
bezeichne die freien Kreiskanten, wie in der Fig. angegeben, mit 
r,°, 7:°,.... In dem symmetrischen Streifen, der sich links an die 
imaginire Axe lagert, mégen die entsprechenden Kanten mit 1,°, 1,°..1,°... 
bezeichnet sein. Fiir die congruente Configuration, welche sich neben 
die jetzt bezeichnete nach rechts hin lagert, wachse der obere Index 
- um eine Einheit; nach links hin nehme er entsprechend ab. Je zwei 
freie Grenzkreise der Figur werden dann in einander iibergefiihrt durch 
Substitutionen unserer Gruppe G und zwar ist die so gemeinte Zu- 
ordnung der Kreise angegeben durch: 
7 — ee) 


#, v= 0,1,...,00. 


und hieraus endlich entspringt folgendes System von Erzeugenden : 

(4) o’ — OMEN + 2n—1-4Amti-+Ani)o—An(n41) Pf 2MiFE+1) | 
4n(n-+1)o—(4n*i-+4ni+2n-+1) 

Hierbei durchliuft i alle ganzen Zahlen, » nur die positiven. 

Es kommt mir vor allen Dingen noch darauf an, folgenden Satz 
darzuthun: ,Die Gruppe G ist Untergruppe einer gewissen, sogleich 
niiher zu beschreibenden Congruenzgruppe 48" Stufe; aber sie ist nicht 
Untergruppe irgend einer andern Congruenzgruppe*. 

Der Beweis dieser Behauptung lisst sich folgencermassen fiihren: 
Gesetzt G sei Untergruppe einer Congruenzgruppe der Stufe 
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ma 2* py .g’..., 


wo p und q ete. von einander verschiedene Primzahlen sind, so kénnen 
wir zuvérderst die fragliche Congruenzgruppe als ausgezeichnet an- 
nehmen, da G selbst ausgezeichnet ist. Da ferner p” relative Primzahl 
zu 2", q° etc. ist, so ist G sowohl in einer ausgezeichneten Congruenz- 
gruppe der Stufe 2", als in einer ebensolchen der Stufe p” u. s. w. 
enthalten. Ich trenne nun gerade und ungerade Primzahlen. 

Sei demnach p eine beliebige ungerade Primzahl und G Unter- 
gruppe einer ausgezeichneten Congruenzgruppe der Stufe p”. Es giebt 
im Ganzen: 


N= > P"*(p*— 1) 


(mod. p”) incongruente Substitutionen und die ihnen entsprechenden 
Dreiecke bilden das Fundamentalpolygon der kleinsten ausgezeichneten 
Congruenzgruppe p’'* Stufe. In demselben sind 


M= ; p?" (p? —1) 


Windungspunkte fiir Joo enthalten; d. h. in andern Worten: Es giebt 
M (mod. p’) incongruente Paare von gegen einander relativ primen 
Zahlen a, y. Die N incongruenten Substitutionen bilden, wofern man 
sie immer nur (mod. p”) betrachtet, eime Gruppe der Ordnung N. 
Jede ausgezeichnete Gruppe [ der Stufe p” ist, wenn man sie (mod. p”) 
reducirt denkt, in dieser endlichen Gruppe der Ordnung N ausge- 
zeichnet. Die Anzahl der Windungspunkte bei J = oo, welche im Poly- 


gon einer solchen Gruppe [ enthalten sind, sei M’. Der Quotient _ z 


ist eine ganze Zahl und bedeutet die Anzahl (mod. p”) incongruenter 
Paare relativer Primzahlen a, y, welche als zusammengehdrige erste 
und dritte Coefficienten in den Substitutionen der ausgezeichneten 
Congruenzgruppe [ der Stufe p” vorkommen. Es ist somit auch: 


M _. M’ 


& 


d. h. g ist ein Theiler von M und falls ¢ > ~> so ist: 
za M. 


Uebersteigt somit die Anzahl ¢ die Hilfte der Zahl M, der iiber- 
haupt (mod. p’) incongruenten Paare relativer Primzahlen, so kommt 
2 dieser Anzahl M gleich. 

Von diesem Princip mache ich in folgender Weise Gebrauch: 
Gesetzt, unsere oben mit G bezeichnete Gruppe sei Untergruppe einer 
Congruenzgruppe [ der Stufe p”, so miisste fiir die Gruppe [ nach 
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den Angaben des § 4 die Zahl z der vorkommenden incongruenten 
Combinationen a, y die Hiilfte aller tiberhaupt méglichen Combinationen 
M iiberschreiten, d. h. es wire ¢— M. Dieses aber heisst: In der 
Congruenzgruppe [ kommen, wenn wir sie (mod. p”) reduciren, alle 
incongruenten Zahlenpaare «, y vor und, wenn wir sie somit absolut 


betrachten, so finden sich an jedem rationalen Punkte ~ der reellen 


w-Axe Dreiecke, die der Gruppe [ angehéren. Es giebt nur drei 
ausgezeichnete Untergruppen dieser Art. Eine gehért der zweiten, 
eine der dritten und endlich die beiden gemeinsame Untergruppe der 
sechsten Stufe an. Diese letztere ist definirt durch die Bedingung: 
(5) eB + 3By+yd=—0 (mod. 6). 
Und nun ist in der That G in dieser Gruppe der 6'” Stufe enthalten, 
wie man am leichtesten aus dem System der Erzeugenden von G ent- 
nimmt, Eine andere Gruppe [ der geforderten Kigenschaft existirt 
nicht. Reducirt man also G beziiglich der ungeraden nicht durch 3 
theilbaren Zahl m, so entsteht die Gesammtheit der incongruenten 
Substitutionen; nur beziiglich 3" . m (m = 1 mod. 2) reducirt, entstehen 
nicht alle, sondern nur die Substitutionen, welche der Congruenz 
geniigen : 

«B-+yd=0 (mod. 3). 
Es restirt die Betrachtung der Potenzen der Zahl 2, Fiir die Sub- 
stitutionen von G@ besteht nach § 4 die Congruenz: 


(6) a.y+4—4(2)=0 (mod. 16). 
Aber G ist ausgezeichnet; somit ist auch: 
(7) d.6+4—4($)=0 (mod. 16), 


Also ist G Untergruppe der ausgezeichneten Congruenzgruppe 16'* 
Stufe, welche durch folgende Cougruenzen definirt ist: 


(0 y 


oy) er (3 11) od. 16 
(8) ( 3 ate 8 (mod, 16). 





(0 7) 


Beziiglich der Zahl 32 reducirt sich G, wie eine kurze Rechnung 


Mathematische Annalen. XXVIII. 8 





(9) 6.p6+4—4(5)=0 
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beweist, auf die nimliche Congruenzgruppe sechszehnter Stufe, so dass 
keine weitern Congruenzbedingungen hinzukommen. 

Ein Gleiches gilt auch fiir 64 und es gelingt wieder durch den 
Schluss der vollstiindigen Induction dieses Resultat zu verallgemeinern. 
Innerhalb des Systems (mod. 2") incongruenter Substitutionen*) giebt es 
25-—10 Substitutionen U, die die Congruenzen (8) erfiillen. Gesetzt G 
reducire sich (mod. 2"—') auf die Gesammtheit der 25-18 (mod. 2*-") 
incongruenter Substitutionen U, so findet sich Folgendes. Jede von 
diesen 2°*—'5 Substitutionen spaltet sich beim Fortgang zum Modul 2" 
in 8 verschiedene, welche an vier incongruenten rationalen Punkten 


<liegen. Wir schliessen, wie oben, dass an jedem dieser 4 Punkte 


Dreiecke der Gruppe G liegen. Demnach sind in G mindestens 2°*—"! 
von den 28*-! (mod. 2") incongruenten U enthalten. Fianden sich in 
G keine weitern Substitutionen, als diese 2°"—-", so miissten dieselben 
eine ausgezeichnete Untergruppe innerhalb der Gesammtheit der 25»—! 
U bilden. Die Gruppentheorie zeigt, dass keine Untergruppe der hier 
geforderten Kigenschaft existirt und dass sich also G in Bezug auf den 
Modul 2" auf die durch (8) angegebene Gruppe reducirt. 

Es ist somit G als Untergruppe in folgender Congruenegruppe: 
48" Stufe enthalten: 


a.y+4—4(2)=0 
(mod. 16) 


aB+3By+yd=0 _ (mod. 6) 
G ist nicht Untergruppe irgend einer andern Congruenzgruppe. 


§ 7. 


Functionentheoretische Bedeutung der gewonnenen ausgezeichneten 
Untergruppen. 


Der Modul des elliptischen Integrals erster Gattung, den man 
gewohulich mit k*® bezeichnet, ist fiir den Standpunkt der elliptischen 
Modulfunctionen der Hauptmodul zweiter Stufe. Ich bezeichne den- 
selben, um mich des Exponenten 2 zu entledigen, mit 4(@) und fixire 

*) Ich bemerke hierbei, dass ich zwei Substitutionen (° ), (*. 6) im Text 
auch in Bezug auf den Modul 2” nur dann als congruent ansehe, wenn entweder: 

e= a, B= Ff ete. 


Qn 
oder: e=—a, p=-—* ad (mod. 2”) 


ist. 
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ihn durch die von der gewdhnlichen Auffassung in etwas abweichen- 
den Bedingungen: 


(1) 4(0) = 0, A(1)=1, Alico) =o. 
Die se Wurzel aus 4 heisse O(a): 
(2) (0) =/4(@). 


Dieselbe ist, wie man weiss, eine eindeutige elliptische Modulfunction, 
welche durch die Festsetzung: 


(2a) O(1) = 1 
des Niheren fixirt sei. Unter diesen Umstiinden tiberzeugt man sich 
sofort von der Richtigkeit der Gleichungen: 


. in 
2ain sie 


(8) — @(@+2a)—e * -o(@), o(S)=—55- 





Ist eine beliebige Substitution der Congruenzgruppe 2! Stufe durch 


sett dargestellt , so findet man deren Wirkung auf (a) sofort auf 


Grund der Formeln (3). Es zeigt sich: 





- font 

ao 

© (ore ae — 
e 


Ist. daher: 


= (a, ») =, = (8, 6) =0 (mod, s), 


so ist: 
ao B 
® wer) = ® (@) . 
Die se Wurzel aus 4(@) bleibt bei den Substitutionen der s'™ obigen 
ausgezeichneten Untergruppe invariant. 
Aber die Gruppe ist ausgezeichnet. Es muss demnach auch: 


®(@+1)—/1—A 


bei derselben erhalten bleiben. Somit kénnen wir auch j/2 und j/1—A 
simultan betrachten und wissen, dass in der dadurch definirten Unter- 
gruppe unsere s'° Gruppe enthalten sein muss. Zwischen beiden Gréssen 
besteht dann die selbstverstiindliche Relation: 


(Vi) +(V1—ay=1 
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oder homogen geschrieben: 
(4) ay? Xo! + ay? = 


Diese Curve s‘** Ordnung lisst aber 6s? sofort angebbare Collinea- 
tionen in sich zu und ist somit ein eindeutiges Bild des Polygons 
unserer s‘*® ausgezeichneten Untergruppe. 


Die in § 5 gewonnenen Gruppen sind functionentheoretisch durch 
Simultanstellung von V2, W1—A defmirt. 

Ich ziehe nun eine bemerkenswerthe Folgerung aus den Sitzen 
des vorigen Paragraphen. Man weiss, dass /4 , j/4 und j/A Congruenz- 


moduln sind. In der That ist die Gruppe von (j/2 , j/1 — 4) angegeben 
durch die beiden Congruenzen: 


a.pyt4— 4(2)=0 
(5) x (mod. 16) . 
d.p+4- 4(4)=0 


Ich setze hinzu, dass auch die Gruppe von (j/1, )/1— A) zum Theil 
durch Congruenzen zu definiren ist. Sie ist niimlich eine Untergruppe 
der genannten Congruenzgruppe 6'* Stufe: 


~ (6) aB+3By +70 =—0 (mod. 6). 


Aber Congruenzen geniigen fiir (j/2, j/1— 4) nicht mehr allein; wie 
denn auch die Congruenz (6) nicht der 3° Wurzel aus 4 einzeln an- 
haftet, sondern nur eine Folge der Simultanstellung von j/A und j/1 — 2 


ist. Ist s durch 2 oder 3 theilbar, so ist die Gruppe von (j/4, //1 — A) 
an die Congruenzen (5) und (6) gebunden, aber nicht an weitere. Ist 


s relativ prim zu 6, so ist die Gruppe von (j/4, j/1 — A) abgesehen 
davon, dass sie Untergruppe der Congruenzgruppe zweiter Stufe ist, 
an gar keine Congruenzen gebunden. Denn die functionentheoretische 
Bedeutung der Congruenzen (5), (6) ist durch j/ 2 und j/7_ erschépft 
und etwa hieriiber hinaus noch bestehende Congruenzen fiir irgend 


eine /A wiirden fiir die Gruppe G des vorigen Paragraphen gelten 
miissen, die jede Wurzel aus 4 und 1 — 4 invariant liisst. Das Be- 
stehen weiterer Congruenzen fiir G hat sich aber als unmédglich 
herausgestellt. 

Man pflegte mit der somit erledigten Frage immer noch die 
andere zu verkniipfen: 


r ° $ Z 
»fiir welche Zahlen s ist ~A(L—A4) Congruenzmodul ?“ 
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Diese Frage erledige ich so: Es bleibe 
vm) = /4(i—2) 
bei einer Congruenzgruppe invariant, so gilt ein Gleiches fiir: 
x(0) =v (=). 


Aber es ist vermége der Relation: 


—f 1 
(Y= Tey 
der Quotient 
3 
9%) ae 
x (@) ie 


Derselbe ist Congruenzmodul, so dass + eingeschriinkt ist auf die 
Werthe 1, 2, 4, 8. In der That sind 
s = 3, 6, 12, 24 


zuliissige Werthe fiir s. Die Gruppe von *j/2(1—4) ist von der 48' 
Stufe und, wofern man noch j/1, j/1 —A hinzustellt, definirt durch: 


a.y+4—4(2)=0 
d.p+4—4(F)=0 


aB + 3By+yd=0 (mod. 6). 
Die andern 3 Gruppen fiir 

Vid—a, VAU—H, WAA—d) 
leitet man ohne Miihe hieraus ab. 

Anmerkung: Die ersten Untersuchungen iiber das Verhalten der 
Wurzeln aus k? bei Anniiherung des Periodenverhiiltnisses an einen 
reellen rationalen Werth sind von Riemann ausgefiihrt. Man sehe die 
»Kragmente tiber die Grenzfille der elliptischen Modulfunctionen.“ 
Fiir die im Texte eingehaltene Methodik vergleiche man die Ent- 
wicklungen, welche Herr Dedekind tiber die fundamentalere Function 
log »(@) in den ,,Erliuterungen zu den Riemann’schen Kragmenten “ 
ausgefiihrt hat. 

Dass von allen Wurzeln aus k? nur k?, k, Vk, Vk, desgl. von 
allen Wurzeln aus k?.k'? nur BP. k?, kK, Vk, VER, Ve, 
Vi.k, Ve-R, Yk.h Congruenzmoduln sind, theilte Herr Klein in 
der am Eingang bereits citirten Abhandlung ,,Zur Theorie der ellip- 
tischen Modulfunctionen“ ohne Beweis mit. Einen Beweis dieser 


(mod. 16), 
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Mittheilung hat in neuester Zeit auch Herr Pick entwickelt*). Zufolge 
einer brieflichen Mittheilung von Herrn Pick erfahre ich, dass unsere 
Beweise namentlich insofern einander gleichen, als in beiden die Gruppe 
derjenigen Substitutionen in die Discussion gezogen ist, welche siimmt- 
liche Wurzeln aus k? ungeindert lassen. 


Braunschweig, den 28. Juli 1886. 





*) Vergl. die hier nachfolgende Arbeit. 

Ich méchte hier vor allem hinzufiigen, dass die Untersuchungen der Herren 
Fricke und Pick, iiber die ich durch persénliche Bezugnahme fortlaufend unter- 
richtet war, durchaus gleichzeitige gewesen sind und dass die Darstellung des 
Herrn Fricke hier nur darum vorangestellt wurde, weil das ausgefiihrte Manuscript 
einen Tag friiher bei der Redaction einlief als das des Herrn Pick. 

Was meinen eigenen Beweis des in Rede stehenden Theorems angeht, so 
beruhte derselbe auf einem Vergleich der gruppentheoretischen Eigenschaften, 


& 
welche einerseits den zu // k* gehdrigen Substitutionen, andererseits irgendwelcher 
zu einem Zahlenmodul m gehérigen Untergruppe zukommen, Durch die Be- 
trachtungen der Herren Fricke und Pick ist die Beweisfiihrung wesentlich ein- 
facher und durchsichtiger geworden, 


F, Klein. 











Ueber gewisse ganzzahlige lineare Substitutionen, welche sich 
nicht durch algebraische Congruenzen erkléren lassen*). 


Von 


Gore Pick in Prag. 


Die von Herrn Hermite**) mit p(w), ~(w), x4(@) bezeichneten 
eindeutigen Functionen des Periodenquotienten @ eines elliptischen 
Integrals, also die Gréssen //4, //1—A, *j/4(1—A), wenn 4 das so- 
genannte Doppelverhiltniss des Integrals bedeutet, sind bekanntlich 
Congruenzmoduln ,***) das heisst: es lassen sich diejenigen linearen 
Substitutionen 


bei welchen eine derselben ungeiindert bleibt, durch Congruenzen 
charakterisiren, denen @, 8, y, 9 nach gewissen Zahleumoduln unter- 
worfen werden. Diese Zahlenmoduln, die ,,Stufen“ nach der von 
Herrn Klein eingefiihrten Bezeichnungsweise, sind in den in Rede 
stehenden Fallen bezw. 16, 16, 48. Alles dies ist unmittelbar an den 
von Herrn Hermite fiir jene Functionen gegebenen Verwandlungs- 
tabellen abzulesen. 

Es lag nun die Frage nahe, ob ausser den genannten Wurzeln 
aus A (resp. 1 — A) und A(1— A) noch andere existiren, welche 
Congruenzmoduln sind, da ja bekanntlich alle solechen Wurzeln in 
eindeutiger Weise von @ abhingen. Sieht man von den selbstver- 
stiindlichen Fillen ab, welche durch Potenzirung der oben angegebenen 
Moduln erhalten werden, so lautet die Antwort auf die Frage ver- 
neinend. Der hierin enthaltene Satz ist vor 7 Jahren von Herrn Klein 
aufgestellt aber ohne Beweis veréffentlicht wordeny). Ich selbst 


*) Man vergl. die vorstehende Arbeit des Herrn Fricke, insbesondere die 
von mir hinzugefiigte Schlussbemerkung. F. Klein. 
**) Sur la théorie des équations modulaires. Paris 1859, 
***) Vergl. Klein, diese Annalen Bd. XVII, p. 63, 65. 
+) Vergl. die schon citirte Stelle in Bd, 17 der Annalen. 
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heabsichtige hier einen Beweis zu geben, der ausser der wiinschens- 
werthen Kiirze noch den Vorzug zu besitzen scheint, dass er den 
Antheil genau feststellt, welchen algebraische Congruenzen bei der 
Charakterisirung der Gruppen jener Moduln j/A etc. haben kénnen. 
Die Methode meiner Untersuchung beruht in letzter Linie auf der 
Heranziehung einer Gruppe, welche in Bezug auf die Gesammtgruppe 
der linearen ganzzahligen Substitutionen von unendlich hohem Index 
ist, nimlich der Gruppe [,, von log 4, Ich schicke die Untersuchung 
dieser Gruppe voraus, um spiter die Beantwortung unserer urspriing- 
lichen Frage auf dieselbe zuriickzuftihren. 


5 
Unter den sechs méglichen Bestimmungen fiir 4 soll im folgenden 

stets diejenige festgehalten werden, welche durch die Festsetzungen 

A=0 fir o=0, 

A=oo fir @=—oo, 

4=1 fir a=1 
charakterisirt ist, Unter dieser Voraussetzung kaun als ,,undamental- 
polygon“ von log 4 der folgende Complex von unendlich vielen 
A-Dreiecken der @-Ebene angesehen werden: 





| 

ACs F Hy 17 o ED 
welchen man sich nach beiden Seiten (congruent dem in der Figur 
ausgefiihrten Theile) in’s Unendliche erstreckt vorzustellen hat. Die 
beigesetzten Pfeile versinnlichen die Zusammengehérigkeit der Rand- 
kanten, und ihr Richtungssinn bezeichnet jedesmal diejenige von zwei 
entgegengesetzten ,,erzeugenden‘‘ Substitutionen, welche sogleich 
explicite angegeben werden soll. Man findet als erzeugende Sub- 
stitutionen leicht: 

2h2 — 

(1) a = R,(@) = 5 A ee 
wo h jede ungerade Zahl bedeutet. Werden, wie iiblich, die Sub- 
stitutionen 
—1 


, ’ 
o=—-l+oa, o= = 


mit bezw. S und 7 bezeichnet, so kann (1) in die Form 
(2) R, = S-* TS? TS" 
gesetzt werden. 
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Von der solchergestalt definirten Gruppe [,, von log 4 suchen wir 
nun erstens das Verhalten in Beziehung auf einen beliebigen ungeraden 
Zahlenmodul m in Erfahrung zu bringen. Wir bemerken zu diesem 
Zwecke, dass selbstverstindlich allemal 

Sr+m = S* (mod. m), 
wobei r ganz beliebig ist. Es ist deshalb 


R,, = TS? T (mod. m), 
m+ 
R,? = TST (mod. m); 
und ferner 


m—1 m—1 
(R, . Ry) ® = (S-*) ? = (mod. m), 
mit Benutzung der bekannten Identitit 
TSTSTS=1. 
Sodann folgt 
m—1 m+1 m—1 


(R, Rn)? -R? -(R,Rn)* =S.TST.S=T (mod. m). 


Man sieht also, dass die Gruppe von log 4 immer zwei Substitu- 
tionen enthilt, welche bezw. congruent sind S und J nach dem be- 
liebig vorgelegten ungeraden Zahlenmodul m. Hieraus geht hervor, 
dass die Gruppe von log A Substitutionen von jedem miglichen Typus 
modulo m enthiilt. 

Etwas complicirter gestaltet sich die Beschaffenheit der Gruppe 
nach Moduln, welche Potenzen der Zahl 2 sind. Wir iiberzeugen uns 
zunaichst durch wirkliche Ausrechnung ohne Schwierigkeit, dass die 
Congruenz 


Ro *+2"" | Ro, R92” = §?”" (mod. 2") 
fiir jedes » >5 richtig ist. Es enthilt [, also jedenfalls eine Sub- 


stitution, welche modulo 2° zu S”~* congruent ist, sobald »>5. 
Nehmen wir die Substitutionen 





v—1 9’) » 
R,? = S47 8” T8 = G eee (mod. 2"), 


R2, Re = S78" TS TS? TH = at (mod. 2") 

hinzu, welche gleichfalls der Gruppe angehéren, so haben wir drei 
Substitutionen, von welchen jede modulo 2’-' der Identitaét congruent 
ist, und die, wie man sich leicht tiberzeugt, modulo 2” séimmiliche 
acht Typen von Substitutionen erzeugen, welche modulo 2 der 
Identitit congruent sind. Hieraus schliesst man sofort, dass die Gruppe 
[,, keine charakteristische Eigenschaft modulo 2” besitzt, wenn v>5 
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ist. Der hichste Modul, der somit fiir T,, tiberhaupt in Betracht kom- 
men kann, ist 16. 3 

Wir untersuchen nun die Gruppe successive nach den Moduln 
2,4, 8,16. Modulo 2 reducirt sich dieselbe, wie der blosse Anblick 
der erzeugenden Substitutionen lehrt, auf die Identitét. Modulo 4 
reduciren sich die Erzeugenden zunichst auf R, und R,, welche aber 
untereinander modulo 4 iibereinstimmen, wie denn leicht einzusehen 
ist, dass immer 

Ri = Ri (mod. 2”) 
gleichzeitig mit 
kh = kW’ (mod. 2”-*) 
besteht. Da ferner 
R,* = 1 (mod, 4) 
ist, so enthilt [, nur zwei von den vier Typen, in welche die der 
Identitit modulo 2 congruenten Substitutionen modulo 4 zerfallen. 

Kiner der fehlenden Typen ist offenbar der von S?; durch Hinzu- 
fiigung der erzeugenden Substitution S* wiirde die Zahl der Typen 
auf 4 vervollstiindigt werden. 

Modulo 8 reduciren sich die erzeugenden Substitutionen auf R, 
und R,. Wollen wir indess nur solche Substitutionen bilden, welche 
modulo 4 der Identitit congruent sind, so ist von diesen Erzeugenden 
jedesmal nur eine gerade Zahl zu nehmen, oder, anders ausgedriickt, 
. es sind R,* und R, R, als Erzeugende anzusehen (weil R,’= R,? (mod. 8)) . 
Im Ganzen erhalten wir so ausser der Identitit noch drei Typen von 
Substitutionen modulo 8: 

Ry, R,Ry, BPR. 
Denn man bemerke, dass iiberhaupt jede modulo 2” -! der Identitiit 
congruente Substitution héchstens die Periode Zwei modulo 2” besitzen 
kann. 

Von den acht modulo 8 verschiedenen Typen iiberhaupt, die 
modulo 4 mit der Identitit tibereinstimmen, existiren in [, nur 4; 
die volle Zahl wiirde hergestellt durch Hinzufiigung der erzeugenden 
Substitution S‘. 

In ahnlicher Weise kann die Untersuchung, die ja hier immer 
nar auf eine geringe Zahl von Mdglichkeiten auszudehnen ist, auch 
fiir den Modul 16 gefiihrt werden. Es ergiebt sich auch da, dass 
nur die Hilfte der modulo 8 der Identitit congruenten acht Typen 
auftritt, und dass S*® einer der fehlenden Typen ist. Von 32 ange- 
fangen jedoch tritt das andere friiher festgestellte Verhalten auf. 

Wir erhalten also im Ganzen das Resultat: Die Gruppe von log 4 
besitet charakteristische Eigenschaften nur in Bezug auf jene Zahlen- 
moduln, welche Theiler von 16 sind. 
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2. 


Gehen wir nun zur Untersuchung der Gruppe [, von ya tiber. 


Das Fundamentalpolygon von j/2 ist (im Beispiele n=5) das folgende : 














Erzeugende Substitutionen sind 
S2*; 
S~TS*TS* (h=1, 3,..., 2n—1). 


Offenbar kénnen wir sagen, dass [, aus [, durch Hinzunahme 
der erzeugenden Substitution S?" hervorgeht. 


Beachten wir, dass jedenfalls j/A eine Werthinderung erfahrt, 
wenn @ einer Substitution S* unterworfen wird, in welcher r < 2n 


ist. Soll nun 7/4 Congruenzmodul sein, und zwar von der Nt 
Stnfe, so muss die Gruppe, jedenfalls die Substitution S* enthalten; 
das heisst, es muss WN durch 2 theilbar sein. Dies mit dem Resultat 
des vorigen Paragraphen zusammengehalten, wornach N ein Theiler 
von 16 sein muss, giebt fiir » die Méglichkeiten 1, 2, 4,8. Wir tiber- 
zeugen uns nun leicht von der Richtigkeit des tibrigens, wie Eingangs 
bemerkt, aus den Hermite’schen Untersuchungen bekannten Resultats, 
dass 4, V2, V/A, VX Congruenzmoduln von bezw. der 2t», 4ten, Sten, 
16" Stufe sind. Von 4 ist dies auch in diesem Zusammenhange 
leicht durch Betrachtung der Erzeugenden einzusehen. Fiir die iibrigen 
beachte man, dass die Gruppe jedes folgenden in der des Vorher- 
gehenden als Untergruppe vom Index Zwei enthalten ist. Andrerseits 
enthalt die Gruppe jedes folgenden Moduls in Bezug auf die ihr eben 
zugesprochene Stufenzahl als Modul nur halb so viel Typen als die 
des vorhergehenden. Offenbar folgt hieraus, dass, wenn einer von den 
vier angegebenen Moduln Congruenzmodul von der behaupteten Stufe 
ist, dies auch fiir den niichstfolgenden gilt; wodurch dann die gesammte 
Frage hinsichtlich /i erledigt ist, 

Anhangsweise sei gezeigt, wie man nun die entsprechende Frage 
fiir j/4(1—A) auf das eben fiir j/2 Bewiesene zuriickftihren kann. Soll 


Va(i — 4) Congruenzmodul sein, so gilt jedenfalls dasselbe von 
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go , in welche Grosse ja //A(1—A) durch die Substitution 7’ 
iibergeht; also auch von den Quotienten beider, d. i. 
Va. 
Hieraus wird offenbar, dass nur 
*y~rad—a 


und Potenzen dieser Grésse Congruenzmoduln sein kénnen. Dass sie 
es wirklich sind, und welches die zugehérigen Stufenzahlen werden, 
kénnte auch leicht wieder ohne Bezugnahme auf die Hermite’schen 
Tafeln dargethan werden, was indess hier unterbleiben mag. 


Neuberg in Steiermark, im Juli 1886. 











Die Monodromiegruppe einer algebraischen Gleichung bei 
linearen. Transformationen der Variabeln. 


Von 


Avotr Kysser in Marburg. 


1. Ist durch die irreducibele Gleichung F(s, 2) =O die Grosse s 
als algebraische Function von ¢ definirt, so soll das Verhalten der 
Monodromiegruppe dieser Gleichung bei linearen Transformationen der 
Variabeln untersucht werden; mit andern Worten, wenn a, b, c, d 
Constante, S und Z Variabele sind, soll die Gruppe der Gleichung 
F(aS+6Z, cS+dZ)=0 mit der Unbekannten S bei Adjunction 
aller Constanten, d. h. aller von Z nicht irrational abhiingigen Gréssen 
bestimmt werden. Diese Gruppe ist im Allgemeinen die symmetrische, 
d. h. die Gruppe aller méglichen Substitutionen, wie man auf Grund 
der bekannten functionentheoretischen Bedeutung der Monodromie- 
gruppe*) durch Verzweigungsbetrachtungen nachweisen kann**); in 
den folgenden Zeilen soll dieses algebraische Resultat auf einem alge- 
braischen Wege abgeleitet werden. 

2. Setzt man 8S, = aS + bZ, sodass die algebraischen Functionen 
S und S, derselben Gattung angehdren, also dieselbe Gruppe besitzen, 
so ergiebt sich, unter C und D neue Constante verstanden, die Glei- 
chung F(S,, CS,;-+ DZ)=0, deren Gruppe sich offenbar nicht 
iindert, wenn man nicht Z, sondern das Product DZ als unabhingige 
Variabele betrachtet; das Ziel der Untersuchung, die Bestimmung der 
Monodromiegruppe von S, wird demnach erreicht sein, wenn man — 


bei anderer Bezeichnung — erstens die Monodromiegruppe der durch 
die Gleichung 
(1) F(a, uz + v)=0 


definirten algebraischen Function « der beiden unabhiingigen Variabeln 
u und v bestimmt, und zweitens die Modification dieser Gruppe unter- 





*) Vgl. Jordan, traité des substitutions, Art. 390, S, 277. 
**) Vgl. die Inauguraldissertation des Verfassers: Irreductibilitit und Mono- 
dromiegruppe algebraischer Gleichungen (Berlin 1885), § 5, S. 81. 
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sucht, die entsteht, wenn man u einer Constanten gleichsetzt. Dabei soll 
sich die Bestimmung der Gruppe und der Irreducibilitit einer Gleichung, 
wo nicht ausdriicklich etwas anderes festgesetzt wird, stets auf den 
Rationalititsbereich aller Constanten beziehen, statt dessen man tibrigens 
in jedem einzelnen Falle einen gewéhnlichen, durch Adjunction einer 
endlichen Anzahl constanter Irrationalitiiten definirten Gattungsbereich 
zu Grunde legen kann.*) ; 

3. Sind nun 2, 2%, ..., &, die Wurzeln der Gleichung (1), und 

Ly, Ly, . ++) Ln die Wurzeln der Gleichung 
(2) F(z’, wa’ +) =0, 
“so lehrt die Gestalt der Gleichung (2) sofort, dass der Coefficient der 
héchsten Potenz von 2, wenn w’ eine von Null verschiedene Constante 
bedeutet, von v unabhingig, dass also 2 eine ganze algebraische 
Function von v ist; dasselbe gilt dann offenbar von den Wurzeln 
E,’, &, ..., & der Galois’schen Resolvente der Gleichung (2), d. h. 
der irreducibeln Gleichung, welcher irgend eine Grésse & der mit un- 
bestimmten Coefficienten « gebildeten Gattung a, 7,'+ a, 2’ +++ nq’ 
geniigt. Diese Grésse §’ kann man sich in ihrer Gattung so gewiahlt 
denken, dass kein ausserwesentlicher Factor ihrer Discriminante mit 
einem wesentlichen identisch ist**). Dann kénnen die Ausdriicke 
aller unter der Gattung §’ enthaltenen ganzen algebraischen Functionen 
von v, also insbesondere die rationalen Ausdriicke der Gréssen 2,’ 
‘durch &° und der verschiedenen conjugirten Werthe &’ durch einander 
dargestellt werden als Quotienten, deren Zihler ganze rationale Func- 
tionen von v und der betreffenden Grosse &’, und deren Nenner nur 
aus ausserwesentlichen Factoren der Discriminante von —’ zusammen- 
gesetzt sind. 

4. Man wihle nun die Constante u’ so, dass die Gleichung 
y=wa2-+v', wenn man « und y als Cartesische Coordinaten ansieht, 
eine eigentliche Tangente der Curve F(x, y) =O darstellt, welche 
die Curve ausser in dem Beriihrungspunkte noch in n — 2 andern ge- 
trennten Punkten schneidet; dann ist die Differenz » — wv’ nur ein 
einfacher wesentlicher Factor der Discriminante der Gleichung (2); 
denn wire sie ein ausserwesentlicher Factor, so hitte die Curve auf 
der Geraden y=wax-+v einen singuliren Punkt, entgegen der 
betreffs dieser Geraden gemachten Voraussetzung. Ebenso muss v — v’ 
ein wesentlicher Factor der Discriminante von §° sein; denn andern- 
falls giibe es eine Grosse y' der Gattung §’, die fiir » = ov’ lauter ver- 


*) Vgl. die citirte Dissertation, §§ 2 und 3. 

**) Die im Folgenden benutzten Bezeichnungen und Siitze iiber die Discri- 
minante sind einer Abhandlung von Kronecker entnommen: Ueber die Discri- 
minante etc. Journal f. Math. Bd. 91, S. 302. 
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schiedene conjugirte Werthe yp besitzt. Dann wiirden auch in jeder 
durch eine gewisse Substitutionengruppe charakterisirten Gattung von 
rationalen Functionen der Gréssen 9, Functionen existiren, deren 
simmtliche conjugirten Werthe fiir v =v’ verschieden sind; da man 
aber auch 2,’ als rationale Function der Gréssen yg betrachten kann, 
so giibe es auch in der Gattung 2,’ Gréssen, deren conjugirte Werthe 
fiir v =v’ simmtlich von einander verschieden sind; das ist aber un- 
mdglich, weil » —w ein wesentlicher Factor der Discriminante der 
Gréssen 2, ist. 

5. Geht nun 2, in x,”, & in &” iiber fiir vo =v’, und hat man, 
wenn &,’ eine beliebige der Wurzeln & bedeutet, die rationalen Aus- 
driicke 

Eo = 9 (&,', v) e@=1,2,...,7, 
so wird nach Art. 3 keiner der Ausdriicke , fiir » =v’ illusorisch, 
da v —v’ nur ein wesentlicher Factor der Discriminante von &,' ist; 
es besteht also mindestens eine Gleichung von folgender Gestalt: 
Ba” = 96 (E1", 0) — By” — Op (a, 0). 
Sind ferner die Gréssen a,’ vermége der Gleichungen 
Ly = Wy (&.') 
rational durch &,’ ausgedriickt, so kann man 
xi, = ty Es’) 
setzen, und die Substitution (;) ist nach der Galoisschen Theorie in 
der Gruppe der Gleichung (2) enthalten*); ist also z. B. 2,” = x,”, 
so ergeben die Gleichungen 


mat’ — volts") — vo(Op(E,", 0) 
= Uy (Ea) = (Fa (Ei, v’)) 


das Resultat, dass i,= 3, i, = 4, ..., i, =m sein muss; denn alle 
Groéssen 2", %,", ..., %," sind von einander und von 2,” verschieden. 
Irgend eine Umstellung der Gréssen 2,’ muss aber durch die Ersetzung 
von €, durch &,’ in den Ausdriicken y, bewirkt werden; somit kann nur 
i,—=1, i, —2 sein. Die Gruppe der Gleichung (2) enthiilt also 
mindestens eine Vertauschung zweier Elemente; da nun die Gruppe 
der Gleichung (1) durch die Specialisirung « = uw hiéchstens Sub- 
stitutionen verlieren kann, so muss auch sie mindestens eine Ver- 
tauschung zweier Elemente enthalten. 

Beiliufig bemerkt kann man die ganze Schlussreihe von Art. 3 
an als die algebraische Uebersetzung der einfachen functionentheore- 
tischen Bemerkung ansehen, dass das Vorhandensein eines einfachen 


*) Vgl. die urspriingliche Darstellung von Galois, Journal de math, (sér, 1) t. 11, 
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Windungspunktes auf der Riemann’schen Fliche der algebraischen 
Function z’ die Anwesenheit einer Vertauschung von zwei Elementen 
in der Monodromiegruppe bedingt. 

6. Jetzt soll die zweite Kigenschaft der Gruppe von 2 nachgewiesen 
werden, dass sie mindestens zweifach transitiv ist; bei Adjunction von 
z, ist nimlich die Gleichung mit den Wurzeln 2,, 2, ..., %_ irre- 
ducibel. Zum Beweis dieser Behauptung leitet die Erwigung, dass 
die Gleichung , welche die » — 1 beweglichen Schnittpunkte einer um 
einen festen Punkt der Curve F(z, y)=—0 rotirenden Geraden be- 
stimmt, irreducibel sein muss, in Verbindung mit der schon friiher 
benutzten Bemerkung, dass die Gruppe der Function # durch Speciali- 
sirung von « und v sich héchstens reduciren kann. Man setze speziell 

v= Y—uwX, 
sodass die Gerade y= ux-v durch den festen Punkt (X, Y) hin- 
durchgeht, und untersuche, in welcher Weise das Polynom 
F(a, ux+v)=— F(x, u(x — X)+ VY) = 9, (2, u) o, .(2, w) 
in ganze Functionen von « und u zerfallen kann; dabei sei der Factor 
®, irreducibel und von w wirklich abhingig. Setzt man nun 
u(a — X)+ Y=w, 
so folgt 


F(z, w) = 9, (x, o— +) ‘ ©, (2, =! 


_ Y(e,w) | Yale, w) 
— @—Xf @—xy’ 
wo die ganzen Functionen Y durch x — X nicht mehr theilbar sind 
und ¥, die Grésse w wirklich enthialt; dann ergiebt die Irreducibilitit 
des Polynoms F(z, w), dass Y, und F’ — abgesehen natiirlich von 
constanten Factoren — gleich sein miissen, dass ferner # =O und 
¥, = (a — X)* ist; also 
F(a, w) = (« — XY, («, “=¥), 
F(a, uj — X)+ Y) = (a — X} 9, (2, w). 
Setzt man in (3) speciell a = X, so folgt fiir 4>1 
F(X, Y)=0; 
iiberhaupt miissen, wenn man in (3) die linke Seite nach Potenzen 
von « ordnet, alle Coefficienten derselben durch («2 — X)* theilbar 
sein. Differenzirt man also in (3) nach z, und setzt 


F(a, oF(a, 
oFe% — F(x,y), 2% — Fe, 9), 


(3) 


so ergiebt sich fiir 4 > 1, wenn man 2 = X setzt, das Resultat 
F(X, Y) + uF,(X, Y) =0. 
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Verschwinden also nicht beide Gréssen F(X, Y) und F(X, Y), 
so ist A<1. Ist aber dabei F(X, Y) =O, so kann 4 nicht gleich 
Null sein; denn dann giibe die Gleichung (3), wenn man « = X setzt, 

©, (X, u) =0 
fiir jedes u; es kénnte also nicht, wie vorausgesetzt wurde, ,(x, u) 
irreducibel sein. Ist also (X, Y) ein nicht singularer Punkt der Curve 
F(x, y) =0, so ist A=1 und 
F(x, u(x — X) + Y) = (« — X) 9, (a, u) 
und die Gleichung ®, —0, welche die von X verschiedenen Wurzeln 
der Gleichung 
F(z, w(x — X)+ Y)=0 
liefert , ist irreducibel. 

7. Bei der in Art. 6 gemachten Specialisirung von v ist also die 
eine Wurzel der Gleichung (1) als die Constante X bekannt; die 
iibrigen sind die Wurzeln einer irreducibeln Gleichung. Die Gruppe 
der Gleichung (1) enthalt also sicher eine » — 1 Elemente transitiv 
verbindende Untergruppe, welche das n'* Element an der Stelle lasst; 
da diese Gruppe ferner transitiv ist, so giebt es stets eine Untergruppe, 
welche ein beliebiges Element an der Stelle lisst und die tibrigen 
nm —1 Elemente transitiv verbindet, die Gruppe der Function z ist 
also mindestens zweifach transitiv. Nun ist gezeigt, dass dieselbe eine 
Vertauschung zweier Elemente enthilt, die durch (#,x,) bezeichnet 
werden mag; unter den die Wurzel x, an der Stelle lassenden Sub- 
stitutionen seien S,, S,,..., Sa, solche, welche x, beziehentlich 
durch 2, 2%, ..., %, ersetzen; dann enthilt die Gruppe auch die 
Substitutionen 

Sq" (ay 2%_)+Sa = (44%), amd, 4,..., 0, 
besteht also*) aus allen méglichen »! Substitutionen. Damit ist die 
erste der beiden in Art, 2 gestellten Aufgaben erledigt: 

Die Gruppe der Gleichung (1) mit der Unbekannten x ist die 
symmetrische. 

8. Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie sich diese Gruppe, 
also die Monodromiegruppe der Grésse 2 als algebraischer Function 
der beiden Variabeln « und v findert, wenn man der Grosse w einen 
constanten Werth beilegt, oder mit andern Worten, welches die Mono- 
dromiegruppe der Grésse 2’ als algebraischer Function von v allein 
ist. Soll diese Gruppe [ von der symmetrischen verschieden sein, so 
muss eine entsprechende Gattung nicht symmetrischer rationaler Func- 
tionen der Wurzeln 2,’ rational, d. h. bei Adjunction aller Constanten 
rational in v sein, Man bilde nun zuniichst eine bei den Substitu- 


*) Vgl. Netto, Substitutionentheorie § 34, S. 33. 
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tionen von und nur bei diesen ihren Werth nicht andernde rationale 
Function 9 der Gréssen z,, welche eine ganze algebraische Function 
von « und v ist, mithin wenn rational in v, eine ganze rationale 
Function von v sein muss. Die irreducibele Gleichung, der die Grosse 
y vor der Adjunction algebraischer Functionen von u und v geniigt, sei 
(4) G(y, u,v) = 0; 
soll dann y eine ganze rationale Function von v sein, so ergiebt das 
Polynom G sofort eine obere Grenze y, welche der Grad dieser ganzen 
Function nicht erreichen kann; dann ist nothwendig 
(5) #4 0 

dv" , 
und umgekehrt, wenn diese Gleichung besteht, ist 7 sicher eine ganze 
rationale Function von v. Schreibt man nun die Gleichung (5) mit 
Hiilfe der Gleichung (4) rational in 7, u und v, und eliminirt 9, so 
ist das Resultat eine Gleichung zwischen u und v, deren Bestehen bei 
unbestimmten Werthen von v eine hinreichende und nothwendige Be- 
dingung dafiir ist, dass 7 als ganze rationale Function von v ge- 
schrieben werden kann; ordnet man also in dem Eliminationsresultat 
nach Potenzen von v, und setzt die Coefficienten derselben einzeln 
gleich Null, so erhilt man ein System von Gleichungen, denen wu ge- 
niigen muss, wenn 7 in v rational sein soll. 

Hier kénnen nun zwei Fille eintreten. Entweder ist das erhaltene 
' Gleichungssystem nicht fiir jedes wu erfiillt; dann kann die Gleichung 
(2) nur fiir eine endliche Anzahl] bestimmter Werthe von u’ die Gruppe 
[ besitzen; oder die erhaltenen Gleichungen sind identisch erfiillt; 
dann gabe es unsymmetrische rationale Functionen der Gréssen 2,, 
welche rational von v, aber irrational von uw abhingen, welche also 
durch Adjunction algebraischer Functionen von wu allein rational ge- 
macht werden kénnen. 

9. Um iiber die Méglichkeit des letzteren Falles zu entscheiden 
nehme man an, die Grésse 7 werde bei Adjunction einer algebraischen 
Function ¢ von w allein rational; es sei dabei 
(6) K(t, u) = 0 
die irreducibele Gleichung, welche ¢ definirt. Dann kann man an- 
nehmen die Grade der Gleichung (6) in ¢ und der Gleichung (4) in 9 
seien dieselben; denn andernfalls wire die letztere Gradzahl ein Theiler 
der ersteren, und » schon bei Adjunction einer unter der Gattung ¢ 
enthaltenen Gattung geringerer Ordnung rational. Nun sei v, ein be- 
liebiger Werth, der fiir » gesetzt die Discriminante D(w,v) der Glei- 
chung (4) nicht gleich Null macht; dann ist auch die durch die 
Gleichung 
(7) G (mo, U,V) = 0 
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definirte Grésse y, in der Gattung ¢ enthalten und gleichvielwerthig 
mit ¢; also ist auch umgekehrt ¢ durch y, rational ausdriickbar, und 
demnach 7 bei Adjunction von m rational. Dabei kann die ganze 
algebraische Function  dargestellt werden als Quotient, dessen Zahler 
eine ganze rationale Function von 4), %, v, und dessen Nenner aus 
den ausserwesentlichen Factoren von D(w,v,) zusammengesetzt, also 
von v unabhingig ist; es sei etwa 


(8) 1 = 2%(No» %, 2). 

Diese Gleichung fiihrt aber zu einem Widerspruch. Denn ist zu- 
nachst D(u,v) von v wirklich abhingig, so kann einem beliebigen 
Werthe von u, fiir welchen D(u,v,.) nicht verschwindet, stets ein 
Werth v zugeordnet werden, fiir welchen D(u, v) = 0 ist; dann sind 
die conjugirten Werthe der rechten Seite von (8) alle verschieden, 
diejenigen der linken aber nicht. 

Eine etwas lingere Schlussreihe ist néthig, wenn D(u,v) von v 
unabhingig, also — D(u,v)) ist. Betrachtet man dann v als Con- 
stante und y als algebraische Function von « allein, und adjungirt 
dem entsprechend alle algebraischen Functionen von v allein, so ist 
infolge der Gleichung (8) jeder wesentliche Factor u— u) von D(u, v) 
betrachtet als Discriminante von 4, zugleich ein wesentlicher Factor 
von D(u, v,) betrachtet als Discriminante von 4; dabei ist u, offenbar 
von v unabhingig. — Sind nun bei Adjunction aller algebraischen 
Functionen von v etwa (£, u) =O und ¥(g, «) = 0 die Galois’schen 
Resolventen von (1) und (4), so ist, da 7 eine rationale Function der 
Gréssen x, ist, die Gattung § mit der Gattung & identisch oder unter 
ihr enthalten, sodass jedenfalls die Gattung € als eine durch eine ge- 
wisse Substitutionengruppe charakterisirte rationale Function der con- 
jugirten Werthe von & betrachtet werden kann; daraus aber folgt durch 
die Schlussreihe des Art. 4, dass jeder wesentliche Linienfactor «— U 
der Discriminante von € auch als wesentlicher Factor in der Discri- 
minante von § vorkommen muss*); ebenso ergeben die Entwicklungen 
des Art. 4 sofort, dass «— , ein wesentlicher Factor der Discrimi- 
nante von € sein muss, weil Y =O die Galois’sche Resolvente von 
(4) ist. Nun ist die lineare Verbindung a,x, + a2 +--+ + Gnd, 
eine Grésse der Gattung §; also kommen fir u—«u,, da u — u, ein 
wesentlicher Factor der Discriminante von & ist, mindestens zwei 
gleiche unter den Werthen a, 2, + «2%, +++ +--+ @,%, vor; demnach 
miissen fiir w= %, mindestens zwei Werthe x, gleich werden, also 
“u — wu, ein Factor der Discriminante von (1) sein. Nun kann diese 
Discriminante aber keinen solchen von v unabhingigen Factor be- 


*) Vgl. die umfassenderen Siitze bei Kronecker, Grundziige einer arith- 
metischen Theorie etc. § 9; Journal f, Math, Bd. 92, S. 26. 
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sitzen; denn sonst wiirde keine Gerade des Parallelstrahlenbiischels 
y= u,2 + die Curve F(z, y) = 0 in getrennten Punkten schneiden, 
was offenbar unmdglich ist. 

10. Damit ist gezeigt, dass 7 nicht durch Adjunction algebraischer 
Functionen von wu allein rational gemacht werden kann, dass also das 
aus (4) und (5) folgende System von Bedingungsgleichungen fir « 
nicht identisch erfiillt sein kann. Diesen Gleichungen kann also 
héchstens durch eine endliche Anzahl constanter Werthe von u ge- 
niigt werden; nur der erste der beiden Fille des Art. 8 ist méglich, 
d. h. die Gruppe der Gleichung (1) kann nicht durch Adjunction 
algebraischer Functionen von u allein, sondern, solange man algebraische 
Functionen von u« und v ausschliesst, héchstens durch eine endliche 
Anzahl bestimmter Specialisirungen von u« reducirt werden. Zieht man 
also die Entwicklungen des Art. 2 in Betracht, so ergiebt sich das 
folgende definitive Resultat: 

Geniigt eine algebraische Function s der wnabhingigen Variabeln z 
mit beliebiger Monodromiegruppe der irreducibeln Gleichung F'(s, 2) = 0, 
so definirt die Gleichung F(as' + bz’, cs’ + de’) =O stets eine alge- 
braische Function s' der unabhiingigen Variabeln 2’, deren Monodromie- 
gruppe die symmetrische, d. h. die Gruppe, aller miglichen Substitutionen 
ist; dabei sind unter a, b, c, d willkiirliche Constante zu verstehen mit 
der einzigen Beschrinkung, dass der Quotient c: d eine endliche Anzahl 
bestimmter Werthe, darunter den Werth Null, vermeiden muss. 

Betreffs der geometrischen und algebraischen Consequenzen dieses 
Resultats mag auf die §§ 5 und 6 der citirten Dissertation verwiesen 
werden. 


Marburg, Juli 1886. 
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Die Flachen 3. 0. als Ordnungsflachen von Polarsystemen. 
Von 
H. Txreme in Posen. 


In der Arbeit ,, Die Definition der geometrischen Gebilde durch 
Construction ihrer Polarsysteme‘‘*) habe ich auf rein-geometrischem 
Wege das System der ersten Polaren einer Filache (m-+-1). O. und 
beliebiger Mannichfaltigkeiten von Flichen (n-+-1). O. construirt unter 
der alleinigen Voraussetzung, dass die entsprechenden Constructionen 
fiir Flichen n. O. schon geleistet sind. Die dort angegebenen Methoden 
verdienen wohl durch ihre Allgemeingiiltigkeit einige Beachtung; ihre 
Anwendbarkeit ist unabhiingig von der Ordnung und von der Zahl der 
Dimensionen der betrachteten Gebilde; sie gelten in gleicher Weise 
auch fiir ebene Curven und fiir bindre Formen. Die angegebenen 
Constructionen stellen gleichzeitig die einzige bis jetzt bekannte, 
wirklich rein-geometrische Definition der geometrischen Gebilde be- 
liebiger Dimension und Ordnung dar. 

Die damals von mir gewihlte Form der Darstellung macht dem 
Leser das Verstiindniss der Arbeit nicht leicht. Deshalb folge ich 
gern einer an mich ergangenen Aufforderung, die Entwicklungen in 
etwas anderer Form zuniichst fiir einen Specialfall zur Darstellung zu 
bringen. 

Unter Zugrundelegung der Construction der Polarsysteme ist 
bisher nur die Theorie der Fliichen 2. O. entwickelt worden. Im An- 
schluss hieran sollen nun im Folgenden die Flichen 3. O. einer analogen 
Behandlung unterzogen werden. 

Es handelt sich hierbei zunichst darum, den Punkten des Raumes 
die Elemente eines Gebiisches von Flichen 2. QO. projectiv so zuzuord- 
nen, dass die Polare eines Punktes fiir die einem zweiten Punkte zu- 
geordnete Fliche mit der Polare des zweiten Punktes fiir die dem 
ersten zugeordnete Fiche identisch ist, dass — ktirzer ausgedriickt — 
der Bedingung der gemischten Polare geniigt ist. Diese Aufgabe wird 


*) 1878. Zeitschrift fiir Mathem. und Phys, XXIV. 
Mathematische Annalen. XXVIII. 10 
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in § 1 gelést. Damit ist das Polarsystem einer Fliche 3. O. construirt 
und somit zugleich eine von den Punkten der Flaiche unabhingige 
Definition der Flichen 3. O. gegeben. 

Soll diese Definition wieder die Grundlage fiir eine analoge Defi- 
nition der Flichen 4. O. bilden, so miissen wir nicht nur im Stande 
sein, einzelne Flaichen 3. O. zu construiren, sondern beliebige Mannich- 
faltigkeiten derselben. Demgemiiss werden wir in § 2 aus zwei Flachen 
3.0. das durch sie bestimmte Biischel, in §3 aus 3 Flichen das 
Biindel, in § 4 aus 4 Flachen das Gebiisch und allgemein aus r + 1 
Flaichen 3. 0. die r-fache lineare Mannichfaltigkeit construiren. § 5 
enthilt den Nachweis, dass die Gesammtheit der Fliichen 3. O. eine 
lineare 19-fache Mannichfaltigkeit bildet, § 6 die Construction der Fliche 
3. O. aus 19 Punkten. 

Vorausgesetzt wird fiir die vorliegende Frage die Lésung der ent- 
sprechenden Aufgaben aus der Theorie der Flichen 2. O. und zwar 
die Construction einer einzelnen Fliche 2, O., eines Biischels, eines 
Biindels, einer beliebigen Mannichfaltigkeit von Flichen 2. O. aus 
zwei, drei... gegebenen Fliichen, die Construction derjenigen Fiche 
eines Biischels, welche durch einen gegebenen Punkt geht, die pro- 
jective Zuordnung der Punkte einer Geraden, einer Ebene, des Raumes 
auf die Elemente des Biischels, des Biindels, des Gebiisches. 

Bezeichnungen. Im Folgenden bezeichnen kleine Buchstaben 
‘a,b,c... Punkte, grosse A, B,C...X Filaichen; R,? bedeutet 
eine Fliiche 2.0., welche dem Punkte p zugeordnet ist, Rpq die 
Polare von q fiir R,*; (ab) bedeutet die auf der Verbindungslinie 
von @ und 6 liegende Punktreihe, (a, b,c) das auf der Verbindungs- 
ebene von a, b und ¢ liegende Punktfeld, (R,*, S,*) das durch R,? 
und §,* bestimmte Biischel, (R,*, S,*, 7?) das durch R,*, S,? und 7;,? 
bestimmte Biindel ete. 


§ 1. 
Construction des Polarsystems 3. 0. 


Unsere erste Aufgabe ist: Den Punkten des Raumes ein Gebiisch 
von Flichen 2. O. polar zuzuordnen d. h. projectiv und so, dass der 
Bedingung der gemischten Polare geniigt ist. 

I. Einem Punkte a ordnen wir eine beliebige Fliche 2. O. — sie 
heisse A,? — zu; einem Punkte b darf man nun nicht mehr eine be- 
liebige Fliche zuordnen, sondern eine der Flachen 2. O., fiir welche 
a und die Polare von 6 fiir A,’, also nach unserer Bezeichnung A,,, 
Pol und Polare sind. Wird eine dieser Flichen — sie sei A,? — dem 
Punkte b zugeordnet, so ist A,x = Aya, d. h. A,” und A,’ geniigen 
fir b und a der Bedingung der gemischten Polare. 
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Welche Flichen sind nun den Punkten von (a,b), der Verbin- 
dungslinie von a und b, zuzuordnen? 

Da die Beziehung eine projective sein soll, so miissen die zuzu- 
ordnenden Flichen dem Biischel (A,*, A,”) angehéren. Da ferner der 
Bedingung der gemischten Polare geniigt sein soll, so ist einem be- 
liebigen Punkte x immer die Fliche von (A,?, A,?) zuzuordnen, fiir 
welche a und A,, (die Polare von x fiir A,”) Pol und Polare sind. 

Es fragt sich nun allerdings, ob es stets eine soleche und nur 
eine solche Fliche in (A,”, A,”) giebt, ob diese Art der Zuordnung 
wirklich eine projective ist, und ob damit auch fiir zwei beliebige dieser 
Flichen der Bedingung der gemischten Polare geniigt ist. 

Es zeigt sich, dass diese 3 Fragen zu bejahen sind. 

Das Biischel von Polaren der Punkte auf (a, b) fiir A,? hat die- 
selbe Achse wie das Biischel der Polaren von a fiir (A,”, A,”), weil 
beide Biischel zwei Elemente gemeinsam haben, niimlich A,, (die 
Polare von a fiir A,?) und A,, = Asa. Die Polare eines Punktes x 
fiir A,? ist deshalb zugleich die Polare von a fiir eine Fliche aus 
(A,*, A;?); ordnen wir diese Fliche — sie heisse A,? — dem Punkte 
x zu, so erhalten wir zu jedem Punkte auf (a, b) eine Fliche, welche 
mit A,’ der Bedingung der gemischten Polare geniigt. 

Die Zuordnung ist zweitens eine projective. Denn die Punktreihe 
(a, 6) ist za dem Biischel ihrer Polaren fiir A,? projectiv, dies Polaren- 
biischel ist nach Obigem mit dem Polarenbiischel von a fiir (A,?, A,?) 
identisch, und (A,”, A,”) ist zu jedem seiner Polarenbiischel projectiv. 

Schliesslich geniigen auch ewei beliebige Flichen A,* wnd A,? aus 
(A,?, Ay?) der Bedingung der gemischten Polare. 

Setzen wir zuniichst voraus, dass die Polarenbiischel von x und y 
fiir (A,?, A,?) nicht dieselbe Achse haben, so gilt Folgendes: A,,, die 
Polare von y fiir A,’, gehért zuniichst zu (Agy, Ay), dem Polaren- 
biischel von y fiir (A,*, A,?). Da nun zu (Agy, Ay) auch Ay, und 
Agy = Aya gehéren, so erhalt man (A,,, A»y) auch, wenn man zu 
den Punkten von (a,6) die Polaren fiir A,? sucht, also gehért auch 
A,,., die Polare von @ fiir A,*, zu (Agy, Ayy). Ebenso lisst sich 
zeigen, dass A,, und A,, auch zu (Agz, Ayz) gehdren. Die Biischel 
(Agz, Ave) und (Agy, Ayy) kénnen nicht zwei verschiedene Ebenen 
gemeinsam haben, also miissen die beiden zu ihnen gehérenden Ebenen 
A,, und A,, identisch sein. 

Haben die Biischel (Age, Asz) und (Agy, Ay) dieselbe Achse, 
so ist (a,b) eine Kante und diese Achse die Gegenkante des zu 
(A,?, A,”) gehérigen gemeinsamen Polartetraeders. Zuniichst lisst sich 
zeigen, was tibrigens auch im allgemeinen Falle gilt, dass (a, b) mit 
dem Biischel der Polaren eines beliebigen Punktes u auf (a,b) involu- 
torisch liegt. 
10° 
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Das Biischel (Aja, Aya) der Polarebenen von a fiir (A,’, A,?) 
liegt mit (a, b) involutorisch, denn diese sind ja gleichzeitig die Polaren 
der Punkte von (a, b) fiir A,*. Trifft nun A,, = A,, die Punktreihe 
(a,b) in u, so sind w und a conjugirt fir A,*, w und z fiir A,?. Es 
gebt also die Polare von wu fiir A,*, also A,,,, durch a@ und die Polare 
von w fiir A,?, also A,, durch z, d. h. es fallt ein Paar von (Ag,, Ayu) 
verkehrt in das entsprechende Paar von (a, 6). Alo liegen (Ag,, Aou) 
und (a, 6) involutorisch. 

Daraus ergiebt sich nun aber weiter Folgendes. Geht A,,, die Polare 
von « fiir A,*, durch y, so muss umgekehrt A,,, die Polare von u 
fiir A,?, durch 2 gehen. Daraus folgt aber, dass A,,, die Polare von 
y fiir A,?, und A,,, die Polare von z fiir A,’?, beide durch in (a, b) 
gehen. Da beide nun schon eine Gerade, die Gegenkante von (a, b), 
gemeinsam haben, so miissen sie identisch sein. Es ist also allgemein 

Agy = Aya. 

II. Nachdem wir so in der verlangten Weise den Punkten von 
(a, b) die Elemente des Biischels (A,?, A,”) zugeordnet haben, gehen 
wir dazu iiber, zu einem beliebigen Pumkte c ausserhalb (a, b) eine 
Flaiche A, von der verlangten Eigenschaft zu suchen; A,” soll mit 
jedem Elemente von (A,”, A,”) der Bedingung der gemischten Polare 
geniigen. 

In I ist bewiesen worden, dass die Polaren eines Punktes u in 
(a, 6) fiir (A,?, A,”) ein Biischel bilden, welches zu der Punktreihe 
(a, 6) involutorisch liegt. Diese Higenschaft gilt auch fiir jeden be- 
liebigen Punkt c des Raumes. 

Geht nimlich A,,, die Polare von z in (a, b) fiir A,? aus (A,’, A,?), 
durch ¢, so geht A,,, die Polare von ¢ fiir A,?, durch z, und, da 
A,z = Azy ist, also die Polare von y fiir A,*? auch durch ¢ geht, so 
geht A,,, die Polare von ¢ fiir A,?, durch y. Das Biischel (A,., Ave) 
hat demnach die Eigenschaft, dass, wenn A,, durch ~ geht, dann A,, 
durch y geht, d. h. es liegt mit (a, b) involutorisch. Also: 

1. Die Polaren eines Punktes fiir ein Biischel von Flichen 2. O., 
welches einer Punktreihe polar sugeordnet ist, bilden ein LBiischel, 
welches mit der Punktreihe involutorisch liegt. 

Auf Grund dieser Eigenschaft ist es méglich, die Punkte von 
(a, b) und die Polaren von ¢ fiir die zugehérigen Flachen aus (A,?, A,*) 
als Pole und Polaren von Flichen 2. O. aufzufassen. Ordnen wir eine 
dieser Flaichen, sie heisse A,*, dem Punkte ¢ zu, so geniigt diese von 
selbst, allein auf Grund der Construction, mit allen Flichen von 
(A,?, A,”) der Bedingung der gemischten Polare. 

Da iibrigens die involutorische Zuordnung von (a,b) und (A,-, Adc) 
durch zwei Paar entsprechender Elemente bestimmt ist, so folgt noch 
der wichtige Satz: 
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2. Wenn drei Flichen A,*, A,?, A,? drei Punkten a, b, ¢ so 
sugeordnet sind, dass je zwei der Bedingung der gemischten Polare 
geniigen , so gentigt jede derselben mit dem ganzen durch die beiden 
anderen bestimmten Biischel der Bedingung der gemischten Polare. 

Verbinden wir nun einen beliebigen Punkt 2 auf (a, b) mit c 
durch eine Gerade und ordnen wir, wenn A,’ die x zugehérige Fiche 
aus (A,?, A,”) bedeutet, jedem Punkte aus (7, ¢) immer diejenige 
Fliche aus dem Biischel (A,*, A,*) zu, welche mit A,? der Bedingung 
der gemischten Polare geniigt, so geniigt zunichst nach den Be- 
trachtungen von I jede Fliche A,? aus (A,?, A,?) mit jeder anderen 
Flaiche dieses Biischels dieser Bedingung. Aber noch mehr; es geniigt 
A,? auch mit jedem Element aus (A,’, As’) dieser Bedingung der ge- 
mischten Polare; denn eine beliebige Eliiche A,’ aus (A,’, A,”) geniigt 
dieser Bedingung mit A,* und mit A,’, also nach dem letzten Satze 
mit dem ganzen Bischel (A,*, A,’). 

Verbinden wir c mit simmtlichen Punkten von (a, b) durch Ge- 
raden A,?, mit saémmtlichen Flichen aus (A,*, A,”) durch Biischel und 
ordnen wir die Punkte der Geraden den Elementen der Biischel immer 
polar zu, so werden das Punktfeld (a, b, c) und das Flichenbiindel 
(A,*, Ay’, A,*) projectiv und so auf eimander bezogen, dass je swei 
Punkte aus (a, b, c) mit den zugehirigen Flichen aus (A,*, A,?, A,*) 
der Bedingung der gemischten Polare geniigen. 

Die Zuordnung ist projectiv; denn (A,’, A,”, A,*) ist za dem Polaren- 
biindel von ¢ projectiv; dies Polarenbiindel ist identisch mit dem Biindel 
der Polaren von (a, b, c) fiir A,*?, also wieder zu (a, b, c) projectiv. 

Eine beliebige Fliche A,’ aus (A,?, A,?) gentigt mit einer Fiche 
A,? aus (A,*, A,*) der Bedingung der gemischten Polare [A,* und A,? 
seien beliebige Flachen aus (A,?, A,*)]; denn A,* geniigt mit A,? und 
A,? dieser Bedingung, also auch mit dem ganzen Biischel (A,”, A,’). 

Ill. Jetzt stellen wir uns die Aufgabe, einem weiteren Punkte d 
ausserhalb (a, b,c) eine Fliiche A,® zuzuordnen, welche mit jedem 
Element aus (.A,”, A,*, A?) der Bedingung der gemischten Polare geniigt. 

Die Polaren von d fiir (A,?, A,?, A,”) bilden ein zu (a, b, c) pro- 
jectives Ebenenbiindel (A,2, 4:3, Aca). Dies befindet sich mit (a, b, c) 
nach II, Satz 1, in der eigenthiimlichen Lagenbeziehung, dass jede 
Punktreihe aus (a,b,c) mit dem zugehérigen Biischel aus (Aga, Asa, Aca) 
involutorisch liegt. Also lassen sich Fliichen 2. O. construiren, ftir 
welche (a, 0, ¢) und (Aga, Aya, Aca) zu einander Pole und Polaren 
sind. Eine solche werde dem Punkte d zugeordnet und mit A,’ be- 
zeichnet. A,’ geniigt gemiiss seiner Construction mit allen Elementen 
von (A,?, A,?, A.) der Bedingung der gemischten Polare. 

Wie wir nun in II den Verbindungslinien von ¢ und (a, 0b) die 
Biischel, die sich aus A,? und den Elementen von (A,’, A,”) construiren 
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liessen, polar zuordneten, so ordnen wir jetzt den Verbindungslinien 
von d@ mit den Punkten von (a, b, c) die Biischel polar zu, die sich 
aus A,* und den entsprechenden Elementen von (A,?, A,”, A,*) con- 
struiren lassen. Auf diese Weise werden die Elemente des Gebiisches 
(A,?, A,?, A.?, Aa’) den Punkten des Rawmes projectiv und so zugeord- 
net, dass je zwei der Bedingung der gemischten Polare geniigen. 

Der Beweis fiir diese Eigenschaften ist dem in II véllig analog. 

Die auf diese Weise hergestellte Beziehung der Punkte des Raumes 
zu den Elementen des Fliichengebiisches (A,?, A,”, A,*, Aq’) nennen 
wir ein Polarsystem 3. O. oder auch kiirzer aus Griinden, die sich aus 
weiteren Untersuchungen ergeben, eine Fliéche 3. O. Dieses Polar- 
system 3. O. werde mit A® bezeichnet. Die einem Punkte x zugeord- 
nete Fliche A,? heisst die erste Polare von x fiir A®, die Polare Az, 
von «x fiir A,” heisst die zweite Polare von «x fiir A’, die Polare A,, 
von y fiir A,” oder, was dasselbe ist, die Polare 4,, von «x fiir A,’ 
tionen, heisst die gemischte Polare von x und y fiir A®. 

IV. Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgen mehrere Siitze 
iiber Kegelschnitte, Regelfliichen 2. O., Raumcurven 3. O. und Collinea- 
die im Folgenden angegeben werden mégen. 

1. Wenn die Punkte eines Kegelschnitts auf die Punkte einer 
Geraden projectiv bezogen sind, und wenn zwei Punkte des Kegelschnitts, 
mit den iibrigen verbunden, Strahlenbiischel liefern, welche mit der Punkt- 
reihe involutorisch liegen, so ist dies mit allen Punkten des Kegelschnitts 
der Fall. 

2. Wenn die Geraden einer Regelschaar auf die Punkte einer 
Geraden projectiv bezogen sind, und wenn zwei Geraden der anderen 
Schaar der Regelfliiche, mit den Geraden der ersten Schaar verbunden, 
Ebenenbiischel liefern, welche mit der Punktreihe involutorisch liegen, 
so ist dies mit allen Geraden der zweiten Schaar der Fall. 

3. Wenn die Punkte einer Raumcurve 3. O. auf die Punkte einer 
Geraden projectiv bezogen sind, und wenn zwei Secanten der Raumcurve, 
mit den Punkten derselben verbunden, Ebenenbiischel liefern, welche mit 
der Punktreihe der Geraden involutorisch liegen, so ist dies mit allen 
Secanten der Raumcurve der Fall. 

4. Die Polarebenen der Punkte des Raumes fiir (A,?, A,”) bilden 
eine einfache Unendlichkeit, ein Biischel von Collineationen. 

Einer Ebene aus einer Collineation ist aus jeder anderen eine 
Ebene zugeordnet; diese unendlich vielen Ebenen bilden ein Biischel. 
Es gilt somit der Satz: 

Wenn die Punkte einer Geraden auf ein Biischel von Collinea- 
tionen projectiv bezogen sind, und wenn die Punktreihe zu zwei Biischeln 
zusammengehiriger Ebenen involutorisch liegt, so liegt sie au allen 
Biischeln dieser Art involutorisch. 
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5. Die Achsen der Biischel zusammengehériger Ebenen bilden 
einen Reye’schen Complex. Also: 

Wenn vier Punkte einer Geraden mit den vier Ebenen, welche eine 
sweite Gerade mit den Ecken eines Tetraeders verbinden, in Involution 
liegen, so liegen sie mit den Verbindungsebenen aller der Geraden in 
Involution, welche von dem Tetraeder in demselben Doppelwerhiiliniss 
geschnitten werden wie diese eweite Gerade. 

6. Die vier Ebenen eines Tetraeders und die vier Ebenen, welche 
eine Gerade mit den Tetraederecken verbinden, treffen jede Gerade, 
welche von dem Tetraeder in demselben Doppelverhiiliniss wie die erste 
Gerade geschnitten wird, in vier Paaren einer Involution; einander eu- 
geordnet sind dabei die Schnittpunkte einer Tetraederebene und der Ver- 
bindungsebene mit der Gegenecke. 

(Analogon des planimetrischen Satzes: Jede Gerade wird von den 
Seiten eines Vierecks in 3 Paaren einer Involution geschnitten.) 

7. Sind die Punkte einer Ebene projectiv auf die Secanten einer 
Raumceurve 3. OC. bezogen, und liefern drei Punkte der Raumcurve, mit 
ihren Secanten verbunden, Ebenenbiindel, deren Ebenenbiischel mit den 
entsprechenden Punktreihen involutorisch legen, so gilt dies von den 
Biindeln stimmtlicher Punkte der Rawmcurve. 

8. Die Polarebenen der Punkte des Raumes fiir (A,?, A,?, A,*) 
bilden ein Biindel von Collineationen; wihit man aus einer Collinea- 
tion eine Ebene, so bildet die Gesammtheit der in allen Collineationen 
entsprechenden Ebenen mit ihr ein Ebenenbiindel. Also: 

Wenn ein Biindel von Collineationen so projectiv auf ein Punkt- 
feld bezogen ist, dass drei Biindel zusammengehiriger Ebenen 2u dem 
Punktfeld involutorisch liegen, so ist dies mit allen Biindeln zusammen- 
gehiriger Ebenen der Fall. 

8. Die Polarebenen fiir (A,”, A,?, A,*, A’) bilden ein Gebtisch 
von Collineationen; die einer Ebene in den Collineationen entsprechen- 
den Kbenen bilden ein Ebenengebiisch (simmtliche Ebenen des 
Raumes). Also: 

Wenn ein Gebiisch von Collineationen so auf die Punkte des Raumes 
bezogen ist, dass vier Gebiische zusammengehiriger Ebenen mit den su- 
gehirigen Punkten involutorisch legen, so gilt dies von allen Gebiischen 
zusammengehoriger Ebenen. 


§ 2. 
Construction eines Biischels von Flaichen 3. 0. 


Jetzt seien zwei Polarsysteme 3. O. A* und B® gegeben. 
Die ersten Polaren A,? und B,? von a fir A® und B® bestimmen 
das Biischel (A,’, B.”), ebenso A,’ und B,*, die Polaren von x, das 
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Biischel (A,”, B,”). Eine Fliche aus (A,?, B,*) sei Z,”. Die Ebenenbtischel 
(Age, Baz) und (Aza,Bra) haben zwei Elemente, Azg= Age und Byg=Biaz 
gemeinsam, besitzen also dieselbe Achse. Es giebt demnach in (A,?, B,?) 
eine Fliche, sie heisse Z,?, fiir welche a und Z,, (die Polare von x 
fiir Z,”) Pol und Polare sind, welche, wie wir sagen, mit Z,? der Be- 
dingung der gemischten Polare geniigt. Ordnen wir so jedem Punkte 
x des Raumes die Fliche Z,? aus dem zugehdrigen Biischel (A,?, B,’) 
zu, welche mit Z,? der Bedingung der gemischten Polare geniigt, so 
werden die Punkte des Raumes auf eine neue vierfach unendliche 
Reihe von Flaichen 2. O. bezogen. 

Wir werden zeigen, dass auch diese Flachen 2. O. ein Gebiisch 
bilden, dass die Zuordnung eine projective ist, dass durch sie ein 
weiteres Polarsystem 3. O. — Z® — bestimmt ist. 

Zu diesem Zwecke haben wir hauptsichlich nachzuweisen, dass 
die Fliche Z,? ein Biischel durchliuft, wenn x eine Gerade beschreibt; 
das Weitere folgt dann leicht aus § 1. 

I. Durchlauft « die Gerade (a, b), so bilden die Polaren fiir A® 
und B® zwei projective Flichenbiischel (4,2, A,?) und (B,’, B,’). 

Fiir das Folgende ist nun das Erzeugniss dieser beiden Biischel 
von Wichtigkeit, das man erhilt, wenn man aus je zwei entsprechen- 
den Flaichen das durch bestimmte Biischel: (A,’, B,”), (A,*, B,’), 
(A,?, B,?) ete. construirt. Diese doppelte Unendlichkeit von Flichen 
2. O. ist das Analogon zu dem Erzeugniss zweier Punktreihen der 
Punktgeometrie, zu der Regelfliiche 2.0. oder deren Entartungen, zu 
dem Tangentenbiischel des Kegelschnitts oder zwei Strahlenbiischeln. 

* Wir wollen dies aus Flichen 2. O. bestehende Gebilde 2? 
nennen. 

Wie sich aus den Eigenschaften der Regelfliiche und deren Ent- 
artungen ergiebt, gehért jede Flache von 2? zu zwei Flichenbiischeln 
von X*, wie jeder Punkt einer Regelfliche 2. O. auf zwei Geraden, 
jeder Punkt einer Kegelschnitttangente noch auf einer zweiten Tan- 
gente liegt etc. 

Die Polaren von a fiir die Flichen von 2? constituiren ein analoges 
Gebilde — es heisse 2, —- aus Ebenen, also eine Regelfliche 2. O. 
oder deren Entartungen, Kegel 2. O., Ebenenpaar. Auch jede Ebene 
aus 2, gehért zu zwei Biischeln von 2,. 

Erzeugt wird die Regelfliche 2, z. B. durch die Biischel (Aga, Aya) 
und (Baa, By.). Durch die Schnittlinie irgend zweier entsprechenden 
Flichen dieser Biischel, A,, und B,., gehen auch die Polaren von a 
fiir das ganze Biischel (A,?, B,”). 

Die eine Reihe von Biischeln von &, erhilt man, wenn man von 
a fiir die Reihe von Buscheln (A,*, B,?), (A,”, B,?), (Az*, Bz”) aus 
2? die Polaren sucht, die zweite Reihe von Biischeln von 2, wenn 
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man fiir die zweite Reihe von Biischeln aus 2”, fiir (A,?,.A,"), (B,?, B,?) ete. 
die Polaren sucht. 

2, lisst sich aber noch auf eine zweite Weise construiren. Da 
fiir jeden Punkt 2 A,g= Ag, und B,,= Baz ist, so erhilt man 
auch die erste Reihe von Biischeln, wenn man zu 2 fiir (A,’, B,?) 
die Polaren sucht, dagegen die zweite Reihe, wenn man zu den Punkten 
von (a, 6) fiir je eine Fliche Z,? aus (A,?, B,”) die Polaren sucht. 

Aus dieser doppelten Erzeugung der beiden Reihen von Biischeln 
ergiebt sich nun Folgendes: 

Hine beliebige Fiche Z,,, die Polare von x fiir Z,? aus (A,*, B,’), 
gehért ausser dem Biischel (A,2, Baz) = (Aza, Bea) noch dem Biischel 
(Zaa, Zav) der Polaren von (a, b) fir Z,? an. Da so Z,, zu 2, ge- 
hért, so muss es auch Polare von a fiir eine Fliche von &? sein. 
Diese Fliche muss, da Z,, 2u (Aza, Bea) gehort, dem Biischel (A,?, B,?) 
angehéren; ferner muss sie, da Z,, zu (Zga, Zan) gehért, demjenigen 
Biischel 2. Art von 2? angehéren, welches Z,? enthiilt, da eben Z,4 
wu (Zea, Zav) gehdrt. Also muss diese Fliche die gemeinsame Fiche 
des Biischels (A,*, B,*) und des Biischels 2. Art von 2X? sein, welches 
Z2 enthilt. Nennen wir diese Fliche Z,?, so ist fiir sie a und Z,, 
Pol und Polare, d. h. sie ist die Fliche, welche mit Z,? der Bedingung 
der gemischten Polare geniigt. Also: 

Sucht man in dem einem beliebigen Punkte x von (a, b) sugehdrigen 
Biischel (A,*, B,”) die Fliche Z,*, welche mit einer beliebigen Fliiche 
Zé aus (A,*, B,*) der Bedingung der gemischten Polare geniigt, so 
gehiren Z,° und Z,* eu einem Biischel 2. Art des durch die projectiven 
Biischel (Aq, A,”) und (B,*, B,?) erzeugten Gebildes X*, wenn (A,’, B,*), 
(A,?, By”), (Ae?, B,”) etc. als Biischel 1. Art beseichnet werden. 

Da nun Z,? nur zu einem Biischel 2. Art von 2? gehért, so erhilt 
man, wenn man jedem Punkte 2 von (a, b) die Fliche Z,? aus 
(A,”, B,”) zuordnet, welche mit Z,? der Bedingung der gemischten 
Polare geniigt, ein Biischel von Fliichen 2. O. (Z,, Z;"). 

Dieses Biischel ist zu (a, b) projectiv, weil (Z,*, 2.7) A (Zaa, Zea), 
(Zaa, Zva) = (Zaa, Zar) S (a, b) ist (Vergl. § 1, I). 

Die gegenseitige Zuordnung von (a, b) und (Z,*, Z*) ist also 
eine polare. Das Gleiche gilt ebenso fiir die Punkte jeder durch a 
gehenden Geraden und die zugeordneten Flichen. 

II. Die einem Punkte c ausserhalb (a, b) zugeordnete Fliche Z,? 
gentigt mit Z,? und nach I mit allen Elementen von (Z,’, Z,*) der 
Bedingung der gemischten Polare. Es fragt sich aber, ob Z,? auch 
mit allen Elementen von (Z,’, Z,*) dieser Bedingung geniigt. 

Die Polaren von c fiir X? bilden eine Regelfliche (resp. deren 
Entartungen) 2, . 2, besitat zwei Arten von Ebenenbiischeln ganz wie 
2. Da nun Ag, = Aca, Bac= Bea, Ave = Aco, Boc= Bev is*, 30 
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kann man auch 2, noch auf eine zweite Weise erhalten. Man erhiilt 
die Biischel 1. Art, wenn man zu jedem Punkte von (a, b) die Polaren 
fiir das Biischel (A,?, B.?) sucht; man erhilt die Biischel 2. Art, wenn 
man zu den Punkten von (a, 0) die Polaren fiir jede der Fliichen aus 
(A?, B.*) sucht. 

Kine beliebige Ebene Z,,, die Polare fiir Z,? aus (A,?, B.?), ge- 
hort ausser dem Biischel 1. Art (A,2, B.z) =(Az-, Be) noch einem 
Biischel 2. Art (Z.2, Z-») der Polaren von (a, b) fiir Z,? an. Da so 
Z.2 ma Z, gehdrt, muss es auch Polare von ¢ fiir eine Fliiche von 
=? sein. Diese Fliche muss, da Z,, 2u (Az-, Bz.) gehért, dem Biischel 
(A,*, B,”) angehéren; ferner muss sie, da Z,, zu (Za, Zoo) gehort, 
demjenigen Biischel 2. Art von 2? angehéren, welches Z,? enthiilt, 
da eben Z,4 20 (Zea,Z.0) gehort. 

Daher muss diese Fliche die gemeinsame Fliiche von (Z,?, Z,”) und 
(A,?, B,*), d. h. Z,? sein. Also Z,. muss auch die Polare von ¢ fiir 
Z,* d. h, identisch mit Z,, sein. 

Mithin geniigt Z,? mit jeder Flache aus (Z,”, Z,") der Bedingung 
der gemischten Polare. 

Die vorhergehenden Betrachtungen bleiben unverindert richtig, 
wenn wir (a, 6) durch eine beliebige andere durch a gehende Gerade 
und ¢ durch einen beliebigen anderen Punkt des Raumes ersetzen. 
Da die Flichen 2. O., die den Punkten einer beliebigen Geraden zu- 
’ geordnet werden, ein Biischel bilden, so bilden die Flichen, welche 
den Punkten einer Ebene zugeordnet werden, ein Biindel und die 
Flichen, welche den Punkten des Raumes zugeordnet werden, ein 
Gebiisch. Also: 

1. Ordnet man in den durch zwei Flichen 3. O. A® und B® be- 
stimmten, den Punkten des Rawmes sugehirigen Biischeln jedem Punkte 
x des Rawmes die Fliiche aus dem Biischel (A,?, B,*) 2u, welche mit 
einer dem Punkte a zugeordneten Fliiche Z,* aus (A,*, B,*) der Be- 
dingung der gemischten Polare geniigt, so wird den Punkten des Rawmes 
ein Gebiisch von Filiichen 2. O. polar zugeordnet (d. h. projectiv und 
so, dass zwei beliebige Flachen der Bedingung der gemischten Polare 
geniigen). 

Auf diese Weise ist mit den beiden Polarsystemen A*, B® noch 
ein drittes Polarsystem Z* gegeben. Liisst man Z,? das Biischel 
(A,*, B,”) durchlaufen, so erhalt man eine einfache Unendlichkeit von 
Flachen 3. O. Diese nennen wir ein Biischel von Flichen 3. O. und 
bezeichnen dies mit (A°, B’). 

Die Biischel erster Polaren von zwei beliebigen Punkten x und y 
fiir (A, B*) sind projectiv (A,*, B,*) A (A,*, B,*), denn beide sind zu 
(Azy, Bay) = (Aye, Byz) projectiv, Auf Grund dieser Eigenschaft kann 
man wieder (4°, B*) auf eine Punktreihe oder ein Biischel von Flachen 








pene 











wa 














Definition algebraischer Flichen durch Construction. 143 


projectiv beziehen. Ein Biischel (4°, B*) ist projectiv zu einer Punkt- 
reihe oder einem Flichenbiischel, wenn eins seiner Polarenbiischel zu 
diesen projectiv ist. 

2. Ein Individwum von (A’, B*) ist bestimmt, wenn man zu einem 
Punkte die (iibrigens nicht beliebig wihlbare) Polare z. B. a und 
Ze giebt. 

Im Allgemeinen hat jeder Punkt des Raumes fir A* und B® ver- 
schiedene erste Polaren. 

3. Hat ein Punkt x fiir zwei Flichen A® und B® dieselbe erste 
Polare, so hat er auch fiir alle Flichen von (A*, B*) diese Fliche als 
erste Polare. 

Diese Fliche A,? = B,? geniigt niimlich mit zwei Flichen A,? 
und B,? eines beliebigen Biischels (A,?, B,?) der Bedingung der ge- 
mischten Polare, mithin auch mit allen Flichen von (A,?, B,?). Da 
A,, = Bzy ist, so ist auch A,, = B,z, also x eine Ecke des gemein- 
samen Polartetraeders von (A,?, B,”). Infolgedessen ist auch Z,,= Ay2, 
also auch Z,, = A,,, d. h. die gesuchte Fliche Z,? hat fiir alle Punkte 
des Raumes dieselbe Polare wie A,?, ist demnach mit A,? identisch. 


§ 3. 
Construction eines Biindels von Flaichen 3. 0. 


Jetzt seien 3 Polarsysteme 3. O. A’, B%, C® gegeben. Aus 
zwei derselben, z. B. aus A* und B’, lisst sich ein Biischel (A*, B*) 
construiren, dann aus C* und jedem Element von (A*, B*) wieder 
ein Biischel. Diese zweifach unendliche Mannichfaltigkeit von Fliichen 
3. O. nennt man ein Biindel von Flichen 3. O. (A*, B*, C*); sie soll 
im Folgenden auf ihre einfachsten Eigenschaften untersucht werden. 

Eine Flache aus (A‘, B*) sei X%, eine Fliche aus (X*, C*) sei Y°. 
Zuniichst liisst sich zeigen, dass auch jede Fliche Z* des Biischels 
(A’, Y*), das sich aus A® und Y® construiren liasst, in (A*, B%, C%) 
enthalten ist. Dazu hat man nur zu beweisen, dass (C%, Z*) eine 
Fliche mit (A*, B*) gemeinsam hat, also in einem der Bischel liegt, 
welche sich aus C* und den Elementen von (A*, B*) construiren lassen, 

Die Polaren eines Punktes x fiir (4°, B*, C%) bilden das Biindel 
(A,?, B,?, C,”). Zu diesem gehéren auch X,?, Y,?, Z,*, wie aus den 
Fundamentaleigenschaften des Biindels von Flichen 2. O. bekannt ist. 
Ebenso folgt aus diesen Eigenschaften, dass (C,*, Z,”) und (A,*, B,*) 
eine Fliche, sie sei U,?, gemeinsam haben. Dieser Fliiche U,? muss 
in (C%, Z%) und in (A%, B*) je eine Flaiche zugehéren. Fraglich ist, 
ob diese Flaichen 3. O. identisch sind. 

Nehmen wir zunichst das Gegentheil an, und nennen wir die 
Flache aus (A’, B*) U%, die Fliiche aus (C*%, Z°) V°, 
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Suchen wir nun zu einem Punkte y die Polaren fiir (A*, B*, C*), 
so erhalten wir ein Biindel (A,’, B,?, C,”), welches zu (A,*, B,*, C,*) 
projectiv ist, wenn wir den 4 Flichen A,*, B,’, C,?, Y,? resp. die 
Flichen A,’, B,?, C,?, Y,? zuordnen; dabei entspricht dann auch X,? 
der Fliche X,?, U,?...U,?, Z?...2,”. Da nun (A,?, B,*) auch 
zu (A,?, B,?) und beide zu (A*, B*) projectiv sind, so muss auch der 
Flaiche U,? dieselbe Fliche U* in (A’, B*) entsprechen wie vorhin 
der Fliche U,?. Ebenso ist (C%, Z*) zu (C,?, Z,”) und (C,?, Z,”) pro- 
jectiv, also muss in (C%, Z*) auch den beiden Flachen U,? und U,? 
dieselbe Fliche V* entsprechen. Die beiden Flichen U* und V* 
haben also fiir die beiden Punkte z und y dieselben ersten Polaren. 
Was aber fiir y gilt, gilt fiir alle Punkte des Raumes. Da mithin 
U* und V* fiir alle Punkte des Raumes dieselbe erste Polare haben, 
sind sie identisch. Folglich liegt Z* in einem Biischel, das sich aus 
C* und einer Fliiche von (A*, B*) construiren lasst, gehért also zu 
(A’, B, C?). 

Nebenbei ergiebt sich noch der Satz: 

1) Die ersten Polaren zweier beliebigen Punkte des Raumes fiir 
(A’, B%, C%) bilden ewei projective Biindel von Fliichen 2. O. 

Da A® durch ein beliebiges Individuum aus (A*, B*) vertreten 
werden kann, so gilt der Satz: 

2) Das Biischel von Flichen, welches aus einer Fliiche von (A°, B*) 
“und einer beliebigen Fliiche von (A*, B*, C*) construirt werden kann, 
gehort ganz eu (A*, B%, C), 

Da nach den vorhergehenden Betrachtungen jedes Biischel, das 
sich aus C* und einer Fliche von (A%, Y*) construiren lisst, mit 
(A’, B®) eine Flache gemeinsam hat, und da nach analogen Betrach- 
tungen auch jedes Biischel, das sich aus C? und einer Fliche von 
(A’, B®) construiren laisst, mit (A%, Y*) eine Fliche gemeinsam hat, 
so kann man das Biischel (A*, B*) durch (A*, Y*) fur die Con- 
struction von (A*, B%, C%) ersetzen. Also gehéren auch simmtliche 
Elemente der Biischel, welche sich aus einer Fliche von (A‘, Y*) 
und einer anderen Fliche von (A*, B*, C%) construiren lassen, zu 
(A’, B®, C%). Daraus folgt: 

3) Jedes Biischel von Flichen 3. 0., welches mit (A*, B%, C*) wei 
Elemente gemeinsam hat, gehért ganz zu (A%, B%, C). 

Vorhin haben wir gesehen, dass (C*, Z*) mit (A°, B®) eine Fliche 
gemeinsam hat. Dasselbe gilt fiir zwei beliebige Biischel (X*, Y°) 
und (U%, V*), wenn X°, Y%, U3, V5 beliebige Elemente von (A*, B%, C*) 
sind. Der folgende Beweis ist dem obigen analog. 

Die Polarenbiischel (X,?, Y,”) und (U,?, V,”) haben eine Fliche 
Z,* gemeinsam. Nehmen wir an, die entsprechenden Flichen aus 
(X’, Y*) und (U°, V*) seien verschieden, nimlich Z* und W*. Dann 
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sind wieder die Polarenbiischel (X,?, Y,?) und (U,?, V,?) projectiv 
za (X,”, Y,”) und (U,*, V.?), und der gemeinsamen Fliche Z,? ent- 
spricht eine gemeinsame Fiche Z,?._ Da nun zu jenen Biischeln auch 
(X%, Y*) und (U%, V*) projectiv sind, so muss Z,? Polare von y fiir 
Z* und fiir W* sein. Also haben Z* und W® fiir alle Punkte des Raumes 
dieselbe Polare, mithin so miissen sie identisch sein. Es gilt demnach 
der Satz: 

4) Irgend zwei Biischel aus (A’, B%, C*) haben ein Element ge- 
meimsam. 

Daraus folgt aber weiter, dass man auch saimmtliche Elemente 
von (A*, B%, C%) erhalten kann, wenn man aus zwei beliebigen Fliaichen 
X* und Y* das Biischel (X*, Y*) und aus einer nicht zu (X%, Y%) 
gehérigen Fliiche U* und den Elementen von (X*, Y*) Bischel con- 
struirt. Z. B. gehdrt ja nach 4 eine beliebige Fliche V* zu einem 
Biischel, welches U* und eine Fliiche von (X*, Y*) enthiilt. Also: 

5) Die drei Fliichen A*, B*, C® konnen fiir die Construction des 
Biindels durch drei beliebige andere, nicht zu demselben Biischel ge- 
hirige Flichen des Biindels ersetet werden. 

Schliesslich sei noch bemerkt, dass man (A*, B%, C*) wieder 
projectiv auf ein Punktfeld oder ein Biindel heziehen kann: 

6) Man nennt ein Biindel von Flichen 3. O. projectiv zu einem 
Punktfeld oder einem Biindel von Ebenen oder von Fléichen 2. 0., wenn 


‘das Polarenbiindel eines (und damit aller) Punktes eu dem Punktfeld 


oder Biindel projectiv ist. 


§ 4. 
Das Gebiisch; die »-fache Mannichfaltigkeit von Flichen 3. 0. 


Sind vier Polarsysteme A*, B%, C%, D%, welche nicht demselben 
Biindel angehdren, gegeben, so kann man aus A’, B*, C® das Biindel 
(A, B, C%) und aus jeder Fliiche von (A*, B’, C*) und aus D* wieder 
ein neues Biischel construiren. Die Gesammtheit der so construirten 
Flachen nennt man ein Gebiisch; es werde mit (A*, B*, C*, D®) be- 
zeichnet. 

Das Gebiisch von Flichen 3. O. besitzt eine Reihe einfacher, leicht 
erweisbarer Eigenschaften. 

I. Jedes Biischel von Fliichen 3. O., welches mit dem Gebiisch zwei 
Flichen X* und Y* gemeinsam hat, gehirt ganz dem Gebiisch an. 

Denn nach der Construction von (A*, B’, C%, D%) hat (D%, X*) 
mit (A, B%, C*) eine Fliche, sie sei VU’, gemeinsam, ebenso (D*, Y*) 
eine Fliche V*; (D*, U*, V*) gehért nach Construction ganz zu 
(A, B’, C3, D3), also auch (X%, Y*%), da es mit (D*, U*, V*) zwei 
Elemente gemeinsam hat, also ganz zu diesem gehort. 
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Il. Jedes Biindel von Flichen 3. 0., welches mit dem Gebiisch drei 
nicht zu demselben Biischel gehirige Flichen X*, Y*, Z° gemeinsam 
hat, gehirt ganz dem Gebiisch an. 

Denn nach I. gehért (X°, Y*) ganz zu (A’, B%, C3, D*), damit 
wieder jedes Biischel, das sich aus Z* und einer Fliche von (X°, Y*) 
construiren lisst, d. h. nach § 3 alle Elemente von (X*, Y%, Z%). 

III. Die Fundamentalelemente A*, B*, C*, D® kann man durch 
vier beliebige andere nicht einem Biindel angehirige Elemente von 
(A’, B5, C%, D*) ersetzen. 

Construiren wir nimlich aus D* und drei beliebigen Elementen 
X%, Y°, Z%, zu deren Biindel D* nicht gehdrt, das Gebiisch (X*, Y°, 
Z*, D*), so enthilt dies alle Elemente von (A*, B*, C*, D*). Denn 
(A’, B%, C%) hat mit (X*, Y%, Z%, D*) drei Elemente, die gemein-: 
samen Elemente von (A*, B*, C*) mit den Biischeln (D*, X*), (D5, Y°), 
(D, Z*), gemeinsam, also gehért es nach II. ganz zu (X°, Y%, Z%, D); 
dann hat aber jedes der Biischel, die sich aus D* und einem Element 
von (A%, B%, C*) construiren lassen, mit (X*, Y*%, Z°, D*) zwei 
Elemente gemeinsam, gehért ihm mithin ganz an. In gleicher Weise 
kann man zeigen, dass auch umgekehrt jedes Element von (X°, Y°, 
Z*, D*®) za (A’, B’, C%, D*) gehirt. 

Ebenso lisst sich D* durch eine nicht zu (A*, B%, C*) gehirige 
Fliche U* aus (A°, B%, C3, D*) ersetzen. Denn D* gehért mit U* 
und einer Fliaiche aus (A*, B%, C*) zu einem Bischel, gehdrt also zu 
(A’, B%, C%, U*), damit aber nach I. auch jedes der durch D*® und 
die Elemente von (A*, B*, C*) bestimmten Biischel; ebenso um- 
gekehrt. 

. Ersetzt man nach einander A’, B*, C® durch X*, Y*, Z* und 
D* durch U*, so erhilt man (A*, B*, C%, D*) durch vier beliebige 
nicht einem Biindel angehérige seiner Flichen. 

IV. Ein Biindel und ein Biischel eines Gebiisches haben stets min- 
destens eine F'liiche gemeinsam. 

Ist nimlich (X*, Y%, Z*) das Biindel, (U*, V*) das Biischel, so 
gehért V* nach III. zu dem Gebiisch (X%, Y*%, Z%, U*), liegt also 
in einem der durch U* und die Elemente von (X*, Y%, Z*) be- 
stimmten Biischel. 

V. Zwei Biindel eines Gebtisches haben stets ein Biischel gemeinsam. 

Sind (X%, Y%, Z*) und (U*, V*, W*) die Biindel, M* die nach 
IV. gemeinsame Fliche von (X*, Y%, Z*) und (U%, V*), N® die ge- 
meinsame Fliiche von (X*, Y*, Z*) und (U%, W*), so gehért (M°, N*) 
nach I. ganz zu (X*, Y¥%, Z*) und zu (U°, V*, W). 


Wie wir aus vier Elementen A*, B*, C*, D® die dreifach un- 
endliche lineare Mannichfaltigkeit, das Gebiisch, construirt haben, so 
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kénnen wir aus 5, 6, ..., r+ 1 Elementen die 4-, 5-,..., r-fache 
lineare Mannichfaltigkeit construiren. 

Unter der Voraussetzung, dass die linearen Mannichfaltigkeiten 
bis zur (r — 1)-fachen construirt sind, gestaltet sich die Construction 
der r-fachen folgendermassen, Sind (r + 1) nicht einer (r — 1)-fachen 
Mannichfaltigkeit angehérige Flachen A’, B®... R%, S* gegeben, so 
construire man die (r — 1)-fache Mannichfaltigkeit (A*, B®... R*) 
uud aus S* und jedem Elemente von (A*, B® ... R*) ein Biischel. 
Die Gesammtheit der in diesen Biischeln enthaltenen Elemente nennen 
wir die lineare r-fache Mannichfaltigkeit von Flichen 3. 0. (A’, B® 
ooo B, 8. 

Fiir diese Mannichfaltigkeit gilt eine Reihe einfacher Siitze, 
deren Beweis dem der entsprechenden Siitze des Gebiisches villig 
analog ist. 

VI. Jedes Biischel, welches mit (A®, B® ... R%, S*) ewei Ele- 
mente gemeinsam hat, gehirt ganz eu (A*, B®... R%, 8%) (ef. 1) 

VII. Jede p (p<_1r)-fache Mannichfaltigheit, welche mit der 
v-fachen Mannichfaltigkeit p +- 1 nicht einer (p — 1)-fachen Mamnnich- 
faltigkeit angehorige Elemente gemeinsam hat, gehort ihr ganz an. (cf. II.) 

VIII. Die constituirenden Elemente A*, B®... R%, S® kinnen 
durch r +-1 andere, nicht einer (r — 1)-fachen Mannichfaltigkeit an- 
gehirige Elemente von (A*, B® ... R*%, S*) ersetet werden. (cf. III.) 

IX. Ein Biischel und eine (yr — 1)-fache Mannichfaltigkeit von 
(A’, B®... R%, S*) haben mindestens eine Fliche gemeinsam. (cf. IV.) 

X. Eine (r — 1)-fache und eine p(p < r)-fache Mannichfaltigheit 
von (A’, B®... R%, S*) haben mindestens eine (p—1)-fache Mannich- 
faltigkeit gemeinsam. (cf. V.) 

XI. Eine p-fache und eine q-fache Mannichfaltigkeit haben, wenn 
p+aq>~r ist, mindestens eine (p+ q—1)-fache Mannichfaltigkeit 
gemeinsam. 

Unter der zuniichst fiir r = 5 erfiillten Voraussetzung, dass dieser 
Satz fiir (7 — 1)-fache Mannichfaltigkeiten gilt, lisst sich der Beweis 
hierfiir folgendermassen fiihren. 

Die p-fache Mannichfaltigkeit ergiinze man durch Hinzufiigung 
weiterer Bestimmungselemente zu einer, (A°, B*... R%, S*) ange- 
hérigen, (r — 1)-fachen Mannichfaltigkeit. Nach X hat diese mit 
der g-fachen Mannichfaltigkeit eine (q — 1)-fache Mannichfaltigkeit 
gemeinsam, Diese (q — 1)-fache und die p-fache Mannichfaltigkeit 
der (r — 1)-fachen Mannichfaltigkeit haben nun, wie soeben als schon 
bewiesen angenommen wurde, eine {p + (q — 1) — (*¥ — 1)} 
= (p+ q—~r)-fache Mannichfaltigkeit gemeinsam. Alle gemeinsamen 
Elemente der p-fachen und der g-fachen Mannichfaltigkeit von 
(A’, B®... R%, 8%) sind aber in der (r — 1)-fachen Mannichfaltigkeit 
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enthalten, bilden also gerade jene (p + g — 1)-fache Mannich- 
faltigkeit. 

XII. Die Polaren eines Punktes fiir die r-fache Mannichfaltigkeit 
von lichen 3. O. bilden, so lange r < 9 ist, eine projective r-fache 
Mannichfaltigkeit von Flichen 2. O. 

Denn die Polaren eines Punktes fiir ein Biischel von Flichen 3. O. 
bilden ein Biischel von Flachen 2. 0., und die Mannichfaltigkeiten der 
Flaichen 2, O. entstehen in derselben Weise durch Biischelconstructionen 
wie die Mannichfaltigkeiten der Flachen 3.0. Ferner ist jedes Polaren- 
biischel zu dem Biischel zugehiériger Flachen 3. O. projectiv. 


§ 5. 
Die Gesammtheit der Flaichen 3. 0. 


Es fragt sich nun, bis zu welchem Grade der Vielfachheit sich die 
Construction von Mannichfaltigkeiten fortsetzen lisst. 

Aus der Construction von A® in § 1 lisst sich zuniichst die Zahl 
der Bestimmungselemente einer Fliche 3. 0. ableiten. Dem Punkte a 
wurde eine beliebige Fliiche A,? zugeordnet; sie ist durch 9 unab- 
hiingige einfache Bedingungen, z. B. durch 9 Paar conjugirter Punkte 
bestimmt. Mit A,? kennt man fiir A,’ schon die Polare des Punktes a, 
nimlich <A,,, A,’ ist daher durch 6 weitere Bedingungen gegeben. 
Fiir A, kennt man das Polarenbiischel (A,., A»-), demnach ist A,’ 
durch 3 weitere Bedingungen bestimmt. Von A,* ist schon das Polaren- 
biindel (Aga, Asa, Aca) bekannt, mithin ist A,? durch ein weiteres 
Bestimmungsstiick bestimmt. Also: 

I. Eine Fliche 3. O. ist durch 19 Bedingungen bestimmt. 

Da diese 19 Bestimmungselemente von einander unabhiingig sind, 
so erhailt man durch Variation der einzelnen mindestens eine 19-fache 
Mannichfaltigkeit von Flichen 3. 0. 

Es lasst sich nun zeigen, dass die Gesammtheit der Flachen 3. O. 
nicht eine hohere als 19-fache Mannichfaltigkeit bilden, und dasg diese 
Mannichfaltigkeit eine lineare ist. 

Da die Flaichen 2. O. eine 9-fache Mannichfaltigkeit bilden, so 
lasst sich eine 9-fache Mannichfaltigkeit von Flaichen 3. O. construiren, 
wenn man dem Punkte @ nach und nach alle Flachen 2. O. zuordnet 
und dann diese Zuordnung zu einer Fiche 3. O. ergiinzt. Diese 9-fache 
Mannichfaltigkeit sei (A*, B®... P*). Die Polaren irgend eines 
anderen Punktes bilden dann nach § 4, XII im Allgemeinen ebenfalls 
eine 9-fache Mannichfaltigkeit, d. h. alle Flichen 2. O. 

In (A’, B*... P*) giebt es demnach eine Fliche X*, fiir welche 
ein beliebiges Paar von Punkt und Fliche 2. 0., « und X,?, Pol und 
Polare sind. 
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Giebt man nun noch eine nicht zu (A*, B’ ... P*) gehdrige 
Fliiche Q°, so bestimmt diese mit 8 Elementen von (A°, B®... P%) 
auch eine 9-fache lineare Mannichfaltigkeit; auch in dieser giebt es 
eine Fliiche X’%, fiir welche x und X,? Pol und Polare sind. Nach 
§ 2, II, 2 sind 2 und X,? Pol und Polare fiir das ganze Biischel 
(X', X’%). Da nun (X°, X’%) nach § 4, VI ganz zu (A®, BS... P®, Q*) 
gehért, so gilt der Satz: 

Il. In einer 10-fachen Mannichfaltigkeit von Flichen 3. O. giebt 
es ein Biischel von Flichen, fiir welche ein beliebiger Punkt und eine 
beliebige Fliiche 2. O. Pol und Polare sind. 

Giebt man p Flichen 3. 0. (9 << p< 19), so kann man aus 8 
derselben und je einer der tibrigen p— 8 Flichen eine 9-fache Mannich- 
faltigkeit construiren; in jeder von ihnen giebt es eine Fliche X°, fiir 
welche ein beliebiger Punkt x und eine beliebige Fliiche 2. O. X,? 
Pol und Polare sind. x und X,? sind auch Pol und Polare fiir die 
ganze aus diesen p— 8 Flichen X®* construirbare (p — 9)-fache 
Mannichfaltigkeit. Also: 

III. In einer p(9 <p < 19)-fachen linearen Mannichfaltigkeit von 
Flichen 3. O. giebt es eine (py —9)-fache lineare Mannichfaltigkeit, 
fiir welche ein beliebiger Punkt und eine beliebige Fliiche 2. O. Pol und 
Polare sind. 

In Bezug auf diese (y — 9)-fache Mannichfaltigkeit bilden die 
Polaren eines Punktes y wieder eine (y — 9)-fache Mannichfaltigkeit 
von Fliichen 2. 0., so lange 9 < p< 15 ist. Denn die Gesammtheit 
von Fliichen 2. O., welche mit X,? fiir y der Bedingung der gemischten 
Polare geniigen, ist selbst nur von 6-facher Mannichfaltigkeit. 

IV. Ist p > 15, so giebt es eine (p — 15)-fache lineare Mannich- 
faltigkeit, fiir welche x, X,* und y, X,? Pole und Polaren sind, falls 
X,? und X,? der Bedingung der gemischten Polare geniigen. 

Der Beweis fiir diesen Satz ist denen von II und III véllig analog. 

Die Polaren eines Punktes ¢ fiir die in IV genannte (y—15)-fache 
Mannichfaltigkeit bilden wieder eine (y — 15)-fache Mannichfaltigkeit, 
so lange p < 18 ist. 

V. Ist p=19, so giebt es ein Biischel von Flichen 3. O., fiir 
welches x, X,*, y, X,?, 2, X.° Pole und Polaren sind, falls Xzy = Xyz, 
Xue = Xen, Aye = Asy- 

Beweis wie fiir II und III. 

VI. In der linearen 19-fachen Mannichfaltigkeit von Flichen 3. O. 
giebt es eine Fliche, fiir welche x, X,*; y, XP; 2, X22; w, X,? Pole 
und Polaren sind, wenn diese den Bedingungen der gemischten Polare 
gentigen. 

Man kann hiernach in derselben Allgemeinheit, wie es in § 1 
geschehen ist, in der 19-fachen linearen Mannichfaltigkeit zu vier 
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Punkten a, b, c, d die Polaren geben; man hat in der Mannich- 
faltigkeit genau wie ohne Riicksicht auf sie der einzigen Bedingung 
der gemischten Polare zu geniigen. Also: 

VII. Die Gesammtheit der Fliichen 3. O. bilden eine lineare 
19-fache Mannichfaltigkeit. 

Aus § 4, XI folgt noch: 

VIII. Eine r-fache und eine s-fache lineare Mannichfaltigheit haben, 
wenn r-+s>19 ist, mindestens eine (r + s — 19)-fache lineare 
Mannichfaltigkeit gemeinsam. 


§ 6. 
Die Punkte der Flache 3. 0. Construction der Fliche 3. 0. aus 
19 Punkten. 


Wir kehren jetzt zur Betrachtung der einzeluen Filiiche 3. O. 
zuriick. 

Die erste Polare A,? von x fiir A® gehe durch y; dann geht die 
Polare von y fiir A,*, also A,, auch durch y. Da nun A,, = Ayz 
ist, so geht die Polare von « fiir A,? durch y; x und y sind also 
fiir A,? conjugirt, mithin geht die Polare von y fiir A,’, d. h. Ayy 
umgekehrt durch x. Wir haben also den Satz: 

I. Geht die 1. Polare von x durch y, so geht die 2. Polare von y 
durch x. 

Geht A,, durch y, so sind # und y conjugirt fiir A,*, also geht 
A,, durch z Da nun A,, = Ayz ist, so geht die Polare von « fiir 
A,? durch z, d.h, « liegt auf A,?. Also: 

Il. Geht die 2. Polare von x durch y, so geht die 1. Polare von y 
durch x. 

Im besonderen Falle kann die Polarfliiche eines Punktes durch 
diesen Punkt selbst gehen. 

Ill. Die Gesammtheit der Punkte des Rawmes, welche auf ihren 
Polarflichen liegen, nennt man die Ordnungsfliche des Polarsystems 
3. O. oder kurz Fliiche 3. O. 

Haben zwei Fliichen 3. 0. A® und B® einen Punkt x gemeinsam, 
so gehen durch w auch A,? und B,?; dann gehen durch ~ alle Flaichen 
des Biischels (A,*, B,*). Da dies Biischel aber das Polarenbiischel 
von & fiir (A*, B*) ist, so gehen auch alle Elemente von (A°, B*) 
durch z Also: 

IV. Durch die gemeinsamen Punkte zweier Elemente eines Biischels 
von Fliichen 3. O. gehen auch alle iibrigen Flichen des Biischels. 

Da nun alle linearen —— durch Biischelconstruc- 
tionen entstehen, so gilt der Satz: 

V. Haben die constituirenden Elemente einer linearen Mannich- 
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faltigkeit von Flichen 3. O. Punkte gemeinsam, so gehen durch sie alle 
Elemente der Mannichfaltigkeit. 

Ist 2 nicht ein gemeinsamer Punkt von A® und B®, so giebt es 
eine Fliche in (A,’, B,”?), welche durch w geht. Also: 

Vi. Durch einen beliebigen Punkt des Raumes geht eine Fliche des 
Biischels von F lichen 3. O. 

Die durch einen Punkt x gehenden Elemente einer p-fachen 
Mannichfaltigkeit kann man auf folgende Weise erhalten. 

In der p-fachen Mannichfaltigkeit (4°, B®... 0%, P*) kann 
man die (py —1) Elemente (A*, B® ... 0%) durch andere ersetzen 
nach § 4, II]. Wiahblt man dazu in jedem der Biischel (A%, P), 
(B%, P’) ... (0%, P*) die durch x gehende Fliche A’*, B’?... 0’, 
so ist die p-fache Mannichfaltigkeit (A’*, B’® ... 0’, P%), Die in 
ihr vorkommenden F lichen, welche durch w gehen, bilden die (p— 1)- 
fache Mannichfaltigkeit (4’*, B’* ... O°). Also: 

VII. Die durch einen Punkt gehenden Flichen einer linearen 
p-fachen Mannichfaltigkeit von Flichen 3. O. bilden eine lineare (p —1)- 
fache Mannichfaltigkeit von Flichen 3. O. 

Daraus folgt: 

Vill. Die durch einen Punkt des Raumes gehenden Flichen 3. O. 
bilden eine lineare 18-fache Mannichfaltigheit. 

IX. Die durch p Punkte gehenden Flichen 3. O. bilden eine lineare 
(19 — p)-fache Mannichfaltigkeit. 

X. Durch 19 Punkte geht nur eine Fliiche 3. O. 

Auch die wirkliche Construction der Fliiche 3. O. aus 19 Punkten 
bietet nunmehr keine Schwierigkeiten. Man construirt zwei Flichen 
3. O., welche durch einen gegebenen Punkt gehen, dann in dem 
Biischel derselben die Fliche, welche durch einen zweiten gegebenen 
Punkt geht, ebenso dann eine zweite Fliiche, welche durch diese beiden 
Punkte geht, aus dem Biischel der beiden Fliichen, welche durch die 
zwei Punkte gehen, die Fliche, welche durch einen dritten gegebenen 
Punkt geht u. s. w. u. s. w. 

Diese Construction liisst noch manche Abiinderungen und Ver- 
einfachungen zu. 


Die in der vorliegenden Abhandlung abgeleiteten Eigenschaften 
der Flichen 3. O. bilden eine geniigende Grundlage fiir die Definition der 
Flichen 4. O. Wie wir die Flichen 3. O. mit Hiilfe der Eigenschaften 
der Fliichen 2. O, definirt haben, ebenso lassen sich jetzt die Flichen 4. O. 
auf Grund der abgeleiteten Eigenschaften der Flichen 3. O. definiren. 


Posen, im Juli 1886, 








Ueber Gleichungen finften Grades. 


Von 
Paut Gorpan in Erlangen. 


Einleitung. 


Nachstehende Abhandlung wird die Transformation der allgemeinen 
Gleichung 5'" Grades auf eine Normalform, die nur einen einzigen 
Parameter besitzt, zum Gegenstand haben. 

Bekanntlich lassen sich durch quadratische Transformation alle 
Gleichungen fiinften Grades in Gleichungen von der Form: 

2+ azkt+bea+c=0 
verwandeln, die nur zwei wesentliche Parameter besitzen. Diese Glei- 
' chungen vergleicht Klein [siehe: Vorlesungen iiber das Ikosaeder und 
die Auflésung der Gleichung 5'* Grades von F. Klein, Teubner 1884], 
mit einer beim Ikosaeder auftretenden Gleichung, welche nur einen 
wesentlichen Parameter Z besitzt und deren Wurzeln Y, lineare Com- 
binationen 

Y,=o.W,+1.t,W, 
der Gréssen W,, ¢, W, sind, die nur von Z abhiingen. Durch diese 
Vergleichung stellt Klein die Gréssen g, t, Z als Functionen der 
Coefficienten a, b, c dar. 

Zwischen den Gréssen W* und W,t, bestehen die Relationen: 


> (4 We + ay Wet) =0, 
- emi 
(1) o=5 
> (a We + ay Wot)? = 0, 
7=1 


welche fiir alle Werthe von 4, und 4, gelten. Andrerseits sind die 
Gréssen 
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Gréssen u, proportional, welche die Wurzeln einer Gleichung: 
(2) wu — 10u® + 45u+ C= 
sind, die als Brioschi’sche Normalform bekannt ist. Durch dieselbe 


Gleichung (2) werden somit alle Gleichungen aufgelést, welche die 
Wurzeln 


o.W,+1.t, W, 

besitzen, was ftir Werthe 6 und t auch haben migen. 

Es lag daher die Frage nach dem Zusammenhange der Formeln 
(1) und (2) nahe, d. h. die Frage, ob sich die Brioschi’sche Normal- 
form (2) direct aus den Belingungen (1) herleiten liesse. In der That 
bestiitigte sich diese Vermuihung nicht. nur, sondern es ergab sich 
aus diesen Bedingungen (1) ein sehr einfacher Weg, die allgemeine 
Gleichung fiinften Grades in die Brioschi’sche Form zu transformiren. 
Wie die Hermite’sche Form 


(3) w+axz+b=0 

typisch ist fiir alle jene Gleichungen 5'" Grades, deren Invariante 
C= 0 ist, so ist die Brioschi’sche typisch fiir die Formen mit ver- 
schwindender Invariante B. Wiihrend aber Bring cubischer Relationen 
bedarf um die Gleichung 5'" Grades in die Hermite’sche Form zu 
bringen, geniigen zur Transformation in die Brioschi’sche Form 
quadratische Relationen, wie bereits Kronecker (s. Crelles Journal, 
Bd. 49) erkaunte. 


§ 1. 
Transformation der allgemeinen Gleichung 5°" Grades in die 
Normalform. 


Die allgemeinste Gleichung 5'" Grades 
(1) f=2 + a,x! + a,x + a2? + axz+a, = 
besitzt 5 Parameter. Wir wollen im Folgenden eine directe Methode 
aufstellen, sie auf eine Gleichung mit einem einzigen Parameter 
zuriickzufiihren. 

Es seien 2, 2%, %,%, die 5 Wurzeln der Gleichung (1). Irgend 
eine rationale ganze oder gebrochene Function einer dieser 5 Wurzeln 
lisst sich bekanntlich durch eine ganze Function dieser Wurzel dar- 
stellen, die den 4'*" Grad nicht iibersteigt, Wenn wir also Functionen 
einer solcher Wurzel eingehender studiren wollen, so kénnen wir uns 
hiebei auf ganze rationale Functionen vierten Grades beschriinken. 

Die beiden Functionen 


P (Sx) = txt + AywS + Aya? + Agate + Ay, 
W (ae) = Lub + hy Xe® + hy Te* + Mg he + My 
seien zwei beliebige Functionen dieser Art. Man kann dann immer 
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Constante ¢,, so finden, dass die beiden Formen g und w der Kegel- 
schnittsgleichung geniigen: 
(2) K(xx) = C9? + 26.90 + CoV + 49+ 4% +6 = 0. 
Denn die 5 Gréssen gp”, py, ¥*, m, w sind Functionen in 2;, welche 
den 8'* Grad nicht iibersteigen. Verbindet man daher die 5 Identitiiten 

aft -.--+a2 —g? =—0, 

td + +++ + Aut — pY =O, 

GP +---+ 6? -—- =0, 

GAt+---+4, —gp =0, 

tb +--+ —v =0 
mit den vier weiteren be 

f(@x) =0, aeflax)=0, 22f(@2)=0, 20°F (a2) =0, 
so stellen sie zusammen 9 lineare und homogene Gleichungen mit den 
9 Unbekannten 
ew, a’, ...%,1 
dar. Die Determinante des Systemes muss demnach verschwinden 
und diess liefert unmittelbar die Kegelschnittsgleichung (2) (vgl. § 2). 
Ein wesentliches Interesse gewinnt dieser Kegelschnitt indess erst, so- 
bald man diesen Functionen » und ~ Bedingungen auferlegt, die aus 
gewissen Normalformen der Gleichung 5'" Grades von selbst sich 
ergeben. 
Diese Bedingungen sollen sein, den Glch. (1) d. Einl. entsprechend: 


== k=1 
DSom)=0, Sem) =0, 
k=5 k= 5 
4=1 k=1 
(I) va) =0, Sv (a) =0, 
k=5 k=5 


Soa) . U (ay) = 0. 
k=5 


Man kann natiirlich auf unendlich viele Weisen derartige Functionen 
gy und w aufstellen, da ja die 8 willkiirlichen Constanten beider Formen 
nur diese 5 Relationen zu befriedigen haben; in § 2 wird eine Methode 
zur Bestimmung solcher Functionen entwickelt werden. 

Nehmen wir nun an, dass » und w diesen Bedingungen geniigen, 
dann verschwindet im Kegelschnitt die Constante c,. Um das zu 
erkennen braucht man nur 





‘ 


Sx (a) = 0 


&=5 


























Ueber Gleichungen fiinften Grades. 155 


zu bilden; wegen der Relationen (I) reducirt sich diese Gleichung auf 
5¢, = 0. 


Die Existenz dieses Kegelschnittes K ist nun aber von fundamentaler 
Bedeutung fiir unser Problem. Indem wir niimlich den Kegelschnitt K 
in eine nahe liegende Normalform tiberfiihren, bietet sich von selbst eine 
Tschirnhausen-Transformation dar, durch welche die urspriingliche 
Gleichung f = 0 direct in die Brioschi’sche Normalform iibergeht. 

Setzen wir namlich in Gleichung (2) 


(2a) C44 (C4, GP? + Zee Qy + Cy. H") = hh,, 


wobei also: 
h =ey9 + (2 +Veis ~ C11 Cra) v, 


hy = C9 + (C42 — V cts — C14 Co») 
dann gehen wegen dieser linearen Beziehungen zwischen h, h,, 9 
und w die zwei iibrigen Glieder des Kegelschnittes (2) noth- 
wendig in einen linearen Ausdruck von h und h, iiber. Sind daher 
d und d, constante Gréssen, die wir weiter unten berechnen werden, 
so geht unter Einfiihrung von Ah und h, die Kegelschnittsgleichung 
iiber in: 


(3) 


2hh, =— hd, — adh, 
oder, was dasselbe ist, in 





U d 

(4) yri=zZ- 
Hieran kniipft sich die Transformation. Wir setzen 
, d d 
(5) 7 ti@e_ ts 
und erhalten demnach ’ 

o 

a ™ y—1? 

dq yl? 


oder fndem wir vermége der Beziehungen (3) an Stelle der Gréssen h 
die Functionen » und yw einfiihren und nach diesen die beiden Glei- 
chungen (5) auflésen: 

7 va d (cn —V chy — C41 Can) roe (Co +V iy — C11 Cr) 

) rae 2eyee(y—1) 2 C4; Coe (y + 1) , 


d d 
(8) v= —— —- Sor 
2(y—1)Vig—eute == YL) V cy — Cu oe 











Vermége einer jeden der Gleichungen (6) gehéren zu jedem der 5 Werthe 
2, auch 5 Werthe y;, und die Gleichung dieser 5 Werthe y, welche durch 
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(9) Fly) =y? + ay! + ay® + ay? + ayy + a, 

dargestellt sein mag, geht aus der urspriinglichen durch eine Tschirn- 
hausentransformation hervor. Zwischen den Coefficienten dieser Glei- 
chung (9) miissen aber nothwendig Relationen bestehen. Denn da 
nach unserer Annahme: 


Sow) = (Q, > P(e) == (), > oa) = (Q, > ¥(a) = 0, 
> 9 (xs) Yas) = 0 


ist, so ist auch gemiiss den Gleichungen (3): 


Sra =0, Sw@=0, Siy@—0, Shr —0 


und daher auch wegen der Transformationsgleichungen (6): 
== 0, > a 0, 
grat 
"( l 
=0, >’ anita @. 
tsa) +i) 


Zu den gesuchten Coefficientenrelationen gelangen wir, wenn wir 
berticksichtigen, dass wegen der Beziehungen (II) in den Gleichungen: 


F(iy+1) =0 


(I) 


-und 
F(y—1)=0 


die Coefficienten des vorletzten und drittletzten Gliedes verschwinden 
miissen. 
Es ist aber: 


F(y+1) = (y+1)° + «| (y+)! + (y+) + @(y +1)? 
+ a(y+l) +4, 

F(y—1) = (y—1)° + @&|(y— 1)* + @&(y—1)* + a3 (y—1)? 
+a,(y—1) +4, 


und demnach liefern die Coefficienten von y? und y in beiden Glei- 
chungen durch ihr Verschwinden die Relationen: 


10+ 6a,+3a,+ a, = 0, 
5 +- 4a, + 3a, + 2a, + a, = 0, 
— 10+ 6a,—3a,+ a, = 0, 


5 — 4a, + 3a, — 2a, +-a,=0, 


Durch Addition und Subtraction vereinfachen sie sich in der Weise, 
dass man erhiilt: 
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10 + Gy = 0, 
6a,+ as =, 
5 +3a,+a,—0, 
4a, + 2a, = (Q. 
Daraus ergiebt sich: 
@==a,=0, a, =5, a= — > 


Bezeichnen wir daher den nicht berechneten Coefficienten «, mit Z, so 
hat F’(y) die Form: 


(10) F(y) = y> — 2 y+ by + Z=0. 


Die Brioschi’sche Form geht hieraus hervor, wenn man 


u 


Y= 7 


setzt; wir erhalten alsdann: 

(11) F(u) = w® — 1008 +- 45u + Z 3° = 0 

Damit ist die Transformation der allgemeinen Gleichung fiinften Grades 

in die Brioschi’sche Normalform bewerkstelligt. Es eriibrigt nur den 

Parameter Z zu berechnen. Zu dem Zwecke setzen wir in Gleichung (10) 
| sa i+ v,; 

und dividiren das Resultat der Substitutionen mit v’. 


Man erhilt, indem man nachtriglich wiederum vy durch y — 1 
ersetzt : 
20 
“+= - 
gai +7 gow ts oe 
Diese Umformung lehrt uns mit Riicksicht auf die Newton’schen 
Formeln, dass: 


(12) 5s, = Dai) a — 


4+ 5 
eine Grésse, deren Werth wir sofort beniitzen werden. 
Bildet man niimlich mit Hiilfe der Gleichung (7) den Ausdruck 


> re, 
(y—1) ’ 
so erhalt man: 


ae it a2'G° J+%D> gaan (y+!) +, bs OFFER 1)’ 


wobei C, C, C, bekannte Gréssen sind. Die beiden letzten Glieder 
rechts lassen sich aber in Partialbruchsummen von der Form 


Lew Ly BG) 2G) 





158 Paut Gorpay, 


zerlegen, welche gemiss der Relationen (II) identisch verschwinden. 
Demnach reducirt sich die letzte Gleichung auf das erste Glied und 
man erhilt: 


= a (¢a—Veig— Cee) 20 











y—1 4c, ey 8 
11 “22 Z+3 
oder, weil 
J aes ou@ + (Cre —V chy — Cu 12) nab 
<5" d . 
¢ eo —V Oy — C14 Cte 
4 Sie BATE Sony 
aad —60.d? (cts — Ve, — Cy C2) ae, ae 
ach Cie n ectiates 


Diess ist die Gleichung fiir den Parameter Z. Wir kénnen in ihr noch 
die Grésse d durch die Coefficienten ¢;, des Kegelschnittes ersetzen. 
Zur Berechnung von d beniitzen wir die Identitiit, 


Zhhy + dhy— Ah = 2e44 (C4, P? + 2e2PY+ en? +e, P+ ¥), 


die sich durch Gleichsetzung der beiden Kegelschnittsformen ergiebt. 
Wegen der Beziehung 


» Zhhy = 2044 (C4, VP? +2 C2. 9H + Coo”) (vergl. (2a)) 
ergiebt sich hieraus 
dh, — dh = 2¢,,(e,9 +4) 


oder, wenn wir hierin hk und h, vermége der Gleichungen (3) durch 
gm und w ersetzen: 


d {ey + (¢y.—V Cie — C45 Cyq) w} — d, {eu + (1. +V cis = C11 Cag) v} 
= 26, (4 9 +4). 
Durch Coefficientenvergleichung erhalt man: 
d — d, = 2¢, 
und: 
2 (e Cy €14Cg) 
d+ dé, = 
+ , V ch, — C45 Ong 
Demnach wird: 
@ am TO 1 o,, 
V é, — C44 Cog 





___ Og Cag — Cy Cg 
dy =m = Sed 


7-3 — Cy. 
V ig — C44 Cre 


Es ergiebt sich sonach fiir den Parameter Z der Werth 
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aif {2 C1 Cig — Cyy Cy - C " {er — Vd, — Cuca) 


V 8, — cuce — C44 Coe os 
Cis Cs Jeu >? + (cre ote V chs — cute) > o*| 


Die Werthe der beiden Summen des Nenners werden wir in § 2 be- 
rechnen. 
Bei Auflésung der allgemeinen Gleichung fiinften Grades sind 
demnach folgende Operationen zu vollziehen: 
1) Aufstellung einer Function p, so dass 


5 5 
>? (xx) = 0, >? (%) = 0. 


2) Aufstellung einer weiteren Function w, der Art, duss 


Sv@ =0, Sven = (Q, Sve p (ax) = 0. 


3) Berechnung der Constanten c,, des Kegelschnittes. 
4) Kinfiihrung der Werthe derselben in den Parameter Z 
(Gleichung 13). 

Damit ist die urspriingliche Gleichung in die Brioschi’sche Normal- 
form iibergefiihrt. Ihre Auflésung erfolgt nach bekannten Methoden 
(vergl. Klein, Ikosaeder). Aus ihren 5 Wurzeln y, ergeben sich direct 
die Functionenwerthe m und ~ wegen der Gleichungen (7), (8) und 
es eriibrigt alsdann nunmehr 

5) die Berechnung der 5 Wurzeln x; aus den Werthen von 
g und w. 

Der niichste Paragraph soll sich mit der Ausfiihrung der einzelnen 

Operationen eingehender befassen. 


(13) Z= 





§ 2. 
Ausfiihrung der einzelnen Operationen. 


1. Berechnung der Form (a). Es ist erlaubt die Form » még- 
lichst einfach zu wihlen, da die Functionen vierten Grades m und y nur 
5 Bedingungen zu geniigen haben. Wir nehmen an die Coefficienten 
der beiden héchsten Potenzen von @ seien Null; p habe also die Form: 


(14) p(x) = aw? + Ax+A,. 
Die Bedingungen 


5 5 
>? (ax) = 0, ZZ gy? (ax) = 0 


liefern unmittelbar numerische Bestimmungsgleichungen fiir 4 und 4,. 
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Denn bezeichnen wir mit s, die Potenzsummen der Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung f(z) = 0, dann fiihrt die erste Bedingung auf die 
Gleichung: 
S + 4s, + 54,0 

und die zweite Bedingung fiihrt auf: 

S$, + 2As, + (4?-+24,)s, + 244,8, + 54,7? = 0 
eine Gleichung, die sich noch mit Hiilfe der ersten vereinfachen lisst. 
Ersetzen wir hierin die Potenzsummen durch die Coefficienten der 
urspriinglichen Gleichung, so hat man zwei numerische Gleichungen 
fir 4 und 4,; welche Gréssen sonach vollstindig bestimmt sind. 

2. Berechnung der Form y(a,). Um die Coefficienten dieser 
Function zu ermitteln, berechnen wir zuvérderst zwei Gréssen Q(x) und 
H(x), welche nur zweien von den drei Bedingungen geniigen, denen 
w® unterworfen ist, namlich den beiden Bedingungen: 


aSeo=0, Sep =o 
DSH=0, Hp =0. 


Man kann alsdann wiederum in jeder der beiden Formen vierten Grades 
zwei der Coefficienten gleich Null setzen, also etwa a priori an- 
nehmen , dass 


resp. 


(15) O(2) = 2 + wx +m, 
und 
(16). H(z) = 24+ vz+ y,. 


Fiir die Coefficienten w und vy erbiilt man sonach die Relationen: 


8; + ws, + 5u, = 0, 
8, + AS, + (Ay +m) 8, + (Au + ) 82 + (A, a -4-4m,) 5, + 54m, = 0, 
8, -+ vs, + 5y, = 0, 

8, + As, + 48, + v8, + (Av+ 1,)8, + (Ayv+Av,) 8, + 5A, y, = 0. 
Aus diesen vier linearen Gleichungen bestimmen sich wiederum ein- 
deutig die vier Gréssen uw u,v ,. 

Die Function ~ setzen wir nun aus den beiden Formen 0 und H 
der Art zusammen dass: 


v¥—-H+ QO 
wobei nun ¢ durch die dritte Bedingung: 


7) v(m) =o? Se? + 2¢ DOH + a>r= 


volistiindig bestimmt ist. yw ist als dann von der Form: 


(18) v (a) = 24+ ea + o,% + Q,. 








ee eee SPS 























Ueber Gleichungen fiinften Grades. 161 


Anmerkung 1. In der Gleichung (13) fiir den Parameter Z traten 
auch die Summen Yq’ und Yq?y auf. Wir wollen die Werthe dieser 
Gréssen berechnen. Bezeichnen wir Xg* mit L, so ist 


> (9-4) = L — 54), 


da ja rechts die beiden mittleren Glieder wegen der Gleichungen (1), 
§ 1 verschwinden. Substituiren wir links fiir p seinen Werth aus (14), 
so kommt fiir die linke Seite: 


> (P—A) = >'a* (way = 5 + Bas, + 3%s, + As, 
und demnach: 
L = 8s + 3As, + 34?s, + A5s, + 5A, 
Setzen wir ebenso 2q*y — M, dann ist wiederum wegen der Glei- 
chungen § 1, (I): 
> eA)? (Ye) = M—5atQ. 


Anderntheils ist aber, wenn wir g und wy durch ihre in (14) und (18) 
gegebenen Werthe ersetzen, 


> (pA)? (Y= 02) = >) 2" (@—A)? (a+ 9a? +9). 
Demnach wird 
M = 8, + (24+ @)s; + (240+4") 85 + (0,+470)8, + 249,58, 
+ 4? 9,83 + 54,7 Q,- 
Anmerkung 2. Die Discriminante der Gleichung (17) hat die 
Kigenschaft Factor der Discriminante A der urspriinglichen Gleichung 


f =0 zu sein. Dies liasst sich auf folgende Weise zeigen. Wir bilden 
die Determinante: 


1 9(%) %—+s, O(@%) H(a,)| 
1 (x) %,—] 8, O(a) H(x,) 
D=|1 9(@) 2,—Z 5, O(«) H(a)}. 
1 9%) %— ZS, Om) H(e,) 
1 (2%) %%—= 8, O(a) H(a,) 








Dieselbe besitzt den Werth “YA, wenn wir mit A das Product der 
quadrirten Wurzeldifferenzen TT (7,—2;,)* bezeichnen. Hiervon iiberzeugt 
man sich, wenn man 
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1) die erste Colonne der Reihe nach mit 4,, —=s,, br, Y; 


multiplicirt und von der zweiten, dritten, vierten, fiinften 
Colonne subtrahirt, sodann 
2) die hiedurch umgestaltete 3'° Colonne der Reihe nach mit 
4, uw, v multiplicirt und sie von der zweiten, vierten und 
fiinften Colonne subtrahirt. 
Das Resultat dieser Operationen liefert nach Vertauschung der zweiten 
und dritten Colonne die bekannte Determinante: 


2 3 4 
1 2, 27 a? 2, 
2 4 
Vq= [® a@ ... & : 
2 4 
ik m wm... x,* | 


Quadriren wir nun nach dem Productsatze fiir Determinanten die 
Determinante D, so erhalten wir: 


5 0 0 0 


0 
0 0 a (« — 81) p(2) 0 0 


A=)(0 > (23s, 9(2) > (e—}s,) > (e—})o(@) > (« —is,)H(«) 4 


a 0 > («e—}s,) O(a) > e(2) > O(a) H(2) 
0 0 EXC 5 s,) H(z) > e(a) H (a) > H(2) 


Diese Determinante reducirt sich aber auf: 
»| 2, 0 (2), @ (x) H(a) 
s—1Te—Hapeeyfere— = 
>e (x) H(x), > Ha) 


wobei der Determinantenfactor rechts gerade die Discriminante der 
quadratischen Form: 


o D/6*(x) + 2¢ So(2) H(z) + Sra) 

darstellt, wie wir oben behauptet haben. 

3. Berechnung derCoefficienten desKegelschnittes K(a), 
§ 1, (2). 

Das Verfahren zur Bildung der Kegelschnittsgleichung § 1, (2). 

K(x) = CH? + 2G. QW + CW? + op + ey + Cs 

haben wir bereits am Beginne dieser Untersuchung mitgetheilt. Es 
eriibrigt nur die Determinante des Systems der dort angefiihrten neun 
Gleichungen in unserem Falle wirklich aufzustellen. 

















K(a@, 














K (Xx) = 
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Man erhilt: 





1, 20, @, 20:, 2(02.+00:), 2002, 01%, 20:02,  @2°—y? 
0, 0, 1, Afe@, 4,440, 4,041, 40: +02, 440:+402, 4:0:—9¥ 
0, 0, 0, 9, 1, 24, §+424,,° 94d, 1,2—@? 
0, 0, 90, 0, 1, Qe, 0, O15 Oo—Y 
0, 0, 0, 90, 0, 0, 1, 4, 4.—o 
1 @, @ a, a, ils 0 0 0 
Ola a@& Qs a, Gs, 0 0 

eo 0 3 a; a, as a, a, 0 
eo @ 1 a, Ay ds a, a; 


Da in unserem Falle c, = 0 ist, so kann man in der letzten Colonne 
alle Gréssen ausgenommen g*, ¥*, », ¥, py, gleich Null setzen. Die 
Minoren der so vereinfachten Elemente der letzten Colonne sind direct 
die 5 Coefficienten des Kegelschnittes K(a,). Nach Einfiihrung der 
Werthe dieser Coefficienten, sowie der Werthe von Z und M in 
Gleichung (13) ist der Parameter Z, und damit die Brioschi’sche 
Normalform der Gleichung eindeutig bestimmt. 

4, Berechnung der Wurzeln 4% vonf=0 aus den Wurzeln 
y, der Brioschi’schen Form. 

Sobald die Brioschi’sche Normalform der Gleichung f = 0 gelést 
ist, erhalten wir vermége der Gleichung (7) unmittelbar zu jeder der 
5 Wurzeln y einen Functionswerth g, von g(x). Um hieraus die 
Wurzeln 2, zu berechnen, ersetzen wir in 


w+dazr+a,—g,=0 (vergl. (14)) 
die Grésse « durch 2 — 4. Diese Gleichung geht dann tiber in 
(19) =m +t —A. 

Transformiren wir ebenso die Gleichung f(z) = 0 in 
a 
f(e—z)=0 


und entwickeln diese Gleichung nach Potenzen von ¢, so kommt: 
Oma + ati A+ a,| 
+2} > 42 — 22a, + a,} 
+e {2 43 +4 Ra, — = hay + a,! 
+2 { + a4 — = a, 4+ ; a, — Aa; + a4} 
+ \—s a 4+ 5 aa, —= Ma, + 4 Pa,— >a, + as} 
= a {2*+ A,e?+ Ay} + { A, 2+ A,2?+ A;}. 
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In den Klammern ersetzen wir die geraden Potenzen von z durch den 
sich aus Gleichung (19) ergebenden Werth und erhalten sonach: 


: 2 2 

A, (9,+ = om 41) + Ax(9,+ + —_ us) + A, 

ey ooo 
(nt tale aya 

Vermége dieser Gleichung ergiebt sich zu jeder Wurzel der Brioschi’- 


schen Normalform eindeutig eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, und 
die Aufgabe, die Gleichung /(~) = 0 aufzulésen, ist hiermit erledigt. — 


§ 3. 
Invariantentheoretische Bemerkungen. 

Sind @ und w~ wieder zwei beliebige rationale und ganze Func- 
tionen vierten Grades einer Wurzel der Gleichung fiinften Grades 
{() = 0, welche den in § 1, (I) aufgestellten Bedingungen geniigen, 
so wird fiir jede lineare Combination 
(1) e=4p+A,v 
stets auch 


(2) >: = 0, bY, = 0 
1 


sein. In Folge dessen werden in jeder Gleichung fiinften Grades, deren 
Wurzeln zg, aus (1) entstehen, wenn man den Variabeln 4, und 4, 
feste Werthe beilegt und der Reihe nach w, durch 2, 23, 2, %; in 
gm und wy ersetzt, die Coefficienten von 2‘ und 2° verschwinden, d. h. 
diese Gleichung 5'" Grades wird nach Klein eine Haupigleichung 
der gegebenen Gleichung f = 0 sein. 

Lassen wir die Variabeln 4, und 4, unbestimmt, so gehéren zu 
jeder Gleichung 5'* Grades eine unendliche Menge von Hauptglei- 
chungen, deren Coefficienten die beiden Variabeln 4, und 4, enthalten. 
Fiihrt man in diesen Hauptgleichungen an Stelle der Coefficienten die 
Potenzsummen der Wurzeln ein, so reducirt sich wegen der Gleichungen 
(2) der Coefficient von z? bis auf numerische Gréssen auf: 


P= >(ho + 4,9), 
1 
der Coefficient von ¢ auf: 


Q= dS (aip + av)" 
1 
und endlich das letzte Glied auf: 


5 5 
R ~Dhe +4,4)'=— 5] [.9+4v). 


(20) m—=—m-+.—— 














at 5 
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Diese 3 Formen, von denen die erste cubisch, die zweite biquadratisch, 
die dritte vom 5'" Grade in 4 ist, stehen zu einander, wie wir alsbald 
sehen werden, in covariantem Verhiltniss, und zwar sind die beiden 
ersten geradezu Covarianten der Form R. 
Betrachten wir , 

Apt sy=—se 
als eine bilineare Form von 4,, 4, und g, ~, so werden durch jede lineare 
Transformation von g und yw, die Variabeln 4, und 4, contragredient 
transformirt. Nun hatten wir in der That in § (1) m und 7 einer linearen 
Transformation unterworfen (vergl. § 1, (7) und (8), indem wir an Stelle 





dieser Gréssen die Variabeln = 7 und =—% einfiihrten. Wenn wir nun 
festsetzen dass 


hot aye My + ott 


sein mége, dann sind zugleich die Gréssen mw, und mw, als die trans- 
formirten Gréssen von 4, und A, bestimmt. 
Durch diese Transformation gehen aber P, Q und FR iiber in: 


Pa DGhr + se I ao + aot 


da die mittleren Glieder rechts wieder wegen der Relationen § 1 (II) 
verschwinden, und in 


0= Gt + ~s7J 
R= Se r+ 5H) -— EF y—1 + SPs 


Die letzte Form, gleich Null gesetzt ist wiederum eine Gleichung 5'" 





Grades in : '; sie verschwindet offenbar, wenn 
2 


My 7 


te y+1 
Diese Gleichung lehrt, dass die Wurzeln von KR = durch eine lineare 
Transformation aus den Wurzeln der Brioschi’schen Form der gegebenen 
Gleichung fiinften Grades hervorgehen. Nun ist bekanntlich der Dif- 
ferentialquotient der Brioschi’schen Form 

uw — 10u8 + 45u+ Z/3' = 0 
ein volles Quadrat, niimlich gleich 
(u? — 3)*. 

Hieraus schloss Herr Moosbacher, dass die Invariante B dieser Form 
5'ee Grades verschwindet. Demnach ist fiir die Form R, welche durch 
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lineare Transformation aus der Brioschi’schen Form hervorgeht, die 
Invariante B ebenfalls gleich Null. Dann besitzt aber, da einer Form 
fiinften Grades tiberhaupt nur drei unabhingige Invarianten zukommen, 
R nur mehr deren zwei, und demnach nur eine einzige absolute In- 
variante. Dieselbe muss sich rational durch den Parameter Z der 
Brioschi’schen Form ausdriicken lassen, und demnach kann Z selbst 
als absolute Invariante von R angesehen werden. 

Ebenso sind die Coefficienten aller Covarianten der Form R Func- 
tionen von Z. Aus zwei linearen Covarianten von F lassen sich u, 
und w, in Function von Z berechnen. Demnach sind u, und u, selbst 
Covarianten von R, und da die beiden Formen P und Q Functionen 
von w, und w, sind, so sind auch P und @Q Covarianten von R. 

Insbesondere ist die Hesse’sche Form von P bis auf einen Pro- 
portionalititsfactor gleich dem Producte uw, w,. Diese Eigenschaft kann 
man ebenfalls beniitzen uw, und w, zu definiren und von der gegebenen 
Gleichung auf die Brioschi’sche Form zu gelangen (vgl. Liouville’sches 
Journal 1885, Seite 455). 

Alle simultanen Co- und Invarianten von P, Q und R sind Co- 
varianten von FR. Die linearen unter ihnen liefern Normalformen der 
gegebenen Gleichung fiinften Grades. 


Erlangen, im Sommer 1886. 























Beitrige zur Theorie der mehrfach perspectiven Dreiecke 
und 'Tetraeder. 


Von 


Epmunp Hess in Marburg. 


Die Zahl und Beschaffenheit derjenigen Fille, in welchen zwei 
Dreiecke in einer Ebene auf mehr als eine Art in perspectiver Lage 
sein kénnen, ist zuerst von Rosanes*) und H. Schréter**), von 
dem ersteren auf analytischem, von dem zweiten auf synthetischem 
Wege festgestellt und untersucht worden. Wesentlich dieselben Resul- 
tate hat spiiter Valyi***) auf analytischem Wege theilweise in ein- 
facherer Form erhalten, indem er eines der beiden Dreiecke zum 
Coordinatendreieck annahm und weiterhiny) auch die den mehrfach 
collinearen Dreiecken zugehérigen Kegelschnitte betrachtet. 

In Beziehung auf Tetraeder, welche auf mehr als eine Art per- 
spectiv liegen,. ist besonders der Fall zweier vierfach perspectiven 
Tetraeder, welcher ein sogenanntes System dreier Tetraeder in des- 
mischer Lage ergieot, zuerst von Stéphanos7t) in Betracht gezogen, 
sodann von Schréter,{{+) Reye,7it) Vietor7}t) u. A. bei Be- 
handlung besonderer Probleme der Raumgeometrie genauer untersucht 
werden, 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist einmal der, die fiir mehr- 
fach perspective Dreiecke und Tetraeder geltenden Lagenbeziehungen 
im Zusammenhange zu entwickeln und méglichst zu vervollstiindigen, 
dann aber auch der, auf besonders interessante Specialfaille fiir die 
Lage von mehrfach perspectiven Dreiecken und Tetraedern hinzuweisen 
und einige derselben genauer zu verfolgen. 


*) J. Rosanes. De polarium reciprocarum theoria observationes. Dissert. 
Vratisl. 1865. — Math. Ann, Bd. 2, S. 549—552. 
**) Math. Ann. Bd. 2, 8. 553—562. 
***) Archiv f. Math, u. Phys, Bd. 70, 8. 105—110. 
+) Ebenda Iite Reihe Bd. 2, 8S. 320—324. 
tt) Bulletin de sciences math. et, astr. Sér. II, t. II, p. 429—456. 
Tit) Siehe die vollstiindigen Citate dieser Arbeiten auf Seite 241. 


12* 
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Im ersten Theile der Arbeit gebe ich zuniichst die wichtigsten 
Beziehungen fiir zwei perspective Dreiecke, sowie der Reihe nach die 
analytische Herleitung und Untersuchung der méglichen Fille fiir die 
Lage mehrfach perspectiver Dreiecke. Von den behandelten Special- 
fallen fiir die Lage von zwei auf zwei, drei und vier Arten perspectiven 
Dreiecken ist hauptsiichlich ein Specialfall von Interesse, welcher sich 
sowohl aus der Figur zweier dreifach, als auch zweier vierfach per- 
spectiven Dreiecke erhalten lisst. Es ist dies der in § 6 genauer be- 
handelte Fall der Figur eines sogenannten gzehnfach Brianchon’ schen 
Sechsecks, welcher bereits von Clebsch*), F. Klein**) und mir***) 
gelegentlich anderer Betrachtungen untersucht worden ist. U. A. liefert 
die Uebertragung der Figur eines zehnfach Brianchon’schen Sechs- 
ecks auf eine Kugelfliiche eine sphiirische Figur, welche mit den 
reguliiren Netzen collinear verwandt ist und somit die Eckpunkte aller 
reguliiren und gleicheckigen Polyeder ergiebt. 

In dem zweiten Theile behandele ich analog unter Anwendung 
der analytischen Methode die Lagenbeziehungen zweier perspectiven 
Tetraeder und sodann diejenigen Fille, in welchen zwei Tetraeder auf 
mehr als eine Art perspectiv liegen kénnen. Es ergeben sich hier 
nur zwei Fille, niimlich der meines Wissens noch fast gar nicht be- 
handelte Fall von zwei zweifach und derjenige von vierfach perspectiv 
liegenden Tetraedern. 7) 

Bei der Untersuchung der durch derartige mehrfach perspective 
Tetraeder bestimmten Figuren habe ich hauptsiichlich die Eigenschaften 
der betreffenden vollstiindigen Raumfiguren, sowie die Lagenbeziehungen 
der den mehrfach perspectiven Tetraedern zugehérigen Flichen zweiter 
Ordnung ins Auge gefasst. 

Im § 11 werden schliesslich noch einige der wichtigsten Eigen- 
schaften einer bemerkenswerthen Raumfigur entwickelt, bei welcher in 
einfacher Weise die Beziehungen fiir ein System dreier desmischer 
Tetraeder, sowie fiir ein zehnfach Brianchon’sches Seckseck zur 
Anwendung kommen. Diese Raumfigur bietet dadurch noch ein be- 
sonderes Interesse, dass ihre Uebertragung auf einen dreidimensionalen 
sphdrischen Raum in einem speciellen Falle diejenigen reguliiren 
sphiirischen Zellgewebe liefert, welchen die simmtlichen reguliiren 
linear begrenzten Vielriiume des vierdimensionalen Raumes ein- oder 
umgeschrieben werden kénnen. 


*) Math. Ann. Bd. 4, S. 284 u. 8. 336 fig. 
**) Math. Ann. Bd. 12, S. 531 fig. 
***) EK. Hess. Einleitung in die Lehre von der Kugeltheilung, Leipzig, 
B. G. Teubner 1883. 8S, 422—424, 
+) Vgl. Valyi, Zur Lehre vom perspectiven Tetraeder. Archiv f. Math. 
u. Phys, [Ite Reihe Bd. 3, S. 441—445. 





























Perspective Dreiecke und ‘Tetraeder. 


Erster Theil. 
Mehrfach perspective Dreiecke. 


§ 1. 
Relationen fiir einfach perspective Dreiecke. 


1) Zwei Dreiecke heissen perspectiv liegend oder kurz perspectiv, 
wenn die drei Verbindungslinien je zweier Ecken sich in einem Punkte, 
dem Centrum der Perspectivitét schneiden; die Dreiecke sind dann nach 
dem Satze von Desargues im Allgemeinen*) auch collinear, d. h. die 
drei Durchschnittspunkte je zweier entsprechender Seiten liegen auf 
einer Geraden, der Collineationsaxe. Ist die erste Beziehung vorhanden, 
so folgt die zweite und umgekehrt. 

2) Wir wollen die Ecken des ersten Dreiecks A durch a,, a,, 43, 
die des zweiten A’ durch a, a,', a5’, die Seiten beider Dreiecke durch 
Gy) Ay, @, und a,, ay’, ay’, die Perspectivitiit bez. Collinearitit durch 
die Symbole: 


My Ag Ag Ay Ag as 
’ , , , , , 
M Mg a a, ay a 
(1) Sa 8 gder (14) a a 
1 1 


oder ganz kurz (nach Schréter) durch das Symbol: 
123 


, 


rys 
(4 — 





(18) 


bezeichnen, worin ¢, das Centrum, ¢, die Axe bedeutet und die ent- 
sprechenden Kcken bez. Seiten untereinander stehen. 

Wird das erste Dreieck A als Fundamentaldreieck eines trimetrischen 
Yoordinatensystems, die Collineationsaxe c, als Kinheitslinie gewihlt, 
so sind die analytischen Ausdriicke fiir Seiten, Ecken, Axe und Centrum 
die folgenden, wobei die hinter die deutschen oder lateinischen Buch- 
staben — das Zeichen fiir einen Punkt oder eine Gerade — gesetzten 
Gréssen die trimetrischen Punkt- oder Liniencoordinaten bedeuten: 

“ere ee ee 
(2«) a,...010 iq...049 
a,..--001 @-...001 
G,-..% 1 1 ja’... Oy Oy Os 
(2B) a,...1 #1 |a,... Jy Jy Uy 
@y...1 1 ay| as... Ug, Oy, O55 





*) D. h. wenn keines der beiden Dreiecke degenerirt, indem entweder die 
drei Eckpunkte in einem Punkt oder die drei Seiten in einer Geraden zusammen- 
fallen. 
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(2y) Ga 0 oe [Gp Gy Se@e, Gp]... 1 1 fF, 


1 1 1 
Us Uy Ur 


Die Gréssen U;, — U;; sind die ersten Minoren der Determinante: 


(20) Ge yy’, My Me's Qs ay | ows 


jw, 1 1 
(3) U=|1 wy 1 |= w, u, tt, — (++ 05) + 2, 
1 1 &, 


nimlich: 
(3a) U,, = UU, :. Ux = Ui =] — Uy, 
(r, i, K=1, 2,3; 4 < kh). 

Ausser den sechs Eckpunkten der beiden Dreiecke erhilt man 
noch neun Schnittpunkte 6;, der Seiten und entsprechend ausser den 
sechs Seiten noch neun Verbindungslinien b;, der Ecken beider Dreiecke 
mit einander; die analytischen Ausdriicke fiir dieselben sind folgende: 





ein. Conk o 
boot ++ (@ga,)--- 1 0 —] 
Lectin }<<2f & « 
bot: (aya,)--- O—| Uy 

(4a) bas?<(Gymy)--+ ty oO} 
bye e+ (aya))---—1 ww O 
bi3° e- (a, as ) eee 0 ts, — 1 
bos + + (@,a)°--— 1 0 Uy 
bs +++ (AgQy)+++ ty —1 0 





Dips {yay | ee 0 —U,, Ui. 
Dogs ++ || +++ Uys 0 —U, 
Dy3 ++ Xs Ay a Us, 0 
Boy | Mga’ | + +> — js 0 U;, 
(48) Dyge ++ |agdg|+-+ Uy — Uy 0 
Dig + *|Qyas | >> 0 33 —~ Us, ‘ 
By, + ++ |agay']--+— Uy, Ui, 0 
Dias + + |My dy| ++ 0 — U,, U,, ' 
Dog ° “< ly My, athe U3 Oo — U,,. 


3) Fiir die iibrigen Schnittpunkte der 15 Geraden a,, a, dix, 
sowie fiir die iibrigen Verbindungslinien der 15 Punkte a,, a,’, bj, lassen 
sich die analytischen Ausdriicke leicht aufstellen; es midge geniigen, 











bei jeder Gruppe uur fiir einen Punkt bez. eine Gerade die Coordinaten 
anzugeben, da sich dieselben fiir die beiden anderen Elemente einfach 





Perspective Dreiecke und Tetraeder. 


durch cyklische Vertauschung erhalten lassen. 


(5a) 


(58) 











4) Wird das zweite Dreieck A’ zum Coordinatendreieck gewihlt, 
so ergiebt sich aus bekannten T'ransformationsformeln, dass den im 
nachfolgenden Schema (6) in der ersten (zweiten) Horizontalreihe 


ty » (Dy, by3) - 

¢ + (Dy, Dgo) + + 
fir + + + (Og, 04s) = - 
ir ‘ji (0,3 bo) ye 
~~ (by bs») : 
Din + + (@, Oy)--- 
Digs ++ (Gy by) ++ 
Hig + + (@ By) +> 
Oi : 

har ++ + (ay'b,) - + 
sa + - + (@y’b5,) « 

ey * |Bipbgo] «+ 
ey = [byy Bog ls + 
fy + [Bisbay| + 

| ee LT 
I + [bya bog! - - 
fir = ++ [ay Oy +> 
hes - lay bay | -- 
Isr + + {ay gy] s+ 
Types [ay Oy] -> 
Iya ++ [Oy Oyo] > * 
Iyg ++ > | Dyg| > - > 


Urs 


+ (aby) ees — a + Uy 


0 


Uw 
Usy 


ths. 
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stehenden Punkten (Linien) nunmehr die Coordinaten der in der zweiten 
(ersten) Horizontalreihe stehenden Linien (Punkte) zukommen. 


(6) : Cr bre Diz Cr tr ir t Mr Yor Dix Drv ix Cy, 

Ay Ay Dvr bei Cr Cr be be Gr Vere Tens Neve Tres C45 
die untereinander stehenden Gréssen entsprechen sich polarreciprok in 
Beziehung auf den Kegelschnitt: 
(7) K, = ua? + tyay? + Ugx,? + 2a, x, 4+ 2x,x, + 2a,x, = 0, 
fiir welchen also insbesondere die beiden einfach perspectiven Dreiecke 
A und A’ polarreciprok sind und das Centrum ¢, = (0,, dy. bs5) der 
Pol zur Axe ¢, = |b,,6.96,5| als Polaren ist. 

5) Mitunter ist es vortheilhaft, die charakteristische Eigenschaft 
der durch zwei perspective Dreiecke gebildeten Figur in folgender 
Weise*) auszudriicken: 

Das durch die drei Ecken des einen Dreiecks A (oder A’), niim- 
lich durch q,, a,, a3 (oder a,’, a,', a,’) und das Centrum ¢, gebildete 
vollstiindige Viereck B (oder %’) hat zu dem durch die Seiten a,’, a,', a,’ 
(oder a,,@,, a) des andern Dreiecks A’ (oder A) gebildeten vollstiin- 
digen Vierseit V’ (oder V) eine solche Lage, dass je eine der sechs 
Seiten des Vierecks durch je eine der sechs Ecken des Vierseits hin- 
durchgeht. Es sind nimlich folgende untereinanderstehende Elemente 
incident: 




















. » te tea tae | ta: |6 
ie Bat P: Fe a te 
Bay | Oy |] Bye | M2" |) Bs | ay 
, | , , 1} 
fir % und V: J® Dy || 4 Doo |@s | ss \| 
Bis 1 y |] Boo |My |] Bg [ag || 











Die Diagonaldreiecke von 8 und V’, niimlich: 
D,--- Hibbs, und D,’... hirhsehiss 
und ebenso die von 8 und JV, nimlich: 
D,..- HuHoohss und D,... hy hooks; 
sind Polardreiecke in Beziehung auf den Kegelschnitt K,. Ferner 
liegen die beiden Diagonaldreiecke D, und D,’ und ebenso die beiden 
D, und D, zu einander perspectiv und zwar so, dass fiir beide Paare das 


Centrum ¢, und die Axe c, dieselben sind, wie fiir die beiden Dreiecke 
A und Md. 


Diese letztere Beziehung folgt sofort aus den obigen Werthen fiir 
die Coordinaten von },,, h;,, }-, und h,, (5@) und (58), sowie aus 
den folgenden Werthen: 

(5y) = - ++ [Boe bys] + > — Tas Ti; Uy, 
: Ay, o.S¢ | Hoo Hss| eas U.,+1 Uy Us, 
*) Vgl. M. Pasch, Math. Ann. Bd. XXVI, S. 211 ff. 
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= ow (hire hss) aad U+ U1. Ui; is Uy» Ui» Uss 
Dry ++ + (gg hgs) + + - —1 1 1. 


6) Die Lagenbeziehungen bei zwei perspectiven Dreiecken, sowie 
die Anwendung derselben insbesondere zur Erforschung der vollstiin- 
digen Figur eines Pascal’schen Sechsecks sind bereits der Gegenstand 
sehr zahlreicher und eingehender Untersuchungen gewesen.*) Wir 
wollen uns mit Riicksicht auf weiter folgende Anwendungen hier 
darauf beschriinken, nur einige Theoreme zu erwihnen und unter 
Benutzung der oben angefiihrten Ausdriicke analytisch nachzuweisen. 

I) Zufolge eines von Veronese*™) bewiesenen Satzes ist das 
Dreieck 9, g2 93 (vgl. (5@)) sowohl zu a, a ay, als zu ay’ a,’ a, per- 
spectiv und zwar so, dass die Axe c, dieselbe ist, die drei Centra 
cy, ¢, ¢,@ auf einer Geraden J, liegen. Analog ist das Dreieck 
9; Jo 93 (vgl. (5B)) zu jedem der beiden Dreiecke a,'a,'a, und a, a, a, 
perspectiv und zwar so, dass das Centrum ¢, dasselbe ist, die drei 
Axen ¢,, ¢,, ¢ sich in einem Punkte [, schneiden. Die Richtig- 
keit dieser beiden sich polar entsprechenden Beziehungen ergiebt sich 
aus den nachfolgenden analytischen Ausdriicken: 


(99) 


ae ° ae a 
" Uses Us Ur 
(8a) 4 ... Uy, Oog Uo Us, Uss Uy. 


++» U—2U,,U,; U—2U,, U,, U—2 U5, Uy, 


CC, | w+ Uys (u, — Us) Us; (tt — U,) Uy. (u,— tty) 





Lb, x0 


Gy sen 1 1 1 
(88) ¢>M...u+-1l wm+1 a4+4+1 
6. Uy Us 














[, - - - (€,6,™ €,) . . . thy — thy Uy— Uy hy — thy. 


11) Das Dreieck mit den Seiten m,, m,, m,, wo m, = |b, g,| ist, 
und sein Polardreieck mit den Eckpunkten m,, m,, ms, wo m,=(b,,g,) 
ist, sind perspectiv und zwar so, dass sowohl das Centrum ¢,, als die 
Axe ¢, dieselbe ist, wie fiir die Dreiecke A und A,. 

Denn sind M,, Mt,, Wt, die Eckpunkte des Dreiecks m, m, m, und 
M,, M,, M, die Seiten des Dreiecks m, m,m,, so folgt, dass durch WM, 
die Gerade b,, geht, welche m, enthilt, und dass M, den Punkt 6,., 
enthilt, durch welchen die Gerade m, hindurchgeht, Die analytischen 


*) Vel. z. B. LL. Wedekind, Lagenbeziehungen bei ebenen, perspectivischen 
Dreiecken. Math, Annalen, Bd. XVI, S. 209 ff. 

**) Nuovi teoremi sull’ Hexagrammum mysticum. Atti della R. Accademia 
dei Lincei. Serie terza. Vol. 1. Roma 1877. — Teorema IV. 
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Ausdriicke, aus welchen diese Beziehung ebenfalls unmittelbar hervor- 
geht, sind: 


U, U, 
Pee oe eo 
U 
WM, + - + (myms) ++ - — Tn Ck ft & 
(98) My + + + Ory Jy) ++ 2ty tts — (Mets) Typ  Uis 
M,...|m,ms|... 2u,—1 1 1 


Das Dreieck MN, W, Mt, liisst sich auch als das Diagonaldreieck 

des Vierseits: 

eG, G, G3, wo G, = |9: 92 

ist, auffassen. Diese vier Seiten sind die Collineationsaxen fiir die 
vier Paare perspectiver Dreiecke mit gemeinsamem Centrum ¢,, zu 
welchen sich die sechs Eckpunkte a,, a,, a3, 04’, @) ds anordnen lassen.*) 
Analog ist das Dreieck M, M, M, das Diagonaldreieck des Vierecks 
c, G, G, G,, wo G, = (gi:gx) ist; diese vier Eckpunkte sind die 
Centra fiir die vier Paare perspectiver Dreiecke mit gemeinsamer Axe 
c,, zu welchen man die sechs Geraden a,’, ay’, a,, @,, @, @; anordnen 
kann. 

IIT) Von weiteren Schnittpunkten und Verbindungsgeraden, welche 
sich aus der betrachteten Figur zweier perspectiven Dreiecke ergeben, 
sollen mit Riicksicht auf eine unten folgende besondere Anwendung 
noch folgende sechs Schnittpunkte aufgefiihrt werden: 





(¢, ¢')---—(G- +1) 1 1 

(¢y €3) ++ U;, us Uj; uw, Uj, 
(10) (€2 Js) °° a U2, Ui; 

(€3' 92) os U1. U2; 

(€3 J.)* °° U;; —(U,,+ Up) Uy U2; 

(€y'93)* > 0; us U,, —(Uy,+U,,) . 


Die Gesammtzahl dieser Schnittpunkte betriigt(zufolge der cyklischen Ver- 
tauschung der Indices) 18; entsprechend erhalt man 18 Verbindungsgerade. 

IV) Die besonderen durch die Bedingung U = 0 bestimmten Fille 
fiir die Lage zweier einfach perspectiven Dreiecke sind leivht zu 
erledigen; dieser Bedingung entspricht je nach der Deutung der ana- 
lytischen Ausdriicke entweder der Fall, dass die drei Seiten des zweiten 
Dreiecks A’ sich in einem Punkte schneiden oder derjenige, dass die 
Eckpunkte des ersten Dreiecks auf einer Geraden liegen. 


*) Vgl. Wedekind a. a, O. 
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§ 2. 
Zweifach perspective Dreiecke. 


1) Sollen die beiden Dreiecke A und A’ eweifach perspectiv sein, 
d. h. soll ausser der Beziehung: 
123 
12 3 


Cy — 


(18) 





auch noch eine der drei Beziehungen:*) 


123 12 3 123 
(11 «) * 7s, it » (11) ir de 
Cay — ea) Cay — a) Cis) — & a) 
wobei die Anordnung der Ecken (oder Seiten) des Dreiecks A’ den 
negativen Permutationen der Indices 1’, 2’, 3’ entspricht, stattfinden, so 

muss bez. 
(12a) uw, = us, (128) u, =u, (12y) u, =, 
sein. 
Denn fiir die erste Beziehung (11a) folgt, da 
Cry = [by bogby.{ oder cry = (044 59.5) 
sein muss, aus (vgl. (4a) und (48)): 


| 0 —1 1 
it —1 0 


oder aus: 


o -¢ 13 Uj. | 

U» — Ui, 0 | = U.(u,—u,) = 0 

Us; 0 +. Ui; 
die Bedingung u, — u, = 0. Hierbei ist U 20 vorausgesetzt; auf den 
Ausnahmefall U = 0 (vgl. § 1, IV) wird unten unter V hingewiesen 


werden. Analog folgen fiir die beiden anderen Beziehungen (118) und 
(1ly) aus 


Cry = [B13 boy bgy| Oder aus ci) = (bg, day 043) 
und aus 
Cos) = |Byp boy yg) oder aus cg) = (by, dy, s3) 
bez, die Relationen (128) und (12y). 
2) Nehmen wir die erste Bedingung u, = u, erfiillt an, so folgt 
(vgl. (3) und (3@) in § 1): 
*) Vgl. Rosanes, Schréter, Valyi a. a. 0. 
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U = U,, (U2; — Uys) = (1 — tty) (2 — tty — uy Uy) 
(38) U,,=u,2—1; Uy, = Uy = uu —1 
U,, = U;=1—u,; Uy=1— 4. 

Damit ergeben sich u. A. folgende einfachere Werthe fiir die 
Coordinaten von Punkten und Geraden der Figur (vgl. Formeln (2), 
(4) und (5) in § 1): 
ay s++—(u+1) 1 1; 

b,.---0O —1 1; B,...1 04,41; b,..-1 w+1 0; 





1— &% 
. Gq Sa 1D; gee dD 1A; 
(13) on 
. * .* 1 — Ug 
ere rere Me %u%—1 1 1; 
, 1 
Ca) =e, =e; = 9; ere ry 1 7 


Ausser dem Kegelschnitt K, (s. Formel (7) in § 1): 
(Ta) K,=u,2,?+u,2,?+u, 2,7 +24,2,+22,2,+22,2, = 0, 
in Beziehung auf welchen die Dreiecke A und A’ in der urspriing- 
lichen Anordnung polarreciprok sind, erhalten wir einen zweiten 
Kegelschnitt*): 
(7B) Ky = a2 +a,? +2? +22, 4,242, +242, = 0, 
. in Beziehung auf welchen sich die Dreiecke A und A’ nach der An- 
ordnung { y “ polarreciprok entsprechen. Diese beiden Kegelschnitte 
bertihren sich doppelt, so dass b,, die Beriihrungssehne, b,, der Pol 
dieser Beriihrungssehne ist, wie sofort aus: 

K, — Kw = (&%—1) @%— a4)? = 0 

hervorgeht. 

Auf der Beriihrungssehne liegen a,, a,’ harmonisch zu den Be- 
riihrungspunkten; durch den Pol 6,, gehen a,', a, harmonisch zu den 
beiden gemeinsamen Tangenten**), so dass das Dreieck a, a,’ bj, 
(oder a,’ a, b,,) in Beziehung auf beide Kegelschnitte ein gemeinsames 
Polardreieck ist. Die beiden auf der Beriihrungssehne 6,, liegendeu 
Centra ¢, und ¢q) (und die beiden durch b,, gehenden Axen ¢, und cq) 
bilden zwei gemeinsame Polardreiecke: 

: Bis Gy Py (Oder by ce, py, ) 
und 


; biz Cay Pay (Oder b,, cay Pa), 
wobei 


*) Vgl. Valyi, Archiv f. Math. u. Phys. IL R. Bd, 2, S. 320 fg. 
**) Vgl. z. B. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen, 8. 138. 























Perspective Dreiecke und Tetraeder. 


(142) . s++(bye, )+--—-2 1:1 

Pay + * (yy Ca) +++ — 2u, 1 1 
und 

2a1— 

|, oe [bi Gy |. - 1 1 
(386) | 2 (ty Ue — 1) 

Pe Rete} ae 2 8 
ist. 


Das polarreciproke Entsprechen der Punkte und Geraden der 
Figur in Beziehung auf den zweiten Kegelschnitt Ky) erhellt aus dem 
nachfolgenden Schema, in welchem die sich entsprechenden Gréssen 
untereinandergesetzt sind; die eingerahmten Gréssen entsprechen sich 
auch in Beziehung auf K, polarreciprok: 


a | 


= A =| | Cy Cyto Cy fy fo fs fr Te fs’ | 1 | Hoo Yss Die Des Yar Dis 923 Ys2 
=|9:|= Cy | 3 es Cy fy fs fo hi fs fy In| hgs hae hgs hes hie Rar his hse 
Hee hss Hsr Hes iz Her Hrs Hse 

Tagg Neg Iya Ihag heyy yg hag hyo - 


My’ as’ | by, (boo b33 Oyo bas O34 O43 bar bye 
Ay, My | By | Dys Dag Dy, Dag B42 Bo4 B43 B50 


Gla =e = 


Cy 


a, 


ly Ag | a,’ 
, 
a, 


As Gy | a, | 

















, 
é° =e = 





hu 


his 





3) Von weiteren Beziehungen, welche aus der Figur zweier zwei- 
fach perspectiven Dreiecke resultiren und durch das zweifache Ent- 
sprechen der Punkte und Geraden ein besonderes Interesse darbieten, 
médgen nur noch die folgenden hervorgehoben werden: 

I) Die Anwendung des in § 1, I) aufgefiihrten Satzes von Veronese 
auf die Dreiecke g, gg; und g; 9.93, Wobei g, = Ca) und g, = cq ist, 
ergiebt folgende specielle Relationen: 


1 — Ut, 
Cy ie 1 1 
e ¢,@ ie! Feit — sy) 1 1 
(87) “1 - 
¢,®) > 2 tl — (1 + te) ] 1 
Uy (1 — Up) 
1, = b,, ... |G, c,M|...0 —1 1° 
Cy 7.9.9 1 1 1 
, 1+ % 
ec, oie © << 2 3 
™ + te 
(8d) : 
c,®) “a3 = t 4 
E wth : (¢ ¢,{) c,)) eee 0 — 1 1 . 








Wendet man denselben Satz auf die beiden Dreiecke A und A’ 
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in der zweiten perspectiven Lage an, so erhilt man das Dreieck 
G1 go™ gs oder c, f, f,’, welches sowohl zu a,a,0,, als zu a,’ ay ay 4 
perspectiv ist, dass die Axe ¢,) dieselbe ist, die drei Centra Cay cf 


¢@ 
a) “iy 
auf einer ten (1 liegen und analog das Dreieck g,'» g,“) g,™ oder 
¢, ff, welches sowohl zu a,’ a, a, als zu a, a, a, so perspectiv ist, 


dass das Centrum (i) dasselbe ist, die drei Axen ¢,,,¢({), ¢(% sich in 


einem Punkte {;;, schneiden. Es ergiebt sich nun: 


Ge—t 
cM). aa (1 + Ug) (06; %, — 1) 
Ca) 1— % 

~ ee Uy Ug(1-- Uy) — 2 
a (1 — tty) 


ml 


(ay °°: 


= = (1) (2) 
i) i” = diy + |Cn Oel ¢]..- 


1 

Ug 
a... Met! 

“(ty it, *? 


@) ... 
ct) Uy Uy 3 


(a = = b,--- (Cae sc) e- <3 3 


C1) 1 1 





IT) Aus dem in § 1 unter II) abgeleiteten Satze folgt einmal, dass 
die beiden Dreiecke m, mM, m, und m, m,m, zweifach perspectiv legen 
und zwar bez. mit den Centren ¢,, ta) und den Axen ¢,, ¢q), wobei 


m,=pa, und m, = pa) 
(s. Formel 14a) und £)) ist. 
Zweitens folgt, dass die der zweiten perspectiven Lage der Dreiecke 
A und A’ entsprechenden Dreiecke m,“ m, m,® und m, m,% m, 
ebenfalls zweifach perspectiv liegen und zwar bez. mit den Centren 
Ca), ¢, und den Axen ¢q, c, Man erhilt: 
=| Byr 6) [py ++» — SMD 1 
Uy Up (Ug-+-2) — (2 tty + 1) Me 
Uy Uy — 1 : 


6! Bye fy’ | a Uy Ug (Ug + 2) — (2 Ug- 1) 


t. 
™ ty Ug — 1 


4 Mg") +- [Dog fy | 


ms 
my) ++ (Dype, ee = - l 1 


—2 1 
my +++ (Bagh; )e*: p MEE tI 


, Uy Ug(Ug — 2)-+- 1 
tg ++ (Dgofy’) ++ . te %—? 1a (Me — 2) -F 


Uy 
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9° « 
MD. -« (mya)... — Bette hte) F(A Baty) 1 1 
= UU; Ug — 1 
(97) 2,0... (m6 m,)... 1— u, 3—2u,—u, 4, + 6, %.—1 
Mi... (am, m.)... 1 — u, u,u,—1 3—2u,—ue, 
2 Uy Ue — 1 
M,--+| ms mg® |... =“ 1 1 
s Ug 
ine 
(90) M,™---|my™ m, | --- 1 2—t%, tt, 
M,-+-|m, m, | --- 1 Uy 2—u% . 


Dabei entsprechen sich m, m, m, und mm, m,@ als Polar- 
dreiecke in Bezug auf Ky), dagegen m,m,m, und m, m, m,@ 
als Polardreiecke in Beziehung auf K,. 

III) Die Construction der sechsten Ecke (Seite), falls die tibrigen 
fiinf Ecken (Seiten) gegeben sind, ergiebt sich unmittelbar aus den 
obigen Beziehungen.*) Fiir die Construction der sechsten Seite a,’ 
z. B. ist: 

| @y Gy'y By My | =| by, by | = cy, 
| ay ay’, @s Gy’ | =| yy Oyo | = Ce, 
| As Cy, Gy Cay | =| bys bag | = ay 

IV) Von den in § 1 unter III) (10) aufgefiihrten weiteren 18 
Schnittpunkten, fallen hier wegen 


’ 
a Meaatle Sek Scumpte: 


6mal je zwei Schnittpunkte in einen zusammen, niimlich die in dem 
folgenden Schema untereinanderstehenden : 


(102) (€, ©’) | (€ ¢') (€; 92) | (1, 9s) | (€;' €) | (€,' es) , 
(91 €) | (Oy &3) | (€1' Go) | Cx’ Gs) | (Os 2) | (Gr es) 
Man wird dies sofort auch aus den Werthen fiir die Coordinaten 


mit Beriicksichtigung von u, = u, bestiitigen. Analog fallen von den 
entsprechenden 18 Verbindungsgeraden wegen 











y= =H = Cy 
6mal je zwei Gerade in eine zusammen. 

V) Von besonderen durch specielle Werthe fiir u, oder u, be- 
t2-+1) dingten Fallen fiir die Lage zweier zweifach perspectiven Dreiecke seien 
hier einmal die Degenerationsfille erwiihnt, welche aus der Bedingung 
U =O resultiren. Alsdann muss (vgl. Formel (38)) 


2 
entweder u—=1 oder wu, = —— 
y . 1 Ug+ 1 
sein. 


*) Vgl. Schréter, Math, Ann. II, p. 554. 
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Die diesen Werthen entsprechenden Beziehungen lassen sich leicht 
aufstellen und geometrisch interpretiren. 

VI) Sodann mége mit Riicksicht auf eine spiiter bei den zweifach 
perspectiven Tetraedern folgende Anwendung (s. § 9 — 2)) noch der 
durch die Bedingung: 


(16) Uy% = 1 oder (16a) u,— 2 
2 


bestimmte specielle Fall kurz betrachtet werden. 
Man erhiilt hierfiir: 


ay _ bos = b>, 222 Uy oS aot 
ay” =s bs, = Dyo ‘i Uy : oe l 0 
(16 8) Sa cole a 


, 1 
C(1) = ay see 1 0 QO; Ca) = a, ° e . 1 Be 

Ug 
d. h. es liegt a, auf a, und a,’ auf ay. 

Die einfache Construction von a,’ und a,’, falls a,, a,, a, und a, 
gegeben sind, sowie auch die Beschaffenheit des der zweiten Deatung 
der analytischen Ausdriicke entsprechenden Falles ist leicht zu finden. 

Der ganz specielle Fall, in welchem auch a,’ auf a, liegt und 
welcher durch die Bedingung: 

U, = Ut, = Uy = — | 


‘charakterisirt ist, wird in § 4 unter II) noch betrachtet werden. 


§ 3. 
Dreifach perspective Dreiecke. 
1) Wenn ausser der Beziehung: 
1 3 
1 


‘eo « 
. 


bo bo 


(1) s 


Gq —& 


noch eine der beiden Beziehungen: 


123 123 
(1) vor, aaysr?, 
&—& G&-—-& 


wobei die Anordnung der Ecken und Seiten des Dreiecks A’ den beiden 
anderen positiven Permutationen der Indices 1’, 2’, 3’ entspricht, statt- 
findet, so folgt auch jedesmal die andere Beziehung und die Dreiecke 
A und J’ sind dreifach perspectiv®). Denn wenn ausser 





*) Vgl. Rosanes, Schriter, Valyi, a. a. O. 
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Cy = |Dyy Byy byg| oder cy = (by, bye bys) 
auch 
Cy = |byo bys byy| Oder Cy = (Dy gs si) 


sein soll, so muss (vgl. (4@) und (48)): 





| 0 —1l tt 
Us 0 —1\)=0 
—1l % 0 
oder 
| 0 —i, Gy | Oo —-1 wy 
U3 0 — Us, | = U. Us 0 —1\=0, 
| — U1 0, oO | o § Uy 0 





also, falls nicht U = 0 ist, die Bedingung: 
(17) Wy Uy Uy = 1 
erfiillt sein. Dieselbe Bedingung resultirt aus (10), d. h. aus: 
Cy = |by3 bay bq] oder cy = (0,3 by, b5.)- 
Da fiir diese Relation (vgl. (3) und (3a)): 
U =3 — (u,+u,+4,) 


a ee _ Us, Cae _ Uy 
en Peg ey Sees 
Pe wae ee 
U3; = Uy l= Us 
folgt, so erhilt man: 
Cy +» [bys Bog gg]... 1 12 1 i 


Cy.» + |Byo bog bg | =f. —h =f Lowy oder 


(18a) 4 u, 1 + oder = u, 1 


Ug 


’ , ” 1 
C3 +++ [Djs bay bel =f =f = fy. +. 1 te Ms oder 





=} Us, oder ~~. 1. 
Up Us 





1 1 1 
ie se ce 2 


- a e 1 1 
Cy +++ (Dy bos O51) =f, =fe =Fg°°° iw, — % (i —tm) oder 


18 . =e. © Me ne 
( B) U; (1 — Ug) 1—ty 1— ty oder 1—Ug Ug (1—%U,) 1— thy 





1 1 Uy 
1— Ug Ug (L—Us) 1—% oder 
Us 1 1 1 Us 1 
—*_ _-_. _______. 9dgr —_______. _ "3. ___, 
1—tg 1—ty Ug (1 —%4) U, (1—tg) 1—Uy 1— 
Mathematische Annalen, XXVIII. 13 


C3 +++ (D304 go) =f; = fo’ = f° 
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Das Dreieck ¢, ¢, ¢; ist zu jedem der beiden Dreiecke a, a, a, und 
a,’ dy a,’ dreifach perspectiv, wobei die Centra der Perspectivitit bez. 
durch die Ecken des dritten Dreiecks a,’ a, a,’ und a, a, a, gebildet 
werden; analog ist das Dreieck ¢, c,c, zu jedem der beiden Dreiecke 
a; dy a, und a, a, a, dreifach perspectiv, wobei die Axen der Per- 
spectivitat bez. durch die Seiten des dritten Dreiecks a, a,a, und a,’ a,’ a,’ 
gebildet werden. Es erhellt dies sofort aus der nachfolgenden Zusam- 
menstellung, in welcher einerseits (19(«)—(y)) auch die zugehérigen 
Axen, andererseits (19(«’)—(y’)) auch die zugehérigen Centra der Per- 
spectivitét angegeben sind: 


ay ly As Qy ly As ne (ly Ag 














(19.«) Gy’ Ay Mz =“ Mg yg. Gy’ Ay 
. ete &—-& C3 — Cy 
My Ay Mg My My Ay My Mg Ag 
(198) 22. 2. 2 
a," =e ¢,” My’ se Cy (ls = C,” 
My My Mg «sg Ay Mg, yy. Ag. 
(19y) Cy Cy C C3 Cy Cy Co Cy Cy 
My a CG” My es raed Ms — ad 
G@; @, G@, G Ga, A Ay ay 
(19¢’) i a i A A i i 
at Cy — Cy Cz — Cs 
@, 42 G4, 4; Ag = Ay Ag 
(196’) et, | ae. eek, 
Ay — Cy" Ay — CQ” ay — 
a,’ ay, as, a,’ ay As, a,’ a,’ ay 
(19y’) C, , Cy & Cy Cp Cs & 











Ay— Cy" yg — "ag — 3” 

2) Werden die Seiten der Dreiecke ¢, Cy C33 ¢)” Co” C3°3 ()” G2” C3” 
bez. durch C,, C,,C,; C,”, C,”, C,"; C,", C,”, C,” und analog die 
Ecken der Dreiecke ¢, ¢, Cy; ¢," C," ¢3°3  ¢," €)” ¢,” bez. durch 
C,, ©, Gy; G,”, ©”, ©"; C,'", ©”, C,"" bezeichnet, so finden folgende 
einfache Beziehungen statt: 

In Bezug auf das Dreieck A entsprechen sich polar die in der 
folgenden Zusammenstellung (20@) untereinander gesetzten Grodssen, 
so dass den in der ersten Reihe stehenden Punkten die darunter ge- 
setzten Geraden als harmonische Polaren (Harmonikalen) zugeordnet 


. 


sind. 
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Perspective Dreiecke und Tetraeder. 


, , ’ ” ” ” ” ” ” 
My My Mz 4° a ag 6,” CC” Ga cy G, © 
G@, a, a, OC," C,"C," ay ay ay &" C2" es" CO, C, Cy. 


(20 a) { 


In Beziehung auf das Dreieck A’ als Fundamentaldreieck ent- 
sprechen sich die in (208) untereinandergesetzten Gréssen polar: 


, , , “rr id “er “" “rr “er 
(20 B) c GG; A GM, ay 0," CY" CO," ey” €" ¢,"" OC, C, C, 
’ ’ , “en “rn “wr or one or 
MY A ag GE," 6," M, Mp Mg G & ts” ©, © &, 
so dass also den Punkten ©,, ©,, ©, in Beziehung auf beide Dreiecke 


A und A’ die Geraden C,, C,, C, als Harmonikalen entsprechen. 
Dean fiir das Dreieck A als Coordinatendreieck ergiebt sich leicht: 





. +e. Se i—% 1% 
: Uy Ug Uy 


(21) JG, +++ t(1—%) = 1—w, 


{G, --- =" u,(l—w) l—ay, 

















: al Us Us 

Q:: 1— % i—-“, 1—% 
4 y eee i Uy 1 

(218) C, Ug (1 — Us) 1— & 1 — U, 
—- i 1 

(Cs 1— Uy, Uj (L— Us) 1—%y 


1—uU, 1—%, 








¢," “ee 1 — Uy — — 
(22 «) : . 
G, = |C, Cs | see * ] 1 
R ” 1 Us Ug 
pate i], Fy Fon 
(228) LF Ee 
C,” = |¢"¢ % eee =. P — a 
’ 2" i—u, i—u I1—%’ 


wobei in (22«) und (228) die Coordinaten fiir c,”, c,”; ©,", ©,” u.s. f. 
sich bez. aus denen fiir c,”; ©,” u.s. f. durch cyklische Vertauschung 
ergeben, wihrend in den Formeln (21a) und (218), ebenso wie in 
(18@) und (188) die Coordinaten jedes einzelnen Punktes (jeder ein- 
zelnen Geraden) durch die cyklische Vertauschung sich nicht indern. 
Fiir die Gréssen ¢,”", ©,", ¢,”, C,’” erhilt man in Beziehung auf das 
Dreieck A’ als Coordinatendreieck dieselben Coordinaten, wie bez. fiir 
c,", C,”, ¢”, ©,” in Beziehung auf A, wihrend die Coordinaten von 
Cry Coy Cg} ©, ©, ©, in Beziehung auf A(A’) bez. denen von ¢,, ¢;, C9; 
C,, C3, C, in Beziehung auf A’(A) gleich sind. 

3) Fiir jede der drei perspectiven Lagen existirt ein Kegelschnitt 
K,, K,, K,, in Beziehung auf welchen sich die Punkte und Geraden 
13* 
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der Figur polar entsprechen. Die Gleichungen dieser drei Kegelschnitte 
sind*) (vgl. 7): 


(Ty) K, =u, 2? + u,2,? + Uy 25? + 2%_%, + 22,2, + 22,2, —0, 
. on . os 2 
(70) K,=2,? +u,2,2+ = Ly? + a, 72% + 22,2, + 2u,2,27,— 0, 
1 2 
(je) Kye=a?+ 4 Ly? + UH? + wu, 72% + 2u,%, 2, + 22,2, = 0, 


Das polare Entsprechen der Punkte und Geraden in Beziehung 
auf diese drei Kegelschnitte, welche sich im Allgemeinen nicht be- 
riihren, wird aus der nachfolgenden Zusammenstellung (23) ersichtlich. 
In derselben sind bei den Punkten a, a’, c’, c” (den Geraden a, a’, 
ce”, e”) nur fiir je einen Punkt (Gerade) die Beziehungen angegeben, 
da sich diejenigen der beiden anderen Punkte (Geraden) einfach aus jenen 
durch cyklische Vertauschung der Indices ergeben. Fiir die durch die 
grossen Buchstaben ©, ©’, ©” (C, C”, C’) bezeichneten Punkte 
(Geraden) sind die Beziehungen genau dieselben, wie diejenigon fiir 
die mit kleinen Buchstaben c, c’, c’” (c, ¢”, ¢’”) bezeichneten Geraden 
(Punkte). 





in Beziehung auf 





Es ent- | > 
spricht K; | K, | K, 
a3 | 
y a, | sy 
a; a,’ My’ Ms, 
Q, ay a, hy 
a,’ a, Ms Mo 
: 7 C; | ¢, c 
(23) % 3 | & 1 
ts Cy | &% C3 
C4 Cs Co Cy 
C3 Cy Cy Cs 
” “er or or 
C C, C3 C, 
LZ or } ow “rn 
Cy Cy | Cy 
c oer c ” Cc ” Cc. ” 
1 1 2 3 
” ” o” 
Cy C ty C3 








*) Vgl. Valyi, Arch. f. Math, u. Phys. II R., Bd, 2, S. 321. 
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4) Die drei Kegelschnitte K,, K,, K, haben ein gemeinsames Polar- 
dreieck, wie man sofort erkennt, wenn man die Jacobi’sche Deter- 
minante derselben (vgl. 7(y), (0), (e)) bildet. Verstehen wir unter 
ay’, Gq, ay) die linken Theile der drei in gleicher Weise bezeichneten 
Seiten des Dreiecks A’ (vgl. (28)), sodass 

a, = Ue, + & + 2B, 
a, = % +%,%+ 2, 
ds = 4 + 2% + Uy 2, 
ist, so ergiebt sich unter Beriicksichtigung der Relation (17) wu, u,u,—1 
6 & & 
’ , 1 , 
J a= | 92 “2% GS 
we ee , 


sy 1 ry 1 1 rs 
oe 3a,’ do a, — (- 3 — ¢ * —a,? 
= [3a ly Us ; a, > + a, > + 7 % )] 


i ‘ ‘ ‘ ‘ 
- (3 — uw, — u, — Ug) (u, 2,3 + Uy %,* + Uy 2,3 — 3a, 2%) = 0, 


Uy 
also falls U=3 — (u, + u, + u,) nicht Null ist, die Curve dritter 
Ordnung: 
(24) U,2,> + Uy 2,° + us x,° — 32,2, 2, = 0 


als Jacobi’sche Curve der drei Kegelschnitte. Dieselbe zerfdlli aber 
in die drei Geraden: 


1 1 1 

(25 @) 1. wy? a + U,> t+ u,* a, =0, 
1 1 1 

(25 8) 2. uw? 2, + a. un av, + a-us® 2 =O, 
1 1 1 

(257) 3. uy & + & + Uy® ay + a?-y* x, = 0, 


wo « eine imaginiire Cubikwurzel der Einheit ist. 

Das durch diese drei (eine reelle und zwei imaginiire) Gerade ge- 
bildete Dreieck mit den (einem reellen und den beiden imaginiiren) 
Eckpunkten : 


on ae oe 

3 3 8 
(26 @) I, Uy es 
1 1 1 

-3 ee 
(26 B) Il. uw, > w+ % au, ", 
1 1 1 
(26 y) ma * ae.” am", 


ist das gemeinsame Polardreieck der drei Kegelschnitte K,, K,, K;, 
welches bei der Untersuchung auch passend als Coordinatendreieck 
gewihlt werden kann. 

5) Die Uebertragung der in § 1 unter 1) und IJ) fiir zwei einfach 
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perspective Dreiecke aufgestellten, sowie weiterer Lagenbeziehungen auf 
die vorliegende Figur wird man unter Beriicksichtigung des hier statt- 
findenden dreifachen Entsprechens der Punkte und Geraden leicht vor- 
nehmen kénnen, Hierbei ist zu beachten, dass beim Uebergange aus 
der ersten in die zweite und in die dritte Lage die Indices der Gréssen 
a, ay, sowie die zweiten Indices der Gréssen b;x (dix), ix (Aix), dagegen 
die ersten Indices der Gréssen },;,(hix) (vgl. Formeln (4) und (5)) cyklisch 
zu vertauschen sind, wahrend die Punkte ¢, ec’, g (die Geraden (e, e’, g) 
einfach nach dem Schema: 


C1 — §3 — Co) €& — 93 — &; 
¢ 5 , > , 
(27a) } et — gi — Cs (278) { & — 9, — &; 
C3 — $2 — & 5 C3 — Jo — & 


eyklisch zu vertauschen sind. 

Indem wir auf die Durchfiihraing dieser Uebertragung im Einzelnen 
verzichten, wollen wir im Folgenden die einfache Construction der 
sechsten Ecke (Seite), wenn fiinf Ecken (Seiten) der beiden Dreiecke 
A und J’ gegeben sind*), angeben, und sodann noch einige fiir die 
in’s Auge gefassten Anwendungen besonders wichtige Specialfdlle fiir 
die Lage zweier dreifach perspectiven Dreiecke betrachten. 

1) Die Construction z. B. von a,’, wenn 4, a, a3 und a,',a,° gegeben 
sind, ergiebt sich einfach nach folgendem Schema: 


(ay My’, My My") = (04; bye) = Gy, 
(My Ay’, Mg Oy’) = (byobgy) = C2, 
(Mg Cyy My Cp) = (Og bog) = ay 
11) Besonders beachtenswerth erscheint der Specialfall, in welchem 
die drei Collineationsaxen ¢,, ¢,, ¢, sich in einem Punkte schneiden, 
wobei zugleich, falls U Zz 0 ist, die drei Perspectivitiitscentra ¢,, ¢,, Cs 
auf einer Geraden liegen. Die Bedingung hierfiir ist (vgl. 18a): 


a 
1 
9 1 — di 1 E 3 1 oii 
(28) u, °° |=O0 oder = + = + — = 3, 
1 
1 tl. — 
2 A 
Aus den beiden nunmehr geltenden Relationen: 
1 1 1 
(17) = = tee 
28 aie ie 
(28) atr=at=o* 


folgen leicht die nachstehenden: 








*) Vgl. H: Schréter, Math. Ann. II. Bd., p. 554. 
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(292) U= oo 
, 1 1 1 
am 1—~ 2.2254 u Bae fe ee 
/. “at rai a 


=— 2:1—y—4u,+1:1+/—4y, +1, 
p32 = bu) (1—V— 441) 








Ug 2 Uy ? 
29 anny 
me p— tt =) 4+ Y= 4 F1) 
Us 2M ? 
1 38u—1+ (1— 4) V—4u,41 
ee a ? 
(299) ™ a 
' A 3 —1— (14) V4 $1 
Us sae 2 Uy 


Alsdann fallen nicht nur €,, ©, ©, sondern auch ¢,”, ¢,”, ¢,” 
und ¢,"", Cy”, cs” (vgl. (2le@) und (228)) in dem einen Punkte I 
(26a), der reellen Ecke des gemeinsamen Polardreiecks der Kegel- 
schnitte K,, K,, K, zusammen (298). Ebenso fallen nicht nur 
C,, C,, Cy, sondern auch ¢,”, ¢,”, ¢,” und ¢,"", ¢)”, ¢;” (vgl. (218) 
und (22@)) in der einen Geraden 1 (25a), der reellen Geraden des 
gemeinsamen Polardreiecks, zusammen. 

Durch den Punkt I, welchen wir durch © bezeichnen wollen, 

1 1 1 


(30 «) C-+-u, * ty * ty 
gehen also die drei Strahlentripel : 
C Cy C3) 
C," C,” C;"; 
Cc,” G,” Cc,” 
hindurch, wihrend auf der Geraden 1 oder C 
i 32 
(308) C++ +t” thy” ths” 
die drei Punkttripel: 
% % &) 
C,” ©,” €,”, 
’ C,”” C,” ¢,” 
liegen. 
Ferner schneiden sich die drei Geraden g,, g,, g, (58) in einem 
Punkte, niimlich in ¢,, ebenso e,’, ¢,, €, im ¢c, und @, @, €; IM Cy, 
so dass man hat 


(31a) C) = (GpGoGs)> Co = (&y y's’), Cg = (Cy Cy) 
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und entsprechend 
(31 £) Cy =| GiSeGsl> Co =| eye ty |, Cy =| Cy Coes |- 

Das polare Entsprechen der Punkte und Geraden dieser besonderen 
Figur in Beziehung auf einen der drei Kegelschnitte K,, K,, K, oder 
auf eines der Dreiecke A, A’ oder auf das gemeinsame Polardreieck 
wird man mit Benutzung der gegebenen Relationen leicht genauer ver- 
folgen kénnen. Bemerkenswerth ist aber vor allem derjenige Kegel- 
schnitt K, welcher von den beiden Seiten 2 und 3 bez. in III und I 
((25) und (26)) beriihrt wird und in Beziehung auf welchen die Dreiecke 
A und A’ sich selbst conjugirte Dreiecke sind. Die Gleichung dieses 
Kegelschnitts fiir das Dreieck A als Coordinatendreieck ist: 

3 3 3 
(32) K=u,° 22+ 4,° 2? + u,° x2 =0. 

In Bezug auf ihn entsprechen alle durch accentuirte (uicht accen- 
tuirte) deutsche Buchstaben bezeichneten Punkte der Figur polar bez. 
den durch accentuirte (nicht accentuirte) lateinische Buchstaben be- 
zeichneten Geraden. 

Ertheilt man einer (noch willkiirlich annehmbaren) der drei Gréssen 
U;, U,, Us z B. dem w, specielle Werthe, so resultiren besondere Fille 
dieser Art von dreifach perspectiven Dreiecken. 


1) Fir u, = t ergiebt sich (vgl. die Formeln (17), (28), (290)) 
(33) “. = i » Uy = 4, = — 2. 

‘ Da in diesem besonderen Falle die beiden Dreiecke A und A’ 
vierfach perspectiv werden, so soll derselbe spiiter (s. § 4 unter III), 
nachdem die fiir vierfach perspective Dreiecke geltenden Relationen 
aufgestellt sind, betrachtet werden. 


2) Fir u,—— 1 ergiebt sich: 
(34) u=—1, u=——(Y5+2), u—ys-2 
oder 
(34) u=—1, u=— cotg*g, u; = tang’, 


wenn durch @ der Winkel: 


(35) tang p = 2sin = = Mem tang 29 = 2 


bezeichnet wird. 

Die durch diese besonderen Werthe bestimmte Figur, welche mit 
der eines s. g. zehnfach Brianchon’schen Sechseckes identisch ist, 
soll, da man auch durch Specialisirung der fiir vierfach perspective 
Dreiecke geltenden Relationen auf anderem Wege zu derselben Figur 
gelangt, in § 6 genauer betrachtet werden. 














































Perspective Dreiecke und Tetraeder. 189 


III) Der durch die Bedingung U = 0 bestimmte Fall fiir die Lage 
zweier dreifach perspectiven Dreiecke (vgl. § 1 unter IV) lisst sich 
einfach auf den soeben unter II) betrachteten zuriickfiihren. Denn mit 
Riicksicht auf die oben angegebenen Beziehungen (s, die Zusammen- 
stellung unter (19)) braucht man nur die beiden Dreiecke a,’ a, a,’ und 
(, Cots (oder a,’a,’a,° und ¢,¢,¢,) mit einander zu vertauschen, was 
einfach durch Coordinatentransformation erreicht wird. 

Aber auch die folgende Behandlung fihrt hier rasch zum Ziel, 
wenn man beachtet, dass aus 

U=0 und u4,u,4,—1 
die Relation: 
(36) uy + + uy; = 3 
resultirt, so dass sich die hier geltenden Beziehungen sofort aus den 
unter II) aufgestellten ergeben, wenn man iiberall w,, «,, wu, durch 
ihre reciproken Werthe ersetzt. Die Art und Weise, auf welche als- 
dann die Punkte und Geraden der Figur ihre Rollen tauschen, ebenso 
auch die einfache Construction von a,', a,’ (oder a,’, a;), wenn das 
erste Dreieck A und a,’ (oder a,’) gegeben sind, lisst sich leicht er- 
kennen. Auch kénnen die unter II 1) und 2) angefihrten speciellen 
Fiille bei dieser Art der Betrachtung erhalten oder durch Uebertragung 
behandelt werden. 

Wenn endlich fiir zwei der drei Dreiecke, z. B. fiir A’ und das 
durch die Collineationsaxen (oder Centren) gebildete Dreieck die drei 
Seiten sich in einem Punkte schneiden (die drei Ecken auf einer 
Geraden liegen), so wird der triviale durch das Werthsystem: 

(36 a) 4 =U =U, = 1 
charakterisirte Fall erhalten. 


§ 4. 
Vierfach perspective Dreiecke. 


1) Gwei Dreiecke A und A’ sind vierfach perspectiv, wenn ausser 
der Beziehung: 


bo 


1 3 
v?73 


bo 


(18) 





Gay 

entweder die drei Beziehungen (§ 2): 
12 3 12 3 1 
(11 @) Y 3 ia (ip) 327 , (lly) 2 


Cay — 


2 3 
ne. 


Cie) — Ce) C3) — Cs) 
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von denen je zwei im Verein mit (1) die dritte zur Folge haben, 
oder die beiden Beziehungen (§ 3): 


12 3 12 3 
if 52%, Ge S25. 
Cg — C2 C3 — C3 


von denen je eine im Verein mit (18) die andere zur Folge hat und 
eine der drei Beziehungen (lla), (118), (11y) bestehen. 

Fiir die erste Art der Darstellung ergiebt sich als Bedingung fiir 
die vierfache Perspectivitiit die Relation (vgl. (12@), (128), (127)): 
(128) U, = Uy = Us, 
fiir die gweite Art der Darstellung als Bedingung der Verein der 
Gleichung (vgl. (17)) 
(17) ty Uy, = 1 
mit einer der drei Gleichungen (12), (128), (12y) 

U, =U, oder u,=—u, oder uy, = uy, 

also eine der drei Relationen: 


1 ; " aes 1 ‘ 
(12) on Un? = U;’, (126) u,? = ee 


P 1 

(129) ,? = u,? = ~ 

Es geniigt natiirlich, die Betrachtung fiir eine Art der beiden 
Darstellungen durchzufiihren, da sich die eine Art der Anordnung aus 
der andern durch Vertauschen zweier Seiten (Ecken) des Dreiecks A’ 
ergiebt. Analytisch erhiilt man die Relationen fiir die zweite Art der 
Darstellung, wenn z. B. (18), (ly), (10) und (11@) fiir diese gewahlt 
werden, aus denjenigen fiir die erste Art dadurch, dass man in allen 
diesen Ausdriicken den gemeinsamen Werth wu, = u, = u, durch 


Yu, ersetzt und bei den Liniencoordinaten die erste Coordinate mit 


Vu,, bei den Punktcoordinaten die erste Coordinate mit ar multi- 
uy 

plicirt. Umgekehrt resultiren die analytischen Ausdriicke fiir die erste 

Art der Darstellung aus denjenigen fiir die gewihlte zweite Art, wenn 

man hier durchweg den gemeinsamen Werth /u, = = = x durch 


u, ersetzt und bei Liniencoordinaten (Punktcoordinaten) die erste Coordi- 


nate mit a (mit w,) multiplicirt. 
1 
2) Wir wihlen fiir die folgende Betrachtung die erste Art der 
Darstellung, fiir welche also die Bedingungen (120) gelten und be- 
zeichnen den gemeinsamen Werth u, =u, =u, durch w. Man er- 


halt (vgl. (3) und (3a)): 














(38) 
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U,, = U» = U3, =v — 1, 


[c =(1—u) (w+ 2), 


U,; = Us, = Uy»= 1 — 4, 
ferner (vgl. (28), (4), (5)): 





1° 


a, -:-ull 
(37a) {ay --- lel 
a, ---liluw 
a ++: —(A+4) 1 1 
(378) {a --- 1 — (1+ 4) 1 
My. ese 1 1 — (1 + u) 
Diy Oo —1 1 
(38 «) | Doo 1 oO —1 
bs ---—1 1 O 
Dy 0 —1 1 
(38B) { by - - 1 Q —1 
by, s+ + —1 1 0 
6. - 0 1 1+u 
(38 y) m = 
Dis 2 0 1 + U 1 
380 Bio > = s 0 = 1 U 
ony by: O u —1 
(39a) ¢« --.111 (398) +--+ 1L11 
Cu =e =e = % ae. 
(397) ) ca =e =e, = y ] : J 
, 1 
Heats Demat, Test 7. 
, 1 
Ci =, == (, =m (, — 1+u 1 1 
» Y ’ 1 
(390) { ca = t, = Ct, = ge ° 1 ie 1 
, 1 
Cay = C, =, Ga 1 1 T tee 
1 
/; eo 2 & 1 u 
(40 «) . ‘ 
re = 1 
1 
fics be 1 Tu 
(408) 
1+u any 1 
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| Ay, -- 011 
(40 y) hie +: Ow 1 
| hig s+ O1 
bi --- O 1 l 
(400) bo: :: O —(1+4) 1 
er oe ee ee 
hi ie in. 1 1 
(406) | hy --- u w+u— 1 
gt > + u l wtu— i 
Niu 7° : 1 1 
(402) } bn --- — (li+u) @&+u—1 1 
hs s+: —(1+4) 1 u? +u—1. 


Vou den in § 1 unter III) (10) aufgefiihrten 18 Schnittpunkten 
(vgl. auch § 2 unter IV) fallen hier 3mal je 6 in einen Punkt zu- 
sammen; diese drei Punkte ©), G2), Gis) sind die Eckpunkte des durch 
die drei Collineationsaxen cj), Ca, ¢) gebildeten Dreiecks. Analog 
fallen von den 18 entsprechenden Verbindungsgeraden hier 3mal je 6 
in einer Geraden zusammen; diese drei Geraden Cy), Ce), Ca) sind 
’ die Seiten des durch die drei Centren cq), cia), cs) besstimmten Dreiecks. 
Man erhiilt: 


Gay = + + Cm em) + = ee l l 
(392) y Ge ++ + (%s) Gy): - - 1 “ +s I 
\ Gis) + + + (Cay Cy) = * - 1 I Fe 7 ts 
L Cay ++ + fee cals — pre l 1 
(39 ¢) ay * + (Ca) Cal s+: ] ix 1 
Ce) - ++ [cay @| >: 1 1 — = 





Aus den Formeln (37) — (39) lisst sich eine Reihe von einfachén 
Lagenbeziehungen sofort ablesen. Die drei Geraden b,,, die Axe ¢,, 
die Geraden C,,, entsprechen sowohl in Bezug auf A, wie auf A’ als 
Harmonikalen resp. den Punkten },,, c,, Gj); wihrend in Bezug auf 
A die Geraden h,, den Punkten §,,, in Bezug auf A’ die Geraden 
h;, den Punkten §;, als Harmonikalen entsprechen. Auf jeder der 
Geraden a, (a,) bilden aj, ax (a, ax) und b,,, Her (+>) Jet) zwei harmo- 
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nische Punktepaare, und durch jeden Eckpunkt 4; (a,’) gehen je zwei har- 
monische Geradenpaare a;, a, (a;, a) und b,,, }y» (ber, hry) hindurch. 
3) Fiir jede der vier perspectiven Lagen existirt ein Kegelschnitt, 
hinsichtlich dessen die Punkte und Geraden sich polar entsprechen. 
Die Gleichungen dieser Kegelschnitte sind (vgl. (7) und (7£)): *) 


(Ta) K, Sua? + uz,?+ uaz + 2x,2, + 22,0, + 22,2, = 0, 
(7B) Kw=uz?+ 2? + a? +2ur,4,+ 2a,7, + 22,2, = 0, 
(Ty) Km= 2? + ux? + 2? + 2a,%, + 2ua,2, + 2a,2, — 0, 
(70) Kwm= 2? + a,” + ux? + 2a,0, + 2a,2, +2ur,2,— 0. 
Aus den Relationen: 
K, — Ky = (u — 1) (% — 2)? = 0, 
K, — Ky = (u — 1) (x, -- 2%)? = 0, 
K, — Ky = (u— 1) (x, — 2)? =0 


(41 @) 





und 

Ki — Kis) = (wu — 1) (a, — a5) (— 2a, + % + 4%) = 0, 
Kis) —_ Ky = (u _ 1) (Xs _ Ly) (a, _ 22, +- %5) = 0, 
Kay — Kw = (uw — 1) (% — %) (% + % —2a;) =O 
ergiebt sich leicht folgendes: 

Der Kegelschnitt K, beriihrt doppelt jeden der drei Kegelschnitte 
Kw, Kix), Kg, so dass bez. b,,, b,., by, die Beriihrungssehnen sind, 
welche sich im Punkte c, schneiden, wihrend die drei Pole b,,, by», bs; 
auf der Geraden ¢, liegen. Die beiden Schnittpunkte Il, III der 
Geraden c, mit Ky), sowie die beiden von ¢, an Ky gelegten 
Tangenten 2, 3: 


(418) 





II 1a @e ae 2. 1 aa 
(417) lI. 1 «& « (416) 3. 1 @ a? 


bilden das Dreieck c, II III (oder ¢, 2 3), welches fir die drei Kegel- 
schnitte Ka), Ki, Kis) eim gemeinsames Polardreieck ist. (Vgl. § 3 
Formeln (25) und (26) mit Benutzung des oben angegebenen Ver- 
fahrens der Uebertragung). Dies Dreieck kann bei der Untersuchung 


auch mit Vortheil als Coordinatendreieck gewiihlt werden.**) In Bezug 
anf den Kegelschnitt K (S. Formel (32)) 
(32 «) K=2,+ 22+ 2,7? =0 
entsprechen hier nur bez. a,, b-,, ¢;, Dre polar den a,, by,, ¢,, hrr- 
Auf jeder der drei Beriihrungssehnen 0,,, b.., 03, liegen bez. 
My, 4°} My, My} Mg, A, harmonisch zu den Beriihrungspunkten, und durch 
*) Vgl. Valyi. Le 
**) Vgl. Valyi. 1c. 
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die drei Pole 6,,, 6.5, bs; gehen bez. a,, a; 3 @,, @); @,, a; harmonisch 
zu den Paaren gemeinsamer Tangenten hindurch. Die auf einer Be- 
riihrungssehne b,,. liegenden Punkte ¢,, cj) (und die beiden durch einen 
Pol b,, gehenden Axen ¢,, ¢,)) bilden zwei fiir die sich berihrenden 
Kegelschnitte gemeinsame Polardreiecke },,¢, p- (oder b,, ¢, p,) und 
ber Cor) Poy (Oder b,, Cr) Mir)), Wobei (vgl. § 2 Formeln 14) und 14£)): 


yrs: —2 1 1 
(40) fas «= 1 
Bren J 1 —2 
Mme: —2 = 1 1 
(40%) {p,--- 1 —2 1 
Ps 1 1 —2 
pup ss —2u 1 1 
(40) | Po cc: 1 — 2u 1 
Oe 1 —2u 
Pa ++ 21+ 4) 1 1 
(40%) { pay --- 1 2(1 + u) 1 
idle 1 1 2(1+ u) ist. 


Je eine der drei Geraden p, bildet mit der Geraden b,, ein Paar 
gemeinschaftlicher Sehnen der beiden Kegelschnitte Kj und Ky (vgl. 
(418)); je einer der drei Punkte », bildet mit 6,, ein Paar Schnitt- 
punkte der gemeinschaftlichen Tangenten dieser Kegelschnitte. 

4) Mit Benutzung der angegebenen Relationen lisst sich das polare 
Entsprechen der Punkte und Geraden in Beziehung auf einen der 
Kegelschnitte K, K,, Ky), Ky), Ki) oder auf eines der Dreiecke A, A’ 
oder auf das gemeinsame Polardreieck von Ky), Kia), Kis) leicht im 
Einzelnen verfolgen. Wir beschrinken uns darauf, noch einige wichtige 
Lagenbeziehungen der vorliegenden Figur hervorzuheben und alsdann 
einige besonders interessante Specialfille zu betrachten. 

Aus den Formeln (397) und (390) im Vergleich mit (37a) und 
(378) ist sofort zu erkennen, dass das Dreieck ¢y) ¢a) cs) zu dem 
Dreieck A und ebenso das Dreieck ca) ¢@) cg) zu dem Dreieck A 
vierfach perspectiv ist und zwar so, dass fiir die erste Beziehung die 
Axen ¢,; @,',@,,@,, fiir die zweite Beziehung die Centren ¢,; 4,’, a,', a3 
sind. Werden bei der ersten (zweiten) Beziehung die Centren durch 
C13 Cciys C12)» C@) (die Axen durch ¢,; Cj), a), Cg), die Seiten (Ecken) 
des durch die drei Centren ci), ¢@), ¢) (durch die drei Axen ¢(), ¢(), ¢)) 
gebildeten Dreiecks durch Cy), Cia), Cis) (durch ©), ©, Gis)) bezeichnet, 
so findet folgende geschlossene Kette von Relationen statt: 
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Ks ist Dreieck a,a,a, vierfach perspectiv zu 


(42 a) 


Cry Ceay (a) 
Cy Ca) Ce) 
Cay 62) Cs) 
si Cay Cre) Cosy 
(42y) » ” r ” 
Cry Cay (3) 
(420) Cy = cr). 


(42 8) 


a, a, a, mit Axen 
” 
mit Axen 
”? 
mit Axen 


”? 


C13 Cry» Seay, ps) 
” C13 Gy’, Ay, Gy 
C5 Cy, Ce), C03) 
” C15 Cw, Cee) ? Cis) 
C13 Cit)» Cy, CG) 
” C15 Ci ? Ce, Ce 


Us ist Dreieck a,a,a, vierfach perspectiv zu 


(42 a’) 


Cay Cc2) Cs) 


wey 


Cd) Ca) C3) 


42 F ” ” ” 
(227) \ Cry Cay Cia) 
(428°) Ge) = cw. 


a,’ a, a;° mit Centren 
”? 
Gir) ca) Es mit Centren 
”? 
{ Sa) Ge Ge) mit Centren 


”? 


Crs Cay, Ca, Ms) 
” C15 y's My, ag’ 
C13 Cay, Cees CB) 
» 3 Gay, Ee, Gy 
C13 Ca)» Cy CG 
» %} Ga, Ca, Cw 


Die Werthe fiir die Coordinaten der Axen und Centren iibersieht 
man aus der nachfolgenden Zusammenstellung, in welcher nur die 
dem ersten Index (1) entsprechenden Werthe angegeben sind, aus 
welchen die tibrigen durch cyklische Vertauschung resultiren: 


, 


ay; 


C(1) 


(43 a) | 
(438) 


(437) 


(438’) 





| 
| 
34) | 
| 
| 





u 1 1 
A. 1 1 
Uu 
u 
~ gag 3) 
aii ete 
U 
1 
taea. °° 
—fided@ 1 1 
—(i+u) 1 1 
1 
swiil 
a ¢ 3 





196 Epmunp Hess. 


Aus dieser Zusammenstellung ist auch das polare Entsprechen der 
Axen und Centren leicht ersichtlich. 

I) Die Construction der fiinften und sechsten Ecke a,’ und a, 
(Seite a,’ und a,)), Wenn 44,4, 43 und a,’ (@;,@,@, und a,’) gegeben sind, 
ergiebt sich einfach in folgender Weise*): 


Nimm auf },, = | a,a, | den Punkt c¢, willkiirlich an, ziehe 
by, =| a3¢, |, welches a,’ und cq enthilt, alsdann construire: 


(Mg Cy, My My’) = (bg3 B5) = Cay, 
(a4 Cis)» My Cy) == (Dy2 Day) = ay’, 
(4 4’, My My’) = (By; Dyy) = Cay, 
(ay Cay, Mg Cy) == (Ogg bys) = ay’ 


Das Doppelverhiiltniss der 4 Punkte a,, a’, ¢;, $,, hat den Werth: 


‘ , % es Dans i+ u 
(430) « = (a, a, ( $,) = gh na = 
oder 
, oe i es = 
(432) # = (a,b, a 4) = aba” abe 1+u 


Il) Von besonderen Fiillen fiir die Lage zweier vierfach perspectiven 
Dreiecke sei zuniichst der durch die Bedingung: 
(44a) u= 0 
bestimmte erwiihnt. Alsdann vereinfacht sich die Figur wesentlich, 
indem verschiedene Geraden und Punkte bez. aufeinanderfallen, Es 
wird niimlich, wie unmittelbar aus den Formeln (37) — (43) hervor- 
geht, 

ay = Cy = b,; = b = h,,, 


Or =O =O = fi = fe = hir = kai, 


— B) b,= hi, = her, 
ler = Pir), 
Y=) =f = fi = Hix = bei, 
Y= Cu = Cp = bj, = Dey = vs 
(447) bb, = Dri == Dre, 


Der = Pry = Cry = Crp 


D. h. die Ecken a,, a,, a, liegen in diesem Falle bez. auf den Seiten 
a,', @', a, und das Dreieck der drei Axen Cy), Cg, Cs) fallt mit dem 
zweiten Dreiecke A’ zusammen. Die so entstehende Figur ist die 
wohlbekannte, welche erhalten wird, wenn ein Punkt ¢,...11 1 
mit den Ecken a,, a,, a; eines Dreiecks verbunden und in jedem 
Eckpunkte der vierte harmonische Strahl zu der Verbindungslinie 


*) Vgl. Schréter, Math. Ann. Bd, II. S. 556. 
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construirt wird, sodass diese beiden durch die dort zusammenstossenden 
Dreiecksseiten harmonisch getrennt sind. Die 4 Punkte, in welchen 
sich diese 6 Geraden (die drei Verbindungslinien und die drei vierten 
harmonischen Linien) zu je dreien schneiden, sind ¢, und ta) = a, 
Cg) = My’, Csy== a; Auf jeder Dreiecksseite a, liegen die Punkte 5,, 
und },, harmonisch zu a; und a, auf jeder Geraden b,, liegen a,, hy 
harmonisch zu ¢,, (ir) (vgl. Formel (438)). 
Fiir den Werth 
(440) u=—1 


(vgl. § 2 unter VI) resultirt der entsprechende Fall, in welchem die 
drei Ecken a,’, a,', a, bez. auf den Seiten a,, a,, a, liegen und das 
Dreieck der drei Centren ¢i1), ca, (ys) mit dem zweiten Dreiecke A’ 
zusammenfallt, Diese Figur entsteht wesentlich dadurch, dass die 
Seiten des Dreiecks A durch eine Gerade c,...1 11 geschnitten 
werden und auf jeder Seite zu dem Schnittpunkte der 4'° harmonische 
Punkt construirt wird, sodass diese beiden durch die beiden Dreiecks- 
punkte harmonisch getrennt sind. Die 4 Verbindungsgeraden, welche 
je drei dieser 6 Punkte (der drei Schnittpunkte und der drei vierten 
harmonischen Punkte) enthalten, sind die Geraden c, und ¢q) = ay’, 
C2) = Gy, Cy) = a,. Durch jeden Eckpunkt des Dreiecks A gehen 
je zwei Gerade b,, und h,;, harmonisch zu a; und a, durch jeden 
Punkt 6,, gehen a,, h;- harmonisch zu ¢,, ¢,) hindurch. 

Diese zweite (dem Werthe « — — 1 entsprechende) Figur ist auch 
schon in der ersten (dem Werthe « = 0 entsprechenden) — oder um- 
gekehrt die erste in der zweiten — enthalten, wobei die Punkte },, 
der ersten den Eckpunkten a,’ der zweiten Figur — die Geraden h,, 
der zweiten den Seiten a, der ersten Figur — entsprechen. 

Wir haben diesen Specialfall, welcher auf eine sehr bekannte 
Figur fihrt, einmal desswegen besonders hervorgehoben, weil er das 
Analogon zu dem weiter unten zu betrachtenden Falle von zwei vier- 
[ach perspectiven Tetraedern (s. § 10 4)) bildet. Zweitens aber bietet 
dieser Specialfall deshalb Interesse, weil wenn die ihm entsprechende 
ebene Figur durch Centralprojection auf eine Kugelfliiche tibertragen 
wird, das s. g. harmonische Hexakisoktaedernete*) entsteht. Dieses 
sphiirische Netz geht, wenn speciell das sphirische Dreieck A ein 
Oktantendreieck, der Punkt cq, der Mittelpunkt dieses Oktanten- 
dreieckes wird, in das reguliére Oktaeder-Hexaeder- Netz tiber, ats 
welchem sich alle reguliiren und halbreguliiren Polyeder der Oktaeder- 
und der Tetraedergruppe in einfacher Weise ergeben**). 








*) Vgl. des Verf. Einleitung in die Lehre von der Kugeltheilung. Leipzig, 
B, G. Teubner 1883. 8. 420 fg. 
**) Ebendaselbst. 
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III) Ein zweiter beachtenswerther Specialfall ist derjenige, in 
welchem sich die drei Axen ¢j), C2), 3) in einem Punkte schneiden, 
wobei zugleich die drei Centra cq), C2), ¢@ auf einer Geraden liegen. 
Die Bedingung hierfiir ist: 


: he he 
Uu 
14 1|-@-ye+a)=o, 
ee" 
u 
d. h. 
(45 a) u=—-, 


wenn von dem Werthe u—1, welchem ein leicht zu erledigender 
trivialer Fall entspricht, abgesehen wird. 

Die drei Axen ¢1), Cg, ¢ fallen dann bez. mit den Geraden 
P\> Py» Ps (8. (40%)) zusammen und schneiden sich im Centrum ¢,; 
andererseits liegen die drei Centren cq), Ci), Cg), welche bez. mit den 
Punkten },, P2, ~; (S- (40%)) zusammenfallen, auf der Axe ¢,. In 
dieser Axe ¢, fallen auch die drei Geraden pq), Pe), Ps) (8. (40%)), und 
in dem Centrum ¢, die drei Punkte pq), py), Pe) (S- (40¢)) zusammen. 

Weitere einfache Lagenbeziehungen dieser besonderen Figur er- 
geben sich mit Leichtigkeit; wir beschrianken uns daher darauf, noch 
auf die einfache Construction von a,, a, (oder a,', aj), falls A und 
a,’ (oder a,’) gegeben sind, hinzuweisen. Der Punkt ¢, (siehe unter I 
dieses Paragraphen) ist jetzt nicht mehr willkiirlich auf b,, annehmbar, 
sondern dadurch bestimmt, dass das Doppelverhiiltniss (vgl. (43 0)) 


F aa 1 
4 ape GM 0 EG ns 
( 5B) Cy 4 Hardy 3 
sein muss. 
Fiir 
(457) u=— 2 


resultirt offenbar im Wesentlichen derselbe Fall; denn wegen U = 0 
schneiden sich jetzt die drei Seiten a,’, a,', a;, wobei 


Ay = Cr) = hry = pr 
ist, in dem einen Punkte: 
Oy = Ay = As = Cy = Ca) = C =O + 11d, 
wihrend die drei Punkte: 
Cay» Ca» CH, Wobei Ci = Cr) 
ist, auf einer Geraden, niimlich auf c, ---1 11 legen. 


Auf den hier behandelten Specialfall sind wir bereits in § 3 unter 
Il. 1) gefiihrt worden. Derselbe war dort der am Eingange dieses 














SS rll” [Sw 








Perspective Dreiecke und Tetraeder. 199 


Paragraphen erwihnten zweiten Art der Darstellung der Lagenbe- 
ziehungen zweier vierfach perspectiven Dreiecke entsprechend durch 
das Werthsystem (s. Formel (33)): 


w= Uy = Us = — 2 
charakterisirt worden. Der der ersten Art der Darstellung ent- 
sprechende gemeinsame Werth fiir w ist in der That 


re 1 1 1 
Vu; = he = Ye = 
IV) Von ganz besonderem Interesse ist endlich derjenige Special- 
fall fiir die Lage zweier vierfach perspectiven Dreiecke, welcher durch 


die Bedingung: 


(46 «) l-u=+ 
oder 
(468) wtu—tl=—0O 
oder 
(467) ow — 240 
oder ‘ 
(468) | a = tang 9 

u = — cotg » 


(vgl. § 3 Formel (35)) charakterisirt ist. 
Zufolge dieser Bedingung wird nimlich (vgl. die Formeln (38) — (40)): 


biz = hin = his biz = Hix = Die 


ates ber = Ins = Ix; (478) bes = Das = Hue 


d. h. es schneiden sich sowohl die drei Linien a;, a, bj, und 
ai, a, des je in einem Punkte, als auch es liegen je drei Punkte 
Qi, Ox, Kix und a,', ae, bee auf einer Geraden. 

Die 15 Verbindungslinien der 6 Ecken der beiden Dreiecke & und 
A’ schneiden sich zehnmal zu je dreien in einem Punkte (den vier 
Centren ¢,, (1), (2), Ce) wad den 6 eben erwiahnien Schnittpunkten) und 
die 15 Schnitipunkte der 6 Seiten der beiden Dreiecke A und A’ liegen 
10 mal zu dreien auf einer Geraden (den vier Amen ¢,, Cay, Ca), &:) 
und den eben erwidhnten sechs Geraden). 

Diese Figur ist diejenige eines s. g. 10fach Brianchon’schen 
Sechsecks (bez. Pascal’schen Sechsseits), auf welche wir in § 3, 
Il. 2) auf einem anderen Wege gefiihrt worden sind. Es soll die- 
selbe in § 6 noch einer genaueren Betrachtung mit Riicksicht auf 
diese zweifache Art der Entstehung unterworfen werden. 
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§ 5. 
Sechsfach perspective Dreiecke. 

1) Der Vollstiindigkeit wegen soll in diesem Paragraphen noch 
kurz der letzte mégliche Fall fiir die Lage zweier perspectiven Dreiecke, 
niimlich der Fall der sechsfachen Perspectivitit*) betrachtet werden. 
In diesem Falle miissen die drei Beziehungen (§ 3): 

12 3 12 3 

its * ares: 

y— C — C5 

und die drei Beziehungen (§ 2 und § 4): 
: = a a 
(iia)J 8 2 (apis 2 Vv (Aly) 
Cay — ay C2) — €@) Cis) — ©) 
zugleich bestehen, wodurch sich die beiden Bedingungen: 
(17) Uy Uy ty = 1, 
(120) %, = th, = th, <= 0 
ergeben, welche zu der Relation: 
(48) u® a= | 
oder 
(48 «) u=1, a, a 
fiihren, wo « eine complexe Cubikwurzel der Einheit bedeutet. 
2) Fiir den Werth we erhiilt man (s. § 4 Formeln (37) — (40)) u. A.: 
1 af non 

(49a) Ja'--- 1 (498) }a,--- 

4 Mls + * 

by 


(50 «) 2°°° : (508) { b.--- 


(51) a ley (518) 


Cay: + 
(52a) J ey--- 1 (528) 
Cay>*° 1 a? 


*) Vgl. Rosanes, Schréter, Valyi lL. c. 
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Aus diesen Werthen fiir die Coordinaten ist sofort zu erkennen, 
dass die drei Axen ¢,, ¢,, ¢, der ersten Gruppe ein Dreieck [ bilden, 
dessen Ecken die Centren ¢,, c,, cs dieser Gruppe sind und dass 
ebenso das von den drei Axen cq), Ca), Cs) der zweiten Gruppe ge- 
bildete Dreieck [@ die Centren cj), c@), (i) dieser Gruppe zu Eck- 
punkten hat. Die vier Dreiecke A, A’,[,f stehen in einer solchen 
Beziehung, dass je zwei derselben sechsfach perspectiv liegen und die 
Seiten (Ecken) des dritten und vierten Dreiecks die erste und zweite 
Gruppe der Axen (Centren) der Perspectivitiit bilden. Die 9 Ver- 
bindungslinien b,,, bj,, bk; der Eckpunkte (die 9 Schnittpunkte },.,, 
biz, ba: der Seiten) je zweier dieser Dreiecke schneiden sich zu je dreien 
in den sechs Centren (liegen zu je dreien auf den sechs Axen). Auf 
jeder der 9 Geraden z. B. b,, liegen die Punkte a,, a,'; ¢,, (a) und §,,, 
fiir welche der Werth der beiden Doppelverhiltnisse x’ (s. Formel (43 )) 
: 1° = (01941 0) C) = @; #1) = (04H, 0) Cay) = @? 
ist. *) 

3) Fiir die sechs Kegelschnitte K,, K,, K, und Ky, Ke, Kis), 
welche den sechs perspectiven Lagen entsprechen (s. Formeln (7) in 
§ 3 und § 4): 


K, = az? + ax,?+ ax,?+ 20,2, + 24,2, + 24,2, = 0, 
(53a) | K, = «4? + ax, +e?x?+20?x,4,+ 2x0, + 2ax,x,— 0, 


K, = 2? +a?2,?+ ax,? +20°2,%,+ 2a2,%,-+ 22,2, = 0, 
Kw=er,?+ x,? + a? +2ax,2,4+ 2u,2, + 22,2, —0, 
(538) { K@= 2,2 + a%,2+ a? + 22,2, +2a%,2,+ 22,2, = 0, 
Kg= 22+ 2° + 02,2? + 24,4, + 2a,2, +2a2,2,—0 


ergeben sich ebenfalls einfache Lagenbeziehungen, von welchen wir 
nur einige der hauptsichlichsten hervorheben wollen. 

4) Jeder der drei Kegelschnitte K,, K,, K, der ersten Gruppe 
beriihrt jeden der drei Kegelschnitte Ky), Ki), Kis) der zweiten Gruppe 
doppelt, wobei die 9 Geraden b,,, jx, bg; die Beriihrungssehnen, die 
9 Punkte by», bz, be: die Pole dieser Beriihrungssehnen sind. Die 
beiden durch die 6 Schnittpunkte ¢, und cy) dieser Geraden und durch 
die 6 Verbindungslinien ¢, und ¢~) der Punkte 6 gebildeten Dreiecke 
r und sind beztiglich gemeinsame Polardreiecke fir die drei Kegel- 
schnitte K,) und K, der zweiten und ersten Gruppe. Dabei sind die 
Eckpunkte ¢, und cy) der Dreiecke [ und [) beziiglich die Schnitt- 
punkte der Geraden c, mit K;,,) und der Geraden c,, mit K,, die Ge- 
raden ¢, und ¢,) selbst beziiglich die von den Punkten ¢, an die Kegel- 
schnitte K;,,) und von den Punkten cq) an die Kegelschnitte K, ge- 


*) Vgl. Schréter 1 c. 8. 559, 
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legten Tangenten. Die zahlreichen sich hieraus ergebenden polaren 
Beziehungen zwischen den Punkten und Geraden der Figur sollen hier 
nicht weiter verfolgt werden. 

Dass iibrigens dieser Fall nicht — wie Valyi meint — aus- 
schliesslich algebraisches Interesse hat, geht aus der von Schréter*) 
angestellten Betrachtung hervor, bei welcher die (reellen) Punkte 
@,, My, Mg, ,° willkiirlich angenommen werden und die reelle Seite a,’ 
construirt wird. Analytisch kommt dies einfach darauf hinaus, in den 
obigen Ausdriicken die erste Punktcoordinate mit a, die erste Linien- 
coordinate mit « zu multipliciren, wodurch die Coordinaten der Seiten 
und Ecken des Dreiecks A’ iibergehen in: 


m+ & Fe 2 eee ee 
(49y) (a, +--+ @ @ 1 (490) {a,--- @ a 1 
@---e€ 1 « @---a@il ae. 
§ 6. 


Ueber das zehnfach Brianchon’sche Sechseck (Pascal’sche Sechsseit). 


Wir wollen nunmehr noch den wichtigen besonderen Fall fiir die 
Lage zweier vierfach perspectiven Dreiecke, welcher in § 4 IV) er- 
halten wurde und welchem die Figur eines s. g. zehnfach Brianchon’- 
schen Sechsecks (bez. eines zehnfach Pascal’schen Sechsseits) ent- 
spricht, etwas genauer betrachten**), Es wird sich daun auch der 
Zusammenhang dieser Figur mit derjenigen herausstellen, welche in 
§ 3 II. 2) als besonderer Fall zweier dreifach perspectiven Dreiecke 
sich darbot,. 

1) Wie bereits in § 4 IV) angegeben wurde, schneiden sich in 
diesem durch den besonderen Werth wu = tang » (vgl. Formeln (46) 
und (47)) bestimmten Falle die 15 Verbindungslinien der 6 Eckpunkte 
der beiden Dreiecke A und A’ zehnmal zu je dreien in einem Punkte, 
ebenso wie die 15 Schnittpunkte der 6 Seiten dieser Dreiecke zehnmal 
zu je dreien auf einer Geraden liegen. Die sechs Eckpunkte a,, a,, as, 
ay’, &y, as bilden also zehn Gruppen von je zwei vierfach perspectiven 
Dreiecken oder repriisentiren zehnmal die Eckpunkte eines Brian- 
chon’schen Sechsecks, sodass von den 60 Sechsecken, welche in be- 
kannter Weise aus jenen 6 Punkten sich bilden lassen, 40 Brian- 
chon’sche sind. Analog bilden die sechs Seiten a,, a,, a3, @,', ds’, Gs, 


*) L. c. 8. 560 ffg. 

**) Vgl. Clebsch, Mathem. Annalen Bd. IV, 8S, 284 und 345. F. Klein, 
ebenda Bd. XII, S. 531 fig. und ,,Vorlesungen iiber das Ikosaeder. Leipzig 1884, 
B. G. Teubner“ 8. 216—218. E. Hess, ,,Einleitung in die Lehre von der Kugel- 
theilung. Leipzig 1883. B.G. Teubner“, S. 422—424, 
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zehn Gruppen von je zwei vierfach perspectiven Dreiecken oder repri- 
sentiren zehnmal die Seiten eines Pascal’schen Sechsseits, so dass 
von den 60 Sechsseiten, welche aus jenen 6 Seiten sich bilden lassen, 
40 Pascal’sche sind. Wir werden uns im Folgenden auf die Be- 
trachtung der ersteren Figur des zehnfach Brianchon’schen Sechsecks 
im Wesentlichen beschrinken, da die Eigenschaften der eweiten Figur 
(des zehnfach Pascal’schen Sechsseits) sich aus denen der ersteren 
einfach durch Vertauschung der Punkte und Geraden miteinander 
ergeben. 
2) Was zuniichst die Construction einer solchen Figur anlangt, 
z. B. die der Punkte a,’ und a,, wenn 4,, ), 3, a,’ beliebig an- 
genommen sind, so folgt dieselbe unmittelbar daraus, dass der Werth 
des Doppelverhiiltnisses x (s. § 4 unter I) Formel (430) 
(43 £) m% = (04 Ay CD44) see = tang 9 
ist, Der Punkt c, auf a,a,'h,, wird also einfach erhalten, wenn man 
durch q, eine in h, halbirte, in ¢ im goldenen Schnitt getheilte 
Gerade a, zieht, so dass 
a Hy = Hoag’, 
Qy Cy = Cy Mg» tang w 
ist und nach folgendem Schema construirt: 
(Hobir» A a) =n, 
(Ne, %@’) =%- 
Dann ergeben sich a,’ und a,’ sofort nach § 4 unter 1). 
3) Die sechs Fundamentalpunkte a,, a, 
(54e) a, +++ —cotgg 1 1 
(vgl. (87B)), welche wir in der Folge auch durch G, ... , bezeichnen 
wollen, werden durch die 15 Geraden a,, a;, b,,, Dix, bez, wobei 
a, -.- tanggm 1 1 
(548) bos = hog = hes +++ cotgpm O 1 
Dyn = hyp = hye +--+ cotggq 1 0 
ist, (vgl. Formeln (38) und (40)), welche nunmehr durch B, ... Bas) *) 
bezeichnet werden sollen, verbunden. Diese 15 Geraden B, schneiden 
sich zu dreien in den zehn Centren ¢,, Cr), Diny Dai, 
Ca -*: — tang®@ 1 1 
(547) bos = Hog = fos --- =tangp O —1 
O35. = Hyp = se --- tangmg —1 0 
*) Die um die aweistelligen Zahlen gesetzte Klammer soll andeuten, dass 


die beiden Zahlen nicht mehr zwei verschiedene Indices, sondern eine zweistellige 
dekadische Zahl bedeuten. 
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(vgl. (398) und (d) und (388)) welche durch 6, , . . Gi) bezeichnet 
werden sollen. Die 15 Punkte ,,, hr, ber, fr, fr 


hii +--+ — 2 cotg p 1 1 
(540) fi «++ cote tangg —1 
fh «c:* cotg@ —1 tang ® 





(vgl. Formeln (40)) entsprechen beziiglich den 15 Geraden B,, niim- 
lich bez. 
be rr f- 
54e y | 
(54e) 4 


, 
Ory | Oy 


bre | fr 
Der bei 
polar in Beziehung auf den Kegelschnitt: 


(548) K,=/5 («,?+a,?+2,") + 2a, %, + 22,2, + 24,2, = 0; 
diese 15 Punkte sollen daher entsprechend durch %, . . . Bas) bezeichnet 
werden. 

4) Die neue, der vorliegenden Figur angemessenere Art der Be- 
zeichnung fiir die Punkte und Geraden — wobei die Reihenfolge der 
zusammengehdrigen Punkte und Geraden willkiirlich ist — und deren 
Beziehung zu der friiher angewendeten ist aus der nachfolgenden Zu- 
sammenstellung zu erkennen. 


(650){ G, G, G, G; G, 

@, My My A My Ag 

(o50){” , G, G, G; , C, , , Cr) 
Cy Cay Cay Cea) Bog Ogy by Beis bay 

(659) B, B, B, B, B, B, By By Bay, Bary Bas, Bas, Bay Bas 
b 

(55a){ B, B, B, B; Be Br By By Bao) Bay Bas, Bas, Bas Bas) 
fi’ fo fs fh fe fs Ons Bit Sis Doe Sor Dae Oss Ogg gy 

le oben erwahnten 1 ruppen von je zwei vierfach per- 
5) Die ob hn 0 Grupp j i vierfach } 

spectiven Dreiecken sind in (56) iibersichtlich zusammengestellt; die 

Ziffern 1, 2,...,6 entsprechen den Indices der 6 Fundamentalpunkte 

; das erste Centrum € entspricht dem friiher gebrauchten ¢, ((39)), 


die darauf folgenden drei Centren den friiher gebrauchten ¢q), ci), Cis) 
(394). 











, , , 
32 D3 Dy, Dog Dy, Dyp Dyy Gy Gy Gy yp Gy Gy ag gy 


153 | 126 
624 543 


bo 
ww 
7 
bo 

wo 








C3 E GC | G5 Gy, 
623 | 143 

562 
G,; €, G, © 


(56) § 





514 
Ce; Cp CC; 
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452 356 416 


631 241 235 
Gy; ©, C, Ge | Gy; C, CG; | Cy; C, G; C, 
Die Zusammenstellungen (57 «) und (57 8) lassen erkennen, welche 


Geraden B sich in den Centren © schneiden und welche Punkte & 
und © durch je eine Gerade B verbunden werden. 


(56) 




















6, ... By Buy Bay 6, ..- Bus Bay B, 
G,...B,B, B, €,...BasyB, B; 
(57a) Ge... B, Bay B, @,... B, Bio B, 
C,...B, B, Bas ©, ... Bus, Bao B, 
©, ...B, Bay B, 
Cio... Bay By B; 
B,...G@; G, ©, C, | B,...G, G ©, G, 
B, .. . G, G, ©, G, B,... G; G, C; G, 
B,; vee G, G, €, Gao) B, Ben's. G, G; , G; 
B, ... G, G, ©, ©, | Buoy... G, GC; G; 
(578) {B,...G,6,6,6, | Bay... G, G, G, 6, 
B, . . « Gs; Ge Ej Sao) | Bas... G, G, C; Cro) 








Bas)... G, G, © Cy 
Bay ... G, G; G; GC, |- 
\ Bus). . . G, G, ©, G, 

Aus der Anordnung (57) ist unmittelbar zu ersehen, dass sich 
in jedem der 6 Fundamentalpunkte G, je fiinf Gerade B, schneiden, 
niimlich: 








G,... B, By B, Baz, Bas 
G, ... B, B, By Bay Bas) 
G,... B, B; B, Bas, Bas, 
(677) )G, ... By B, By Bay Baw 
G;.. . By By By Bay Bus 
G,...B, B, By Buoy Ban - 

6) Die fiinf Tripel der Geraden B, (gemiiss der Anordnung in 
(578) bilden fiinf Dreiecke, bei deren jedem die einer Seite gegentiber- 
liegende Ecke der entsprechend bezeichnete Punkt %, (vgl. (55y) und 
550)), also der Pol dieser Seite in Beziehung auf den Kegelschnitt K, 
(54) ist.*) Diese fiinf Dreiecke sind also sich selbst conjugirt in Be- 
ziehung auf diesen Kegelschnitt, und es empfiehlt sich daher, eins dieser 











*) Vgl. F. Klein, Math. ‘Ann. Bd. XI, S. 533. 
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Dreiecke als Coordinatendreieck zu wihlen. Nehmen wir z. B. das erste 
dieser fiinf Dreiecke, nimlich B, B, B, (B, B, B,) als Fundamental 
dreieck eines neuen Coordinatensystems, so haben wir, da die friiheren 
Coordinaten sich auf das Fundamentaldreieck G, G, G, bezogen, folgende 
Transformationsformeln anzuwenden: 


0. Y, = x, cotg p + x, 
(58 «) Q-Y &, cotg p + x; 
0 -¥, = % + 2; cotg p 
WwW, v, cotg mp + v, tang pm — v, 
(58 B) .W,= — Y + v, cotg p + v, cotg » 
0, = v, tang y — v, + v, cotg g, 
in welchen bez. 2;, v; die alten, y;, w; die neuen Punkt-, Linien-Co- 
ordinaten bedeuten. Dann wird die Gleichung des Kegelschnitis K, 
(446): 
(59 a) , K,=y" + y.’? + y,? = 9 
und fiir die Punkte G,, ©, 8, und die Geraden B, ergeben sich 
folgende analytische Ausdriicke: 
@,--- 1 QO tanggp | G,---tangg — 1 0 
(59 B) {G,---tang 1 0 G,--- O tangmg —1 |, 
G,:-- O tangm 1 G,--- —1 O tang® 


0 cotgm tang@ 


©,... 3, ... tango 0 cotg @ | 


G,..- cotgm  tangp 0 | 


GS, ++ 0 cotg tang p 





S, ---— tang@ 0 





—1 |Gre°s- cotggm — tang p 
O 
0 
1 


—tangpm cotgg- 
1 —tang p:-:- 





cotg » 1 


tang p —cotgg-:- 
—1 tang p-:- 











cotg » 1 
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Buoy: -- 1 tangm cotggm---+ Buy 
Bay +++ — cotg p 1 tang p++ - Bay 
Buz -+- tang @ cotg p —1 :-+ Bay 


(598) } 


Bas) inch = tang Q cotg @-:- Bas) 
V) |Buy --+ cotg 1 tang p--- Buy}. 
Bas): tang mp —cotg 1 +++ Bas 





\ 








7) Den sechs Fundamentalpunkten G,..., entsprechen polar 
in Beziehung auf K, sechs Gerade G, ... G,, auf deren jeder fiinf 
Punkte %, liegen (s. (57y)); ebenso entsprechen den 10 Centren 6, 
polar zehn Gerade C,, auf deren jeder drei Punkte %, (s. (57«)) liegen. 
Die Liniencoordinaten dieser Geraden sind bez. dieselben, wie die 
Punktcoordinaten ihrer Pole. 

Von den Collineationsaxen der 10 Paare vierfach perspectiver 
Dreiecke (s. die Zusammenstellung (56)) sind die 10 ersten (den ¢, 
entsprechenden) Axen bez. die Geraden C,... Co), wiihrend die 10 
Tripel der (den cq), a), ¢) entsprechenden) Axen 30 Gerade D, .. . Dio) 
sind, auf deren jeder je zwei Punkte © und je ein Punkt % liegen. 
Die Coordinaten dieser 30 Geraden D,, ebenso wie diejenigen der 
ihnen polar entsprechenden Punkte D,, lassen sich leicht erhalten. 

Ferner ergeben sich 30 Gerade E,, von denen jede einen Punkt 
% und einen Punkt € verbindet (30 Punkte ©,, von denen jeder ein 
Schnittpunkt einer Geraden B und einer Geraden C ist) und weiterbin 
30 Gerade F,, von denen jede einen Punkt $ und einen Punkt G 
verbindet (30 Punkte %,, von denen jeder ein Schnittpunkt einer Ge- 
raden B und einer Geraden G ist). Diese 30 Geraden F, von denen 
je fiinf durch einen Punkt @ gehen, bilden selbst fiinfmal die Figur 
eines zehnfach Pascal’schen Sechsseits (die 30 Punkte ¥, von denen je 
fiinf auf einer Geraden G liegen, bilden selbst fiinfmal die Figur eines 
zehnfach Brianchon’schen Sechsecks). 

Indem wir darauf verzichten, weitere Lagenbeziehungen fiir diese 
interessante Figur, welche sich analytisch sehr einfach ergeben, nach- 
zuweisen, ebenso auch die analogen, wie oben gezeigt, leicht zu 
erhaltenden Resultate fiir die Figur eines zehnfach Pascal’schen Sechs- 
seits im Einzelnen aufzufiihren, wollen wir im Folgenden nur noch 
kurz die zweite Art der Entstehung eines zehnfach Brianchon’schen 
Sechsecks behandeln und sodaun auf einige wichtige Anwendungen 
dieser Figur hinweisen. 

8) Man kann die charakteristische Eigenschaft der Figur eines 
zehnfach Brianchon’schen Sechsecks auch durch die Beziehung definiren, 
dass von den 5 Dreiecken I) bis V) (590) irgend zwei zu einander 
dreifach perspectiv sind und zwar so, dass die drei Centren § auf 
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einer Geraden C liegen und die drei Axen B sich in einem Punkte 
© schneiden. So,hat man z. B. fiir die beiden Dreiecke I) und II) 
(vgl. (57 a) 8) 7). 


(%,B,B, BBB, B BY 
(60a) I BB, Be Bs By, Bs By B, 
8,—-B, Ban—Bay Bay— Bas 


(60 B) (C, = (|B, Bay Bas| 


; \G, =(B, Buy Bus), 
wobei 


B, = (C, G, G,) B, a |, &, &, | 
(60y) Bary = (G, C; G,) (600) Bus = |G, C, S, | 


" Busy = (G, G, C,) Bas, = |G; Ge &,| 
18t. 


Die simmtlichen 10 derartigen dreifach perspectiven Lagen von 
je zweien der 5 Dreiecke I) bis V) lassen sich aus der nachfolgenden 
Zusammenstellung erkennen, in welcher die Ziffern den Indices der 
% (oder B) entsprechen und in welcher fiir je zwei Dreiecke die Gerade 
C und derPunkt © angegeben ist. 


I... 1 2 38 JIV... (10) (11) (12))I... 7 8 9 | 
Il... 4 6 5 | V... (18) (14) (15)] V... (13 


bh ede (13) (4) (19) 
C, — G, Cs; — G, 
ies: 2. OR Mies se a 
IV... (10) (11) (12) | III... ... (10) (12) (11) 


C,— & ,— ; QG—G | 
°°) 2 8. ya... ) jy Oe 
V... (13) (15) (14) |... IV... (10) (11) (12) 


C; —. , ‘ Cy =, 
B.. & 8) & 
V... (18) (14) (15) 
; Cro pe Gy, 
In jedem der drei Centren schneiden sich (vgl. (60y)) je zwei 
Gerade G und je eine Gerade C, auf jeder der drei Axen liegen ((60y)) 
je zwei Punkte G und je ein Punkt ©. Die Werthe fiir u,, u,, u,, welche 
diesem speciellen Falle fiir die Lage zweier dreifach perspectiven 
Dreiecke entsprechen, sind nun die in § 3 unter II 2) in Formel (34) 
angegebenen : 














(34 a) u=—1, u——cotg?g, u, = tang’ go. 
Um dies nachzuweisen, wollen wir zeigen, dass die Dreiecke A 
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und A’ fiir diese speciellen Werthe von u,, u,, us, mit zweien der fiinf 
Dreiecke I) bis V), also z. B. mit I) und II) tibereinstimmen. In der 
That erhélt man, wenn diese speciellen Werthe in die Ausdriicke fiir 
die Coordinaten der Punkte und Geraden der in § 3 betrachteten Figur 
eingefiihrt werden, wobei wir, um Verwechslungen zu vermeiden, die 
Punkte und Gerade durch eingeklammerte Buchstaben bezeichnen : 


[a]--- —1 tang’ cotg? » [a,]---—1 1 1 
(62a) {[a"]... tangp —1 cotgm (628) {[a,]... 1 —cotg* 1 
[a,']... cotgm tangp 1 [a,]... 1 1 tang* p 
fe}... 1 tang? p cotg?y [e]... 1 1 1 
(|... cotgm —tang 1 e)}... i —1 tan 
(62) [¢] sy sy (628) [¢»] : g*9 
[]---—tangp 1  cotgg [¢]---—1 cotg’p 1 
[¢]=| [cy] [c] [cs] |... 1 cotgm —tangp [c] =([¢, }fe2] [¢s])... 1 tap—etgp . 
Multiplicirt man dann die 
Punktcoordinaten bez. mit 1 cotgm — tang p 
Liniencoordinaten , , 1 tanggm — cotgg, 
so erhilt man: 


[4] =B, => 0 0 +++[a)] =, 
0] 





[J =—B, --- 9 1 0 -++[a] =B, 
[a3] = B, --- 0 0 1 -++(@;]) = B, 
[ay] =D, --: 1 —tang » cotg p - ++ [a,'] = B, 
(63 pfs =B, ---—tangp cotgp 1 ---[a]—B, 
[ay] = B;, --- cotgp 1 —tang  --- [ay] = B, 
(c,] = B, --: 1 tang py —cotg p---[(c,] = B, 
[c,] = Bay - - - — cotg 1 tang p---[¢.] = Bay 
[c3] = Bas)--- tang p — cotg 1 +++ [¢] = Bas) 
[c] =—C, --- 1 1 1 -++[c] = G,. 
Diese Ausdriicke stimmen genau mit den in (59y) und (5990) 
gegebenen tiberein. 


Es lisst sich also die Figur eines zehnfach Brianchon’schen Sechs- 
ecks auch aus der Figur, welche durch die beiden in der speciellen 
dreifach perspectiven Lage befindlichen Drejecke A und A’ gebildet 
wird, erhalten. Dabei entsprechen die Punkte (Geraden) dieser Figur 
der oben betrachteten in folgender Weise (vgl. § 2 und § 4): 


[6,1] = ©, [b,2] — G; [bis] = @, 
(63 0) iS = @, | [bos] = ©; | [bar] = Ge ¢ vgl. (607) 
[b33] = G, (bs; ] = &, [652] = ¢, 


(63 7) 
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[eo] = Bars) | [eo'] = Baz) | [G2] = Bs 
[es] = Bas | [es | = Bao | [93] = By 


(638) ng e; | = Gs [(ea» 9s)) = & (Ces, 92)] = &, }rel.(10) in§1 
[(€', €)] = Gs | [(¢s's J2)] = Gi| [e's 9s)] = Cro 


9) Die Figur eines zehnfach Brianchon’schen Sechsecks ist zuerst 
von Clebsch*) als ebene Abbildung einer speciellen Fliche dritter Ord- 
nung (der sogenannten Diagonalfliche des Pentaeders) erhalten worden. 
Sodann hat Herr F’. Klein in seinen bedeutungsvollen algebraischen und 
functionentheoretischen Untersuchungen**) jene Figur hergeleitet und 
behandelt. Bei Herrn F. Klein***) hat das Fundamentaldreieck, auf 
welches sich die Coordinaten der Punkte und Geraden beziehen, den 
Punkt G, und die Beriihrungspunkte der von diesem Punkte an den 
Kegelschnitt K, gelegten Tangenten zu Eckpunkten. Diese Ausdriicke 
fiir die Coordinaten sind dadurch bemerkenswerth, dass in ihnen die 
Potenzen einer complexen fiinften Einheitswurzel in einfacher Weise 
auftreten, Dieselben ergeben sich aus den im Obigen (s, Formeln 59) 
aufgestellten durch Anwendung folgender Transformationsformeln, in 
welchen y;, w; die alten, 2, ¢; die neuen Punkt-, Linien-Coordinaten 
bedeuten: 


(632) | va (5a) in §1 


2 =y, cosp+O0.y, + y; sin p 
(64 «) 2, = Y, Sin p — 1. Y, — Ys; COS M 
Z, = Y, Sin p + ¢. Y, — Yy COS M 
, = 2w, cos p+ 0.w, + 2, sin p 
2= w,sng+i.w,— Ww, cos p 
3= wsng—i.w,— Ww, cos. 


t 
(64 B) F 
t 


Ist dann « eine fiinfte Einheitwurzel, d. h. 
, ; 
= z( tango + ae) 


= ¥ (—cotg 9 + ae) 


so resultiren folgende Werthe fiir die Coordinaten der Punkte G, 6, B: 


nse. 


(65a we v=0, 1,2, 3,4) 
) G,, &,, &,, G,, &, 2 . gn? é” ( ? Bee 


*) Math, Ann. Bd. 1V, 8S. 284 und 345. 
**) Ebenda Bd, XII, 8, 531 flg. ,, Vorlesungen iiber das Icosaeder“ 8, 216—218, 
#**) L. c. S, 5832—533. 
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5 cotg? 
G;, G,, Cro, G,, C, ee age. 


(658) 
Gy, G,, G;, G,, @,---— tang? p 


2 
B,, Bas, Bao, By, Bye... cotgp 
(657) B,, Bas), Bas, Be, Bz --- o -s. 
B;, Busy, Bary, Bs, By+-+—tangm e” 


Die Gleichung des Kegelschnitts K, wird: 
(650) K, = 4,? + 4,2, =0. 

10) Herr F. Klein hat bereits*) bemerkt, dass die sechs Ecken- 
axen eines reguliren Ikosaeders eine Ebene in den sechs Fundamen- 
talpunkten eines zehnfach Brianchon’schen Sechsecks treffen und dass 
die zehn Flachen- und fiinfzehn Kantenaxen bez. die Punkte © und S 
unserer Figur erzeugen. Ich selbst wurde durch meine Untersuchungen 
iiber gleicheckige und gleichflichige Polyeder**) und hiermit zusam- 
menhingende Probleme der Kugeltheilung***) ebenfalls auf jene Figur 
und deren sphirische Projection, speciell auf die durch die 15 Sym- 
metrieebenen eines reguliren Ikosaeders oder Pentagondodekaeders auf 
der Oberfliche einer concentrischen Kugel erzeugte Figur gefiihrt. 

Die Figur eines sphdrischen zehnfach Brianchon’schen Sechsecks 
entsteht einfach durch centrale Projection der ebenen Figur auf eine 
Kugelfliiche; in dem speciellen Falle eines reguldren zehnfach-Brian- 
chon’schen Sechsecks werden die 5 Polardreiecke I)—V) zu Oktanten- 
dreiecken, deren Mittelpunkte durch fiinf der Punkte € gebildet 
werden.{) Aus dieser vollstindigen sphirischen Figur kénnen alsdann 
simmtliche reguliire und halbreguliire Netze, sowie die diesen ent- 
sprechenden reguliiren, gleicheckigen und gleichflichigen Polyeder auf 
die von mir angegebene Art abgeleitet werden. Auf die Bedeutung 
des zehnfach Brianchon’schen Sechsecks fiir eine Gruppe der regel- 
miissigen vierdimensionalen Gebilde wird unten (II. Theil, § 11) noch 
naher eingegangen werden. 

*) Math, Ann, Bd. XII, 8. 531. 

**) Ueber vier Archimedeische Polyeder héherer Art, Cassel, Th, Kay. Und: 
Sitzungsber. der Gesellsch. zur Bef. der ges. Naturw. zu Marburg. Mai 1878. 

***) Einleitung in die Lehre von der Kugeltheilung 8, 422—424. 

+) Man vergleiche hierzu die Fig. 29 und 30 in meinem Buche: ,,Kinleitung 
in die Lehre von der Kugeltheilung.“‘ Man kann diese Figuren zur Veran- 
schaulichung der simmtlichen im Obigem erérterten Lagenverhiiltnisse der ebenen 
Figur benutzen, wenn man nur beachtet, dass die oben durch G, 6, B, D, 6, F 
bezeichneten Punkte dort durch die entsprechenden lateinischen Buchstaben G, 
C, B, D, E, F bezeichnet und nach einer anderen leicht erkennbaren Reihen- 
folge numerirt worden sind. 
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Zweiter Theil. 
Mehrfach perspective Tetraeder. 


§ 7. 
Relationen fiir einfach perspective Tetraeder. 


Wir wollen nunmehr die den im ersten Theile durchgefiihrten 
analogen Untersuchungen tiber Tetraeder in perspectiver Lage an- 
stellen , wobei die dort gewonnenen Resultate zum Theil benutzt werden 
kénnen, wahrend sich zugleich die Anzahl der méglichen Fille fiir 
mehrfach perspective Tetraeder verringert.*) 

1) Zwei Tetraeder heissen perspectiv liegend oder kurz perspectiv, 
wenn die vier Verbindungslinien je zweier Ecken sich in einem Punkte, 
dem Centrum der Perspectivitét schneiden; alsdann liegen im Allge- 
meinen (die Ausnahmefille sind unter 7) aufgefiihrt) die vier Durch- 
schnittslinien je zweier entsprechender Seitenfliichen in einer Ebene, 
der sogenannten Collineationsebene**); man kann die perspectiven 
Tetraeder nach dieser zweiten EKigenschaft auch complanar nennen. 
Ist die erste Beziehung vorhanden, so folgt im Allgemeinen auch die 
zweite und umgekehrt. 

Die Ecken der beiden Tetraeder 7 und 7” sollen im folgenden 
durch a,, %, 3, a und a,’, a, a3, a,', die Seitenfliichen bez. durch 
Gy, Gy, M,, &, und a,', a’, &s', a,', die Perspectivitit, bez. Complanaritit 
bz. durch die Symbole: 


Gj GM, Mg My @, &, My My 
(1) ay a’ as" ay oder (la) et," ay ee, ty 
C V1 
oder ganz kurz durch das Symbol: 
123 4 
(18) vv7sve 
ah 


bezeichnet werden, worin c, das Centrum, y, die Collineationsebene 
bedeutet und die entsprechenden Kcken bez. Ebenen untereinander 
gesetzt sind. 


*) Vgl. J. Valyi. Zur Lehre vom perspectiven Tetraeder. Arch. f. Math, 
u. Phys. Zweite Reihe, II] T. S. 441—45, 

**) Poncelet. Propr. proj. 582. Baltzer. Elemente der Stereometrie 
§ 5.10. O. Hermes. Siitze iiber Tetraeder, welche dem von Desargues tiber 
ebene Dreiecke analog sind, Berlin 1856. 
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2) Wenn wir das erste Tetraeder 7’ als Fundamentaltetraeder eines 
tetrametrischen Coordinatensystems, die Collineationsebene y, als Hin- 
heitsebene wihlen, so erhalten wir fiir die Ebenen und Ecken der 
beiden Tetraeder, fiir die Collineationsebene und das Centrum folgende 
bez. Punkt- und Ebenen-Coordinaten : 








me--A OOO le ..58 CFC 
(2a) ee Se 2 ee Seer ee FL 
a ...901 0 jq...00 19 
a,...000 1 ja oOo 0 1 
a,” oe ¢ UY 1 1 1 | a, fee Ui, U1» Ui; Ui, 
) ay. «eee 1 Uy 1 1 My” ee Uy U2» U,; U., 
( B) tt, ee“ 1 1 Us 1 Qs” ‘ee Us; Us. U3 Us, 
a, “ee 1 1 1 Uy, ay oS 26 Uy, Us, U4 Ui, 
(Zy) — Pyeee []Oey Oy’ ], | Oey ety’ |, [eegery’|, layer’ |]... 1 1 1 1 


1 1 1 1 


(29) cyree( lary y’|y [Oy My'|> [3 y's |g Oy’|)>** SS ae iy ow," 





Die Gréssen U,;, — Uj; sind die ersten Minoren der Determinante: 


a i a8 
. pe 
@) na 

tie 


Uy Uy Ug Uy — (Uy Uy Uy Ug Uy Uy thy thy FH, Hy My Hy) 


+ 2(u, +t, + Us-++ 4%) — 3, 








nimlich: 
Ur 1 1 
(3a) Uii=|1 uw 1 |= uu,us — (e+u,+u,) + 2, 
4 2 
(3B) Ui = Uii = — (1—u,) (1—a,), (i,k, 7, $= 1, 2,3, 4); 


die die Nenner in den Coordinatenwerthen fiir c, (Formel 28) bilden- 
den Differenzen 1 — u;... sind bestimmte, zu je vier einander gleiche, 
zweite Minoren der Determinante U. 

Wir wollen im Folgenden die Kanten der beiden Tetraeder 7’ und 
T’ durch: 


“EL, = | ag Oy | oder rs = | ly as | 
, , , d , , , 
Qin = | a; Cx | oder Qos) = | Gy a, |, 
Mathematische Annalen. XXVIII. 
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die Verbindungslinien je zweier entsprechender Eckpunkte derselben 
durch 
bi: = | Gi au 

und die Schnittlinien je zweier entsprechender Seitenfliichen durch 

2 bey = | 04, | 
bezeichnen. 

Die sechs Schnittpunkte je zweier entsprechender Kanten d. h. 
je zweier Verbindungslinien entsprechender Eckpunkte , nimlich: 


bya = (449412)... 1 —1 0 0 | O54 = (gy a4). + 0 0 ] — 1] 


(4a) {b,5—=(a,,a13)...1 O —1 O |b,y—(a,,au)...0--10 1 
bi44—=(G,4a1u)---1 0 O —1|b,,—=(a,,a33)...0 1 —1 0 





hegen in der Ebene y, = [b,. 6,5 6,4 bg, 6.4 6.3] viermal zu dreien auf 
einer Geraden by), nimlich: 


bog bgy byo auf der Geraden ba1) = | a, @,'| 
(48) " by bis oy ” bios) = | ey as | 
41 Bin bag oy ” Diss) = | a, a," | 
bie Bos bs » » ” Bessy —_ | ce, a,'|, 


entsprechen also den Eckpunkten des durch diese vier Geraden be- 
stimmten vollstiindigen Vierseits. 

Die sechs durch je zwei entsprechende Kanten (die Schnittlinien 
entsprechender Seitenflichen) gelegten Ebenen, nimlich: 


By. = [a2 ai]... 1 — u, —(1—u,) 0 0 

Bi, = [@as) aas)]... 1 — wy 0 —(1—u,) 0 

Big = [Gan ain)... 1 — wy 0 0 —(1—w,) 
(47) 4 ‘ 

Bs, = [Aen am]... 9 0 l1—«, —(1l—w,) 

Boy = [Aen dan]... 0 —(1—u,) 0 1 — u, 

Boy = [es) @as)]--- 9 1—«4, —(1—w«,) 0 





schneiden sich in dem Punkte ¢, = (B,. Bis B,4 By, Bo, 8.3) und zwar 
viermal zu dreien in einer Geraden },;, nimlich: 


Bos By, By in der Geraden b,, = |a, a, | 


Bs, By: Bis 9 ” Dog = |My Ay | 
(40) é 

By: By2 Bag ” 33 = | Az ay | 

By» Bos Bay 9» ” Day = | 04 '|, 


sie entsprechen also den 6 Ebenen eines vollstiindigen durch diese 
vier Geraden bestimmten Vierkants. 








fone «60=l oe, Gate 
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Je ein Punkt bj, und eine Ebene £,, z. B. 6,. und By; by, und 
B,. u. s. Ww. sind incident. 

3) Die vollstindige durch die 4 Ebenen a,, die 4 Ebenen a,, 
die 6 Ebenen £;, und die Collineationsebene y, gebildete Raumfigur 
hat die charakteristische Eigenschaft, dass diese 15 Ebenen sich in 15 
Punkten, nimlich den 4 Punkten a,, den 4 Punkten a,, den 6 Punkten 
b;, und dem Perspectivitiatscentrum ¢, zu je sechsen schneiden. In der 
nachfolgenden Zusammenstellung ist jedesmal nur der erste Punkt einer 
Gruppe aufgefiihrt, da sich fiir die iibrigen Punkte die Indices der 
zugehérigen Ebenen, sowie die Coordinatenwerthe einfach durch cyklische 
Vertauschung ergeben. 


Q, = (a, a Oy Bog Byy By)... 1 0 0 0 
, My) == (ay a’ Oy’ Bos Byy By)... Oy Ui. Uy Oy 
(54) Vbyp = (ay @y a @ By)... 1 —1 0 0 


1 1 1 1 
C, = (Bio Bis Bis Bay Bos Bos) > - i—«, i—«, i-« i-«, 





Die 15 Ebenen schneiden sich ausserdem noch in 60 Punkten zu 
je vieren und in 15 Punkten zu je dreien. Die auf der folgenden 
Seite gegebene Zusammenstellung enthalt die Anordnung dieser Schnitt- 
punkte in Gruppen und die zugehérigen Coordinatenwerthe. 


(12Punktea,!] (a, 0,’ a,’ B5,)... Uz U,—1 1—w, 1— u,*) 
12 aglt) ==(0r4’ ct, a, Bys)... 1 —U 0 0 
C2 = (GM ByoBy4)-». 0 0 1—u, 1—wu, 


6 
6 Cie =e,’ 4,’ ByoB gy)... (1—ttp)(Ug-ty—2)  (1—t44)(tg--ey—2)  —(1L—t0,) (44 tg —1) (1 —tug) (44. —1) 
4 


1 1 1 
¢,!41 ==(a, By385,B4o).-- 0 1—u, 1—us 1—u; 


, , 1 1 1 1 1 1 1 
1} oe o06 ameatens +" +. _ aque po 
s (1 BosB5sB42) u, \i—tg ' 1—uy ' 1—u/  1—tty 1—u, 1—u, 
1 


1 1 1 1 1 1 
$1 =(B2sB By” ) om +e tine 


(a, 0,’ B47; ).- 0 Uy u,—2 —u, 1—u, 


a 
= 
Q 
a 
i) 
= 
EB 
mn 


, 1 ) 
(a, ty’ Bsy)  -- 0 a eg i-%, imu, 


we , ae 3 1 ) ( 7 x & 
(a, oy Byy) + ~~ ty aT i—u, ) 1—us 1—w, 


=(B 128 5,7;) ++ —(1— tg) (Ug-+-u,—2) —(1—t4y) (Ug g—2) (1—tty)(Hy--—1)  (1—ttg)(4,-+- 4.2). 





*) Diese Coordinatenwerthe sind zweite Minoren der Determinante U, nimlich erste Minoren von Uj, (vgl. Formel (3)) u. s. f. 


Der obere in eckige Klammern gesetzte Index [i] z. B. ag!) soll andeuten, dass der Punkt in der Ebene a; z, B. in a, ebenso 
der Index [¢’], dass der Punkt in der Ebene a,’ liegt. 
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Die Schnittlinien der 15 Ebenen sind einmal 20 Gerade, in welchen 
sich je drei Ebenen schneiden, nimlich: 


4Gerade: dex =| a, 7 | =| boy byq bye fur,se fires fur,as| 

» 111 =|By3Bs4Byo|={ Oy Oy) Cy gy CM) cy | 
G4, Dea) =|, Hy Bya| =] Mg Ay By eye ay a,!#]| = ay, 
6 4, Fag) ery’ ce” Byo| =f a’ ay) Byy Cre Ay asl) | == aga; 


(50) 


und sodann 45 Gerade, in welchen sich je 2 Ebenen schneiden. Da 
auf jeder der 20 Geraden (50) sechs der Schnittpunkte (5a), (8), (y) 
liegen, so ergiebt sich leicht, dass die aufgefiihrten Schnittpunkte in 
der That sdmmitliche Schnittpunkte der 15 Ebenen darstellen. Denn 
die Summe der Schnittpunkte (5a), (58), (57): 


15 . (3) +.60.(3) +15. (3) — 55 


muss um 


20. (6 —1). (3) = 100 


vermindert werden, wodurch sich die richtige Anzahl 


- —_ 15 
455 = ( 3 ) 
ergiebt. 

Man erhilt von der betrachteten Raumfigur eine deutliche Vor- 
stellung, wenn man die in einer der 15 Ebenen durch die Spuren der 
iibrigen 14 Ebenen gebildete Figur untersucht. Jede dieser Figuren 
besteht aus 10 Geraden, welche sich zehnmal zu dreien und fiinfzehn- 
mal zu zweien schneiden. 

4) Analog ergiebt sich, dass die 15 Punkte a,, a,, bj, c, zehn- 
mal zu sechsen in den Ebenen @,, a,, Bix, y, und ferner 60mal zu 
vieren und 15mal zu je dreien in einer Ebene liegen. Die 15 Ebenen 
Gp, Oy, Bix, Y,, die 15 Punkte a,, a,, bye, c, und die 20 Geraden 
bor), Orr» @ik, Gix bilden nach den von Herrn Reye*) eingefiihrten 
Bezeichnungen eine 

Cf. (15,, 20,). 
Diese Configuration ist dieselbe, als diejenige, welche durch die 15 
Potenzebenen, die 20 Potenzaxen und die 15 Potenzpunkte, welche 
6 Kugeln zu zweien, dreien und vieren bestimmen, gebildet wird.**) 
Die in einer der Ebenen durch die Spuren der iibrigen gebildeten 


Configuration ist eine 
Cf. (10,). 


*) Acta mathem Bd. I, 8. 93—96. 
**) Ebenda. 
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Analytisch folgt diese zweite Beziehung sofort, wenn man das 
zweite Tetraeder 7’ als Coordinatentetraeder wihlt, in Bezug auf 
welches den nachfolgenden in der ersten (zweiten) Horizontalreihe 
stehenden Punkten (Ebenen) nunmehr die Coordinaten der in der 
zweiten (ersten) Reihe stehenden Ebenen (Punkte) zukommen: 


a, ray Diz C; aig") a) 
(6) , a) @ 
Gy Oy Bix Yy &,%) &, 


“ @ 2. 


wihrend die unter einander stehenden Geraden: 


(6a) bii 
Airy Dis) 
sich wechselseitig in dieser Weise entsprechen. 

Dies Entsprechen ist ein polarreciprokes in Beziehung auf die 
Fliiche zweiter Ordnung: : 

(7) Fy Sy @y? tly Hy? + Uy Hy? + U, Ly? 2H, L2H, H; +22, a, 

+223 %,+22,2,+22,2, = 0, 
fiir welche also insbesondere die beiden einfach perspectiven Tetraeder 
polarreciprok sind und das Centrum ¢, als Pol der UCollineationsebene 
y, entspricht. 

5) Man kann analog, wie es bei zwei einfach perspectiven Dreiecken 
(§$ 1,5)) geschehen ist, die charakteristische Kigenschaft der durch 
zwei einfach perspective Tetraeder gebildeten Raumfigur auch in 
folgender Weise ausdriicken: 

Das durch die Eckpunkte des einen Tetraeders 7 (oder 7”), niim- 
lich durch die Punkte a,, a2, Q3, a, (Oder a’, a’, a5’, a4’) und das 
Centrum c, bestimmte vollstiindige riumliche Pentagon $$ (oder 4’) 
hat zu dem durch die Seitenfliichen «,’, a’, a,', a, (oder a, a, a, @,) 
des andern Tetraeders 7” (oder 7’) bestimmten vollstiindigen Pentaeder 
Tl’ (oder TT) eine solche Lage, dass jede der 10 Ebenen des Pentagons 
durch je eine der 10 Geraden des Pentaeders, auf welcher je 3 Eck- 
punkte des letzteren liegen, hindurchgeht und jeder der 10 Eckpunkte 
des Pentaeders auf je einer der 10 Geraden des Pentagons liegt, in 
welcher sich je drei Ebenen des letzteren schneiden. 

Es sind nimlich folgende untereinander stehende Elemente incident: 


fiir 3 und mf 4 Bin - bin 


’ ’ 
dai Qik) = Ors bb On = Ars) 


fiir 8’ und TT ts ~ 1s 


, , 
(ii) Aik) = Ars bis Aik = Ars) 


In jeder der 10 Seitenflichen des Pentagons entsteht so diejenige 
Figur, bei welcher ein vollstiindiges Vierseit und Viereck eine solche 
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Lage haben, dass die Ecken des ersteren auf den Seiten des letzteren 
liegen — oder, was dasselbe ist, die durch zwei einfach perspective 
Dreiecke bestimmte ebene Figur (vgl. § 1—5)). So hat man z. B. in 
der Ebene a, das vollstiindige durch die Geraden (vgl. (50)): 
Dias)> G35 M31, yp 
gebildete Vierseit mit den Eckenpaaren: 
MQ, ay 
bos bs, Oye 
und das vollstiindige Viereck mit den Eckpunkten (vgl. (5£)): 
a3, af, asl, cf, 
dessen Seitenpaare: 
|, Bys| |e, Byy| |e Byo| 
Jay a | jay a] |e, a,’ | 
durch die beziiglichen Eckpunkte des Vierseits hindurchgehen. Oder 
— anders ausgedriickt — die beiden Dreiecke: 


ay Qs lg 

af) gil) gglf 
sin einfach perspectiv mit ¢,! als Centram und bq) als Axe der Per- 
spectivitiit. 

6) Weitere interessante Lagenverhiltnisse, insbesondere perspective 
Beziehungen ergeben sich, wenn man noch die 10 Diagonalebenen @,.,. 
und 0;, des Pentaeders TT (und ebenso diejenigen des Pentaeders TT’), 
andererseits die 10 Diagonalpunkte »,, und d;, des Pentagons $$ (und 
ebenso diejenigen des Pentagons 43’) in Betracht zieht. Es mége hier 
mit Riicksicht auf die oben angegebenen polaren Beziehungen geniigen, 
die Diagonalebenen des Pentaeders TT und deren Schnittpunkte mit den 
5 Ebenen a,, @,, @, @,, y, und mit eimander aufzufiihren. Man hat: 


84, = [Ban = [bes bsg By], )--. 0 1 1 1 
(8) O12 = [Gx = a3 ay bgy|, Bo] --. 1 1 0 0 
Os, = [ays = |, Ay bio, Ogg] --- O O 1 1. 

Die gesammten Schnittpunkte der 5 Seitenfliichen des Pentaeders 
und der 10 Diagonalebenen bilden einfach folgende drei Gruppen: 

a) 10 Schnittpunkte, niimlich die 4 Punkte a, und die 6 Punkte 
biz, in deren jedem sich drei Seitenfliichen und vier Diagonalebenen 
des Pentaeders TT schneiden; z. B. 

My +++ (Gy Gy &, 01, Oo, Og, 0y.)...1 O O O 
(9a) Dyo = + + (Oy My 1 Opp O54 Oy 9y)-.-1 —1 0 O 
Dyy + +. (Oy Oy 71 O54 Oyo Oy, Oy2)---0 0 LI; 
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b) 15 Schnittpunkte D, in deren jedem sich eine Seitenfliiche und 
vier Diagonalebenen schneiden, z. B. 
Days - - + (@ 5 Dy 345 O35 Dyy) - - . 
Disa + + + (@,5 O33 Dyo3 Oy, Dos) -- - 
Disa» + + (5 Oy Go35 Fy. Dy4)--- 
Doar - + + (715 Oy3 Oyq5 Oy Faq) - + « a 
Ds,s2 - +. (713 Fs, Gog3 Oyo Og,)...1 —1 —1 1 
Daz. - + (743 Dye Ogq3 O43 9,4)...1 —1 1 —1; 








c) 20 Schnittpunkte ©, in deren jedem sich drei Diagonalebenen 
schneiden. Dieselben ordnen sich in folgende 5 Gruppen von je vier: 


y +++ (D2 33 O44) ++» — 2 

+ + (O33 Oy, O44) > - 

pis (S44 91; 0..) er 

a 5 (9, Do 033) oe ti 

io (O12 915 914) hy 

= (O11 9j5 9,4) ch 

++ (Oy, Oyy O40) - 

++ (Oj, Dy. 943) + - 

—— (92, 5. 92,) : 

Eeaw) » + + (Goo Foq G4) - 
Car ++ + (Oyq by Dog) + - 
Gua) +-- (932 oP 0.4) a 
Gis) + + + (Oy, Fg, Fg2) + + - 
Gas) > + + (By G3, O32) - - 
Cas) + + + (Og Oy O54) - 
Cas) ++ > (95; O54 951) ye: 
Cay --- (04; 84. 945) “i = 
Ges) +» + (Oy, Dye Ogg) + - - o- 3 
ag) + - + (Oy Ds 944) + - - wl 
Gao)» + + (Dyy Oy, Dyn) + + - an an Be 


V) 








d. h. die 20 Punkte © bilden 5 Tetraeder, deren Seitenfliichen die 
Diagonalebenen sind, wobei in jeder Diagonalebene zwei Tetraeder- 
flichen zusammenfallen. 

Diese fiinf Tetraeder sind bez. Polartetraeder in Beziehung auf 
F, zu den fiinf Tetraedern, welche sich analog aus der Figur des 
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Pentagons $f’ ergeben. Andererseits liegen die 5 Tetraeder (9y) bez. 
einfach perspectiv zu den fiinf entsprechenden Tetraedern, welche aus 
dem Pentaeder TT’ erhalten werden, und zwar so, dass c, das Centrum, 
y, die Collineationsebene ist. Die Anordnung der 20 Punkte (9) als 
Eckpunkte von fiinf Tetraedern, welche bez. zum Tetraeder T und den 
tibrigen vier Tetraedern des Pentaeders TT vierfach perspectiv liegen, 
ergiebt sich aus den in § 10 anzustellenden Betrachtungen. 

Was die Schnittlinien der 15 Ebenen @,, y,, 0,,, 0:, anlangt, so 
sind ausser den 30 Tetraederkanten (vgl. 97), in welchen sich je zwei 
Diagonalebenen schneiden, noch vorhanden: 

a) 10 Linien, in welchen sich je 2 Seitenfliichen des Pentaeders 
und je eine Diagonalebene schneiden, z. B. 


[7p 9ii |, ~~ + [@ pO Dyo], - + [3 @yO54]-- 65 
auf jeder dieser Linien liegen drei der Schnittpunkte (9a) z. B. 
bog, Ogy, Bg auf [oy 94115 
b) 15 Linien, in welchen sich je eine Seitenfliiche und je zwei 
Diagonalebenen des Pentaeders schneiden, z. B. 
|, 9549o9], |, 9429351, | Da594q| «++ 171942 934|> [7192591415 17151 Foal; 


auf jeder dieser Linien liegen je zwei Schnittpunkte (9@) und zwei 
Schnittpunkte (98); z. B. 


M4, bog; Dig, Dyy auf la, d,, 0,4). 


Daraus folgt, dass die unter (9@), (98), (9y) aufgefiihrten Schnitt- 
punkte in der That alle Schnittpunkte der 15 Ebenen darstellen. Denn 


von der Summe 
10 - (3) + 15 - (3) + 20 (3) = 520 


ist die Summe 


10 - (3—1)(3) + 15 - (4 —1)(3) = 65 


abzuziehen, wodurch sich die richtige Anzahl 


455 = (3) 


ergiebt. 

7) Gur Construction zweier einfach perspectiven Tetraeder sei be- 
merkt, dass die vier Ecken (Seiten) des einen Tetraeders 7' und eine 
Ecke a, (Seite «,’) des zweiten Tetraeders 7’ willkiirlich annehmbar 
sind, dass dagegen die zweite Kcke a, (Seite «,’) in der durch 
@y.=| 0, a)| und a,’ bestimmten Ebene £,, liegen (den durch aqa2)=| @, @| 
und «,’ bestimmten Punkt b,, enthalten), die dritte und vierte Ecke 
a; und a,’ (Seite a,’ und a@,’) bez. auf b,,—=]a,¢,| und b,,—=/a, ¢|, 
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WO C, = (|ay ay] |@y ay'|) ist, liegen (bez. durch die Linien }i33) =| a7, | 
und b4,=|a,7,|, wo y,=[|a@, @,'|, |e, @,'|] ist, hindurchgehen) 
muss, Von den vier Elementen (Ecken oder Seiten) des zweiten 
Tetraeders gehért also das erste einer dreifachen, das zweite einer 
zweifachen, das dritte und das vierte einer einfachen Unendlichkeit an. 

Dass fiir zwei Tetraeder das Schneiden entsprechender Kanten — 
mit Ausnahme des Falles, dass die beiden Tetraeder einen Eckpunkt 
und die gegeniiberliegende Seite gemein haben — die Perspectivitit 
zur Folge hat, ist von Valyi*) bemerkt worden. 

8) Von speciellen durch besondere Werthe der Gréssen w,, u., Us, 
u, bedingten Fiillen fiir die Lage zweier einfach perspectiven Tetraeder 
sei hier nur der Fall u, = u, = us = u, = 0 erwihnt. Alsdann liegen 
die Ecken von 7' in den Seitenflichen von Z”"; die Eckpunkte des 
Tetraeders Z” sind die Punkte ©,, ©,, ©, ©, (s. Formel 9y) unter I)), 
die Seitenfliichen sind die 4 Diagonalebenen 9,, , 6,., 94, , 6,, (Formel (8)). 
Die Eigenschaften dieser besonderen Figur, bei welcher zahlreiche 
der Schnittpunkte (5@)—(5y) zusammenfallen und mehrfach harmonische 
Beziehungen oder polare Beziehungen auf das Tetraeder 7’ als Funda- 
mentaltetraeder auftreten, lassen sich ohne Schwierigkeit herleiten. 

9) Wenn die Determinante U verschwindet oder sowohl die Deter- 
minante U, als auch ihre simmtlichen ersten Minoren (s. Formel (3)) 
verschwinden, so verlieren der unter 1) aufgefiihrte Satz und die 
. daraus gezogenen Folgerungen ihre Giiltigkeit. Diejenigen Ausnahme- 
fille, bei welchen diesen Bedingungen je nach der Deutung der ana- 
lytischen Ausdriicke entweder die Lagenbeziehungen entsprechen, dass 
die vier Seiten des zweiten Tetraeders 7” sich in einem Punkte, bez, 
einer Geraden schneiden, oder die Lagenbeziehungen, dass die vier 
Eckpunkte des ersten Tetraeders 7’ auf einer Ebene, bez. einer Geraden 
liegen, sind leicht zu erledigen. 

Auf diejenigen den obigen Bedingungen entsprechenden Special- 
fille, in welchen von den Elementen eines der beiden Tetraeder einige 
zusammenfallen, andere unbestimmt werden, hinzuweisen wird sich im 
folgenden Paragraphen Veranlassung bieten. 


§ 8. 
Unterscheidung der méglichen Faille von mehrfach perspectiven 
Tetraedern. 


1) Um die méglichen Fille, in welchen zwei Tetraeder 7 und 7” 
auf mehr als eine Art perspectiv liegen kénnen**), tibersichtlich unter- 
scheiden zu kénnen, wollen wir die 24 Permutationen der Elemente 


*) L. eS. 442. 
**) Vgl. Valyi l. c. 
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(Seiten bez. Ecken) 1’ 2’ 3’ 4’ des zweiten Tetraeders 7” in folgende 
Gruppen bringen: 
a) die (positive) Grundpermutation 1’ 2’ 3’ 4’; 
b) die 6 negativen Permutationen, bei welchen zwei Elemente 
ihre Pliitze behalten; 
c) die 8 positiven Permutationen, bei welchen ein Element 
seinen Platz behiilt; 
d) die 6 negativen Permutationen, bei welchen kein Element 
seinen Platz behiilt; 
e) die 3 positiven Permutationen, bei welchen kein Element 
seinen Platz behiilt. 

2) Betrachten wir zuerst den Fall, in welchem ausser der ersten 
Anordnung a) noch zugleich eine der 6 Anordnungen b) stattfinden 
soll, z. B. 
(10) {' 2 $ 4 aie a 2 . 4 

v234 r24 3. 
Als Bedingungen dafiir, dass auch die Schnittlinien |«, a,'| und 
|a, @,'| in der Ebene y, liegen sollen, ergeben sich (vgl. Formel (2) 
in § 7) die Beziehungen: 
(10a) u=u=—1, 
d. h. es miissen die beiden Seitenfliichen @,’ und @,’ mit eimander und 
mit y, zusammenfallen, Alsdann fallen auch die Eckpunkte a,’ und a, 
in dem einen Punkte b,, (4a) zusammen, wiihrend a, und a,’ unbe- 
stimmt, d. h. beliebig bez. auf B22, und bay, annehmbar werden, wihrend 
auch ¢, unbestimmt, d. h. irgend ein Punkt der Geraden a,, wird. 

Wenn also die Ebenen der beiden Tetraeder J und 7” den beiden 
Anordnungen (10) entsprechen, so folgt nicht nothwendig, dass die 
Verbindungslinien der entsprechenden Ecken sich in einem Punkte ¢, 
schneiden miissen. Wiahlt man aber z. B. a,’ beliebig auf bi, und 
bestimmt: 

Cy = ({a, ay'], [as a,’|) 

y =({c) a], bay), 
so schneiden sich auch die Verbindungslinien der nach beiden Arten 
der Anordnung (10) sich entsprechenden Eckpunkte beider Tetraeder 
in demselben Punkte ¢,. 

Ein eigentliches Tetraeder 7’, welches nach den beiden Anord- 
nungen (10) zu 7’ perspectiv lige, giebt es nicht. 

3) Soll fiir beide Tetraeder ausser der ersten Anordnung a) noch 
zugleich eine der 8 Anordnungen c) stattfinden, z. B. 


i 1234 1234 
(11) t yxy4 ™ 34, 
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so ergeben sich als Bedingungen dafiir, dass sich je 4 Ebenen: 
, ’ , , , , 
Oy, Hy My 5 Hy My, Hy My 5 Hy Oy, My, My 5 
und ebenso 


, , , , , , 
Oy My, Hy Hy 5 Ay My, Hy My 5 Ay My, Ay My 


in je einem Punkte schneiden sollen, die Relationen: 
(lla) u=u=u—1, 
d. h. es miissen die drei Seitenflichen a’, «,, «,’ mit einander und mit 
y, zusammenfallen. Alsdann findet ausser den beiden Anordnungen 
(11) auch von c) die Anordnung (mit 1 2 3 4): 
(11) 1’ 4 2 3’ 
und von den Anordnungen unter b) die drei Anordnungen: 
(11 y) Vrv¢3; v¢esy27; rsx7 4, 
welchen einzeln die Bedingungen: 
U=t%=—1;, &—u=—1; «=u —l 
entsprechen, statt. Die beiden Tetraeder 7 und 7” sind also dann 
auf 6 Arten complanar mit der gemeinschaftlichen Collineationsebene y,. 
Die vier Eckpunkte des zweiten Tetraeders 7’, sowie das Centrum 
c, werden unbestimmt (es verschwinden U und simmtliche erste Minoren); 
d. h. a,’ ist ein beliebiger Punkt der Ebene £,, = B,, = 6,, = «,, 
ebenso ¢,; dagegen sind a,’, a;, a,’ drei beliebig auf der Geraden bj, 
annehmbare Punkte. Also auch hier schneiden sich die Verbindungs- 
- linien entsprechender Ecken beider Tetraeder nicht nothwendig in dem 
Punkte ¢,; waihlt man aber a,’ mit ¢, zusammenfallend beliebig in der 
Ebene @, und bestimmt a,’, a,, a, als die Schnittpunkte der Verbin- 
dungslinien von a,’ = c, mit a,, a3, a,, so sind die beiden sechsfach 
complanaren Tetraeder auch einfach perspectiv. 
Ein eigentliches Tetraeder 7”, welches auf die geforderte Art zu 
T nach den beiden Anordnungen (11) perspectiv lige, existirt nicht. 
4) Die Forderung, dass ausser der Anordnung a) noch zugleich 
eine der Anordnungen d) z. B. 
1234 123 4 
{i 2s ii fe gar 


stattfinden soll, ergiebt als Bedingungen dafiir, dass sich je 4 Ebenen: 


(12) 


’ , , ’ , ’ 
Hy Oy, My My 5 My My, Hy My s Hay, A, My 5 
, , , , , , 
Weg Hy, My Hy 5 Hy hy, My Hy 5 My My, Ay a, 
in je einem Punkte schneiden, die Relationen: 
u,—1=—0; uwu,—1l=—0; u—1l=—0; 
u—l=0; uw—-lL=—O; u,-1=—O 


uy =m =u =U = 1. 
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In diesem Falle verschwinden U und simmtliche erste und zweite 
Minoren; die 4 Seitenfliichen «,’, @,', a, «,’ fallen siimmtlich unter- 
einander und mit der Ebene y, zusammen; die 4 Eckpunkte a,’, a,, 
Qj) a4’, sowie ¢, werden unbestimmt, 

Die beiden Tetraeder 7’ und 7” sind in diesem ganz speciellen 
Falle auf alle 24 (den Anordnungen a) bis e) entsprechende) Arten 
complanar; die im Allgemeinen — da die vier Eckpunkte a,’, ay’, a3, 04 
willkiirlich in der Ebene y, annehmbar sind — nicht vorhandene ein- 
fache Perspectivitait kann bewirkt werden, indem man z. B. a,’ beliebig 
in y, und ¢, beliebig auf b,, = |a, a,’| annimmt,. 

Also auch hier giebt es kein eigentliches Tetraeder 7”, welches 
nach den beiden Anordnungen (12) zu 7’ perspectiv wire. 

5) Wenn ausser der Anordnung a) noch eine der drei Anord- 
nungen e), z. B. 

1234 1234 
(13) {i Y 3 4 und 9 V4 3 
stattfinden soll, so resultiren als Bedingungen dafiir, dass sich je 
4 Ebenen: f 

Oy Oly Oly’ Oey 5 Oy Oly y ty’ y's 

ey Oey y My Oly 5 ig yy Oty" OL,” 


in je einem Punkte schneiden sollen, die Relationen: 


(13 @) 
oder 


¢ 1 1 
(138) ‘ Us = Uy > “ = ‘” 


oder wenn wir den Werth u, durch u bezeichnen: 


Ca cam Uy Uy — 1 =O 


u,uy—l=0, uu—l=—90 


1 
(137) y=, Hy = ty = 4. 


Es ergiebt sich also hier ein eigentliches Tetraeder 7", welches 
auf die beiden Arten der in (13) gegebenen Anordnungen zu 7’ per- 
spectiv liegt. Die genauere Untersuchung der durch zwei solche swei- 
fach perspectiven Tetraeder gebildeten Figur wird in dem folgenden 
§ 9 angestellt werden. 

6) Sollen ausser der Anordnung a) noch zugleich gwei der An- 
ordnungen e), z. B. 

123 4 123 4 123 4 

- ty tt i reg ™ {3 412 

bestehen, so resultiren ausser den Bedingunger (138) noch: 
1 


1 
(14a) Uy = Uy = * = ra 
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Aus (138) und (14a) folgt: 


(148) Ch agagaea 
d. h. “? == ], 
oder, da der Werth « = 1 den bereits erledigten Degenerationsfall 4) 
liefert 
u=— 1, 

also: 
(147) Uy, = M = Us = U, = — 1. 

Dann ist aber das so bestimmte eigentliche Tetraeder 7” ausser 
nach den drei Anordnungen (14) auch noch entsprechend der dritten 
Anordnung e), nimlich nach der Anordnung: 


14a 1234 
ey) 43 27 1 
zu dem Tetraeder 7’ perspectiv liegend. 
Dieser Fall von zwei vierfach perspectiven Tetraedern soll im 


§ 10 genauer betrachtet werden. 


§ 9. 
Zweifach perspective Tetraeder. 

1) Zufolge der im § 8, 5) gegebenen Relationen erhilt man fiir 
die Seitenfliichen und Eckpunkte eines Tetraeders 7”, welches nach 
den beiden Anordnungen: 

1234 
(15) rrs¢ (156) )2 0 4 | 
Cy wae V1 Cy ria V2 


zu dem Tetraeder 7’ perspectiv liegt, folgende Werthe fiir die Coordi- 
naten (vgl. § 7, Formeln (2a), (28)): 


Oy ++ 1 1 1 Mone 
@---1 u 


a@---1l 1 1 








1 
7 
die Determinante U (Formel 3) erhalt den Werth: 
(15) Fn BT, 


ue 


, 


@ee-)1 1 
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und ebenso resultiren einfache Werthe fiir die ersten und zweiten 
Minoren derselben. 

2) Wihrend die sechs Schnittpunkte b;, je zweier der ersten An- 
ordnung (15) entsprechenden Kanten (vgl. § 7 (4a) und (4)) in der 
Ebene: 


(16) as. OS 


zu je dreien auf den vier Geraden b,) liegen, sind die sechs Schnitt- 
punkte je zweier der zweiten Anordnung (15) entsprechenden Kanten, 
niimlich : 


(OY = (G49 ay2) = Dio eee 1 pe & 
by = (45 a4) ‘<a 1 0 u 
bi = (ayy a3) re ay 


bit? = (ay, ais) = by,-.- 0 0 


b? = (Gy, a3) * o> — 1 








ee 


in der Ebene: 
(168) Yo.--4411 


analog viermal zu dreien auf einer Geraden },;,,, niimlich: 


by bs, bf auf der Geraden Das) = | a, a, | 


(2) y, (2) , 

16 byy ba bis yy) yy) Deny = | Gy a," | 
stig 62 by» OY? b : 
41 %12 V24 yy ” ” (34) = | Os Oy | 
(2) y, (2) , 

bie bes’ bei ” ” ” bas) = | Gy Gy | 


den Eckpunkten des durch diese vier Geraden bestimmten voll- 
stiindigen Vierseits entsprechend gruppirt. 

Analog, wie die sechs durch je zwei der ersten Anordnung (15@) 
entsprechende Kanten gelegten Ebenen 6 (vgl. § 7 (4y) und (40)) 
namlich : 

By...1 —1 00) B...00 1 —1 
(4y’) eee 0 10 oe eo & 
B,-...6 9 O1 s——-we8h © 
sich in dem Punkte: 
(17) q.--ll—w—w 
und zwar viermal zu dreien in einer Geraden 0,;; schneiden, gehen die 


sechs durch je zwei der zweiten Anordnung (158) entsprechende Kanten 
gelegten Ebenen, nimlich: 
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2) == [a2 @2)) = By - - 
B2) = [aus de] = 


BY? = [a(14) A23)] = 


BY) = [ais4) as1)] = By, - - - 


(@) = [ a2) 413) | — 





(2) == [ayes) Qa) = 


durch den Punkt: 

(178) G's 11-1 

hindurch und zwar so, dass sie sich viermal zu dreien in einer Geraden 
bx, namlich: 


BY B,,B2) in der Geraden b,, = |a,a,'| 


B;, BY @) bs, = | a, aay’ | 
BY Bi By? by = [a3 04'| 


By. BY BY Byy = | ay 03 | 


schneiden, also den sechs Ebenen eines vollstiindigen durch diese vier 
Geraden bestimmten Vierkants entsprechen. 

Auch hier gilt die Beziehung, dass je ein Punkt 6) und eine 
Ebene 6, z. B. 6 und £2; b@) und A?) u. s. w. incident sind; 
ferner aber die wichtige Relation, dass der Punkt c, in der Ebene y,, 
der Punkt ¢, in der Ebene y, liegt. Der Punkt ¢,, das zweite Per- 
spectivititscentrum, fallt hier mit dem bei der Figur zweier einfach 
perspectiven Tetraeder bestimmten Punkte: 


Dsa1 + + (%15 Fo39145 913954) 


(vgl. § 7 Formel (98)) zusammen. 

3) Die vollstandige durch die 4 Ebenen «,, die 4 Ebenen «,’, die 
10 Ebenen 8;, und B) und die beiden Collineationsebenen y, und y, 
gebildete Raumfigur ist dadurch ausgezeichnet, dass die 20 Ebenen 
derselben sich 


(177) 


«) in 16 Punkten zu je acht, 
8B) in 4 Punkten zu je sieben, 
vy) in 72 Punkten zu je vier und 


0) in 32 Punkten zu je drei 
schneiden. 
Aus der nachfolgenden Zusammenstellung sind die Anordnungen 
dieser Schnittpunkte in Gruppen und die zugehérigen Coordinaten- 
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werthe zu ersehen; es ist auch hier meistens nur der erste Punkt 
einer Gruppe aufgefiihrt (vergleiche hierzu § 7 (5a), (58), (57). 


(4 Punkte: a, = (a, a 4, By4—= B®), By» Bos BQ) BY) --- 1 0 0 
ay! — (0's, BE) — By BE B® Byr Bas) “+ —1 — 1 
bi3= (Gy &4, te’ 4’, Boy, Be) BY, %1) °°" 
y= (et,' as, @ &, BY, By; Bay, Yo) °° 
bo = bes (@ C4, Og’ Oy", Bs5= B82, Vi¥2) °° 

' 65, = B= (a, Hy, @,' ety’, Byy= BY), 7172) 2 


Cy = (Bi2=BY) Bss.=BY.B 13825 Bi 4B 23) 72)" ae 
"(cy =(BQP=B jo BQ=ByB GRO B2BY,7;).°° 





, , 1 
: aft] =(a,, GH, My, Bs.) ~~ 0 —(+1) 


> ali) = ==(ay’, aa, By) 1 — 


Cro = == (@, @, By Bgy) - 


ts = =(a,' a,’, By2Bsq) = 


cl = == (a4, Bos By Byp) - 
: cf) ==(0,', Bos By, Byo) = 
cl!) == (a, , BY By, BY’) - 
SQ (ay BE Bs. BR) ~ 
fuse = (0, @y° Byy 24) 
> finaz =(@% @)° By 141) ~~ 
Fielss = (% % Bgy 72) 


teas = (% ay BY 72) 


= (By; By, By 71) 
= (Bis) By, BY Yo) 








{2 : = (Bis Boy ¥1 Yo) * 
=(By, Bos 71 Y2) 


Mathematische Annalen, XXVIII, 
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fg) = (Ai? Be 1 Y2) 
= Ds,s2 *) ca 
(2) = (BY BY @) "1 72) 
= D5,13 *) 
= (Fis BY 6B 7) ~ 
iY =( {3 Bis Bos Y2) a 


2 Punkte: 











His = (a & Boy) 

hoy = (3 o’ Bay) 

92 = (@ a Be 

hf = (a a, Be) 
> Mesea= (0, Bos BY) ~~ -_ 
: Meses= (@, By, BY) ~~ 0 ~~ 


: m2) = (a, Bog BR) - —u —1 w—u-+l 
: m2 (2,' Boy BY) -- —t —1 w—u+tl 4. 











Die Schnittlinien der 20 Ebenen sind einmal 8 Gerade, in welchen 
sich je vier Ebenen schneiden, niimlich: 
(192) {" Gerade: ais) = |@ 3 Bys Bi)| = |% ay boy bY) | = ay 


ny Aas) = | 4" ees’ BY Bys| = | ay ay’ OY boy] = aaa; 


ferner 24 Gerade, in welchen sich je drei Ebenen schneiden, niimlich: 


(; Gerade: aig) und aiga3 a2) = | Oy %y Byo| = | Xs My, Ogg yo, AP alt! | = ayy 


QZ gg M2) 9p say} Aaa) = | Oy’ Oy’ Byy| = |g 04’, by, era, al?! af! | = as 
c » + bay =a, a, | = |O54 040 bog, f11,34 f11,42 f11,23| 

4 : bas) = |@, Oy! Yo| = |bgg bY by fis) 34 Hees e's 

4 2 Diy = |Bgs Bro Bog] = [4,055 Cy Gay cf elt | 

{4 : = | Boa BSD BY | = |, 09, co gh), cf cht] 

2 : d, und dy; d, = | Bi) BE) y, | = |by, boy, Coy FP, Ly Los! 

{2 : d\?) ” di?) ; d?) = | Bis Boy Y2| = [bi bY, q, f, I 1?) ) US| 


*) Vgl. Formel (98) in § 7. 
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endlich 70 Gerade, in denen sich je zwei Ebenen schneiden. Die 
Summe der in ((18@) bis (180)) aufgeftihrten Schnittpunkte: 


16. (3) + 4- (3) + 72- (3) +.32- (3) = 1356 


muss also, da auf jeder der 8 Geraden (19) vier, auf jeder der 
24 Geraden (198) sechs Schnittpunkte liegen, um 


8 (4 — 1) (3) + 246 —1)(3) —216 


vermindert werden, was in der That die richtige Anzahl 


1140 = (3) 
ergiebt. 


Untersucht man die in einer der 20 Ebenen durch die Spuren der 
iibrigen 19 Ebenen erzeugte Figur, so ergiebt sich, dass in jeder der 
4 Ebenen: 

By. = Be), By, = BY, vy, und 7, 
sich 13 Gerade 
7 mal zu vieren, 
6 mal zu dreien, 
18 mal zu zweien 


schneiden. Die in jeder der anderen 16 Ebenen a@,, a@,’, Bi, .. 
62)... entstehende Figur enthilt dagegen 12 Gerade, welche sich 


6 mal zu vieren, 
5 mal zu dreien, 
15 mal zu zweien 


” 


schneiden. 
In jeder dieser 16 Ebenen entsteht derjenige im ersten Theil 

§ 2 VI) betrachtete besondere Fall der Figur zweier zweifach per- 
spectiven Dreiecke, in welchem zweimal je eine Ecke des zweiten 
Dreiecks auf je einer Seite des ersten Dreiecks liegt. (Vgl. die Rela- 
tionen (16) und (168) in § 2). In der Ebene a, z. B. hat man, 
wenn wir die Punkte 

6@ durch all, 

6% durch af), 


vgl. (58) dieses Paragraphen) bezeichnen, folgende zwei sweifach 
perspectiven Dreiecke: 


ay Ay As My Qo Ay 
4 4 4 4 4 4 
(20) af ata] af alt alt 





cf) — Dias) y— Dus) 
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in der speciellen Beziehung, dass 
all auf |a,a3| und al! auf |a, a, | 


liegt. 

Von besonderen Kigenschaften der vorliegenden Raumfigur seier 
noch folgende erwihnt: 

a) Auf den Kanten a,,, @3,, dig und ay liegen folgende harmo- 
nische Punktpaare: 

@,, die Punktpaare 6,,¢,, und a, a), 
A345 » ” Depron» Mg Qy, 
ay2 ” ” bi» C4 ” ay Qe, 
A345, ” by, 12 4 13 04 « 

b) Auf der Schnittlinie der beiden Collineationsebenen y, und y, 

liegen die beiden Punktpaare: 
k2) k2) und k, ky 

(s. (18y)) harmonisch zu b,,6;,; denn in der Ebene y, ist das Dreieck 
¢,k@)k®) das Diagonaldreieck des durch die vier Geraden bj; (s. (198)) 
gebildeten Vierseits, dessen Eckenpaare: 

Biobsy, Bis bors Org bos 
sind, und in der Ebene y, ist das Dreieck ¢,k,k, das Diagonaldreieck 
des durch die vier Geraden b«) gebildeten Vierseits, dessen Ecken- 
paare: 

Drobsys Bis Os bie Oy 
sind. 

c) Auf der Schnittlinie der beiden Ebenen #,, und £,, (der Ver- 
bindungslinie der beiden Centren ¢, und ¢,) liegen die beiden Punkt- 
paare: 

Cio tgy und eis ess 
harmonisch zu ¢; ¢). 

4) Der Nachweis, dass analog die 20 Punkte a,, a,, bj, und 2), ¢, 
und ¢, zu je acht in 16 Ebenen (a,, a, By, .--, Bi) .--), zu je 
sieben in 4 Ebenen (8,,, Bs,, 71, ¥2), ausserdem zu je vier in 72 Ebenen 
und zu je drei in 32 Ebenen liegen, ergiebt sich analytisch sofort, 
wenn das zweite Tetraeder 7” zum Coordinatentetraeder gewihlt wird. 
Ausser dem polar-reciproken Entsprechen der Punkte und Ebenen, 
sowie der Geraden (vgl. § 7 unter 4) Formeln (6) und (7)) in Be- 
ziehung auf die Fliiche zweiter Ordnung F’, zufolge der ersten An- 
ordnung (15@) erhalten wir hier noch zufolge der zweiten Anordnung 
(158) ein zweites polar-reciprokes Entsprechen der Ebenen und Punkte, 
sowie der Geraden in Beziehung auf eine zweite Fliiche /, der zweiten 
Ordnung. (Vgl. auch die analoge Betrachtung bei zwei zweifach per- 
spectiven Dreiecken § 2 unter 2)). 
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Die Gleichung der Oberfliiche F’,, in Beziehung auf welche die 
beiden Tetraeder 7’ und 7” nach der urspriinglichen Anordnung 
12 3 4 
v?73¢ 
sich polarreciprok entsprechen, ist jetzt (vgl. Formel (7) in § 7): 
(7a) FP, Sua? + ua? + 2. as? + < Wy? + 20, %_ + 2H a | _ 0 
Te 
+ 24,4, + 2a,n, + 24,0, + 2a, 2, 
wiihrend die zweite Fliche F’,, in Bezug auf welche die beiden 
Tetraeder 7’ und 7” nach der zweiten Anordnung 
123 4 
7 .F. €.2 
sich polarreciprok entsprechen, durch: 
(78) F, =a? + a? + a? + 2? + 2ux, x, + 2x, 2, + 22, a, 
‘ == () 
+ : Wh, + 2a, x, + sn 
dargestellt wird. 


Diese beiden Flichen zweiten Grades beriihren sich in zwei Punkten, 
wie sofort aus: 


F, — F,=*—* [u(2, — 2)? — @ — 2") 


ae = 4s [Vu(a, — a) + «, — x] >< 
[Vu(a, — a) — x + x,] =0 


ersichtlich ist. 
Die beiden Ebenen: 
z,::-~¥e—Ye 1 —1 
{= +. ~u—yu —1 1, 
welche sich in der Geraden |6,.8,,| = |c;¢,| schneiden und harmonisch 


zu dem Ebenenpaar £,,8,, liegen, haben zu Polen in Beziehung auf 
beide Flichen F', und F, die Punkte: 


(218) 


(217) 


welche auf der reciproken Polaren von |#;.8,,| in Bezug auf beide 
Kliichen, d. h. der Geraden |,,6,,|—=|7,7.| harmonisch zu dem 
Punktpaar b,,6,, liegen, zu welchem auch die Punktpaare k,k,, ki?) ke) 
(Formel (187)) harmonisch sind. 
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Da diese Pole »,, », beziiglich auf ihren Polarebenen z,, 2, und 
zugleich auf den beiden Fliichen liegen, so folgt, dass diese Ebenen 
die beiden gemeinsamen Tangentenebenen sind, welche in den Punkten 
~,, ~, die beiden Flichen beriihren, die Linie |b,,6,,| also die Be- 
rihrungssehne ist. 

Wir haben hier den besonderen Fall zweier sich doppelt beriih- 
renden Fliichen zweiter Ordnung, in welchem die beiden ebenen Schnitt- 
curven der beiden Flichen in zwei Linienpaare zerfallen, welche hier 
imagindér sind*). Das windschiefe Vierseit, in welches die gemein- 
same Schnittcurve C\) degenerirt, hat zwei reelle Ecken: die Beriih- 
rungspunkte p,, p, auf der Beriihrungssehne |6,,6,,|, wiihrend die 
beiden gegeniiberliegenden der reellen Geraden | #,,8,,| angehdrigen 
Ecken },',). imaginir sind. In diesen beiden imaginiiren Punkten 
~, > P. haben die beiden Flichen ebenfalls eine doppelte Beriihrung, 
bei welcher die beiden gemeinsamen imaginiren Beriihrungsebenen 
z,', 2, durch die Beriihrungssehne |6,,6,,| hindurchgehen. Man kann 
zufolge der dualen Betrachtung diese beiden Punkte },’, p,’ als Scheitel 
der gemeinsamen Tangentenkegel, welche in die (reellen) Ebenen 
m,, %, degenerirt sind, auffassen, ebenso auch die reellen Punkte 
P,, P. als Scheitel der gemeinsamen Tangentenkegel, welche in die 
imaginiiren Ebenen z,’, x,’ degenerirt sind, auffassen. 

Die eben ausgesprochenen Beziehungen gelten fiir den Fall, dass 
wu positiv ist, wihrend umgekehrt fiir den Fall eines negativen u die 
Punkte »,, p. und die Ebenen z,, 2, imaginiir, dagegen die Punkte 
};, Po und die Ebenen ,’, x,° reell werden. Man erkennt diess sofort 
aus den Formeln (218) und (21y) und den folgenden fiir die Coordi- 
naten der Ebenen z,', x,’ und der Punkte y,’, p, : 


Tl," 24(1—wy/—1 24(1—u)/—1 1+: i++ 
l+tu I+tu 24(1—u)y/—} 24-(1— wf — 


(216’) 


142 pi —2-(1—wy/—! —2-1—w)y/—4 
~ —2—(1—wy/—} —2—1-wy/—b 140 l+«. 


*) Vgl. iiber diesen besonderen Fall, welcher noch nicht genauer untersucht 
zu sein scheint, Schréter, Theorie der Oberflichen 2‘ Ordnung, S. 699. Bei 
zwei geradlinigen Flichen zweiter Ordnung, welche eine derartige doppelte 
Beriihrung haben und fiir die das windschiefe Vierseit reell ist, giebt es zwei 
Paare von reellen gemeinsamen Beriihrungspunkten (oder von Scheiteln gemein- 
samer Tangentenkegel), wobei die Tangentenebenen des einen Paares durch die 
Beriihrungssehne des anderen Paares hindurchgehen. Hierdurch entsteht ein 
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Alle Punkte je einer der beiden reciproken Polaren |f,.8,,| und 
| b,63,| haben in Bezug auf beide Fliichen F', und F, dieselbe durch 
die andere gehende Polarebene, und ebenso hat jede der durch die 
eine dieser Geraden gehende Ebene in Bezug auf beide Flichen den- 
selben auf der anderen Geraden liegenden Pol. Da das Centrum ¢, 
als Pol zu y, in y, und das Centrum ¢, als Pol zu y, in y, liegt, so 
folgt, dass das Tetraeder 


Cy Cgbyo bs, (oder 7 72812854) 
ein fiir beide Flichen F, und F, gemeinsames Polartetraeder ist. 

Die durch das zweifache Entsprechen der Punkte und Ebenen, 
sowie der Geraden der Figur in Beziehung auf beide Flachen F, und F’, 
bedingten Eigenschaften derselben sollen hier im Einzelnen nicht weiter 
entwickelt und verfolgt werden. Ebenso begniigen wir uns darauf' 
hinzuweisen, dass die in § 7 unter 5) und 6) hergeleitetan weiteren 
Lagenbeziehungen der Figur zweier einfach perspectiven Tetraeder 
sich auf die vorliegende Figur zweier zweifach perspectiven Tetraeder 
anwenden lassen und bei Beriicksichtigung der erwihnten zweifach 
polaren Beziehungen besondere interessante Resultate ergeben. 

5) Was die Construction zweier zweifach perspectiven Tetraeder 
anlangt, so sind die vier Ecken von 7’ und eine Ecke a,’ von 7” will- 
kiirlich annehmbar. Zieht man dann in der Ebene £,, = [a,a,4,'] 
eine beliebige Gerade b,, durch a,, so erhalt man c, = (0,;, bo); die 
durch a,, a, und ¢, bestimmte Ebene #,, schneidet die Ebene #,, in 
einer durch c, gehenden Geraden, welche b,, = |a,0,'| in c, schneidet. 
Dann ergiebt sich a, = (|a,¢|, |a,¢,|). Die beiden Eckpunkte a,’ und 
a, sind dann eindeutig in der Ebene £,, bestimmt, indem sich 


Mg’ = (agcy|, |Qycy]) umd ay = (|aycy|, |g ¢9/) 
ergiebt. — Analog liisst sich die Construction der Seitenfliichen 
&, G@;, @,, wenn a,’ gegeben ist, leicht ausfiihren. 


§ 10. 
Vierfach perspective Tetraeder. 


1) Sind zwei Tetraeder 7’ und 7” vierfach perspectiv, entsprechend 
den Anordnungen: 
1 2 


3 1.2 
(22a) te 2 3 
—% 


=  ® oa ait, 


an 


3 4 
4 3 


4 
4 


Polartetraeder von besonderer Art (vgl. Schréter A. a. O. 8, 100 und S§, 143). 
Im obigen Falle ist nur je ein Paar dieser Beriihrungspunkte und gemeinsamen 
Tangentenebenen reell. 
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6.2 1 2 3 4 
(227) 3 4 1 2 (228) ;4 3 7 1 
Y: 


? 


(3 — V3  —— Fe 


so haben den Werthen: 
uy =u =u =u = — 1 


(vgl. § 8 unter 6)) gemiiss die Seitenflichen und Ecken von 7” folgende 
Coordinaten: 


(22 €) 


(226) 





die Determinante U und die ersten Minoren derselben erhalten die 
Werthe: 
(22n) =—16, U,—4, Oy,——4. 


2) In jeder der vier Collineationsebenen: 


a aoe aa 

¥ i. ee wet eon 

(3a) ‘2 ee 
1 


—1i1-1 1 


. 

%° 
liegen (vgl. § 7 (4a) und (48) und § 9 unter 2)) je sechs Schnitt- 
punkte b,x, 6, (9, b) je zweier den Anordnungen 22(«), (8), (y), (8) 
entsprechenden Kanten und zwar viermal zu dreien auf einer Geraden 
buy und bg»). Von den Schnittpunkten 6/7), fallen je zwei zusammen, 


so dass folgende 12 Punkte auftreten: 


bis = OY) = (aj,a's) - - - 


| Bio = OY) = (G2 G12) - - 


; Dig = bh os (4414) ses 
(238) | 


bay = bY) = (ayy asa) - - - 


boy = OY = (ao, G4) - 





bas = by) = (23423) - - - 
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1 (O42 = Bt) = (4:21) » - 
, 
Oty = bi) = Gisaa) - - 


cagy) | HR nen) «> - 
bY? = b@ = (dy, a3) a ae 
Oe? = Be = (Gayais) « - - 0 


UU 62) = bY) — (aygari) + + - 1 





Von diesen 12 Punkten liegen die 6 der ersten Anordnung ent- 
sprechenden (238) in der Ebene y, viermal zu dreien auf einer Geraden 
bus (siehe (4a) und (48) in § 7), die 6 der zweiten Anordnung ent- 
sprechenden 6?) in der Ebene y, viermal zu dreien auf je einer Geraden 
Diz), Bier) » Disa), Bias) (Siehe § 9 — (16y)); ferner von den 6 der dritten 
Anordnung entsprechenden 6%) in der Ebene y,: 


bY 6S)6,, auf der Geraden bas, = | «, 7; | 


8 3 ss ’ 
bg) by? bis 9» ” Dios) = | Wy My Py | 
(230) 


f , 
by) bi by » » ” Bys1) = | &y o's | 


3 ie oe 
Oi bY) bs » » ” Disa) = | Oy Oy’ Ys |; 


und endlich von den 6 der vierten Anordnung entsprechenden }{‘) in 
der Ebene y,: 


bog Ob) auf der Geraden bis) = | &, @,' 7, | 


, 
. bY) bys bt? » »” ” byes) = | Gy Ms V4 | 
(23 €) 


Ba bib) ”» » ” Dis) = | Oy, Mo V4 | 


c , 
Bf} bos bY oe ” Diary = | 40’ 7, |- 


Von den 12 Punkten (238) und (237) liegen je zwei, nimlich 
ein der ersten Gruppe (238) und ein der zweiten Gruppe (237) an- 
gehériger auf je einer Kante der beiden Tetraeder 7 und 7” und 
werden durch die Eckpunkte dieser Kante harmonisch getrennt. Be- 
zeichnen wir die 6 Punkte der zweiten Gruppe kurz durch b,j, 80 
liegen auf jeder Kante 


a;, des Tetraeders 7 die Punkte 6;, 6; harmonisch getrennt 
durch 4; a, 

a;, des Tetraeders 7” die Punkte },,6,; harmonisch getrennt 
durch a; a’. 


(236) 
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Analog gehen durch jedes der vier Centren: 
Gere l 1 1 1 
Co "= 1 1 a 1 vam ] 
Cs = * 1 — 1 1 —_ 1 
G-':l —1 —1 1 
je sechs durch zwei den vier Anordnungen (22«@) bis (220) ent-- 
sprechende Kanten gelegte Ebenen £;,, 2), B®, 6) hindurch, indem 
sie sich je viermal zu dreien in einer ats b, und dy, alates. 


Solcher Ebenen sind, da je zwei zusammenfallen, zwolf vorhanden, 
niimlich: 


(24 a) 


By. = BY = [au2) da) ---1 —1 

By; = BY = [a12) @as)] aa 0 

Bi, = BO = [aaayaay] +: - 

Bs, = BY? = [a;s4) Qs4)] - 

Bo, = BY) = [ayn ay] - - - 

t Bog = BY) = [ajes) @es)] - - - 

B2 = BY — [aus agy] - - - 

BY) = BY) = [as ae] - - 

BY? = BY = [ays aes) - 

BS sane Bi? = [ asa) A212) ) is 

BY -= ©) = [a24) Q13) ] ie ee 1 0 
BS = BY) = [aes aa) - - - 1 1 0. 





Die 6 der ersten Anordnung entsprechenden Ebenen (248) schneiden 
sich viermal zu dreien in den durch das Centrum ¢, gehenden Geraden 
b; (siehe (40) in § 7), die 6 der zweiten Anordnung entsprechenden 
Ebenen #') in den durch das Centrum ¢, gehenden Geraden b,,, b 
Ds4, bys (Siehe (177) in § 9); ferner schneiden sich von den sechs der 
dritten Anordnung entsprechenden Ebenen £'3), deren Schnittpunkt c, ist, 


21) 


BS) BS) By. in der Geraden b,, = | a, a, Cg | 
By {) Bis ” ” ” bo, == | My Oy’ Cy | 
BY BY Bos ”» ” bss = | sg a,’ Cs | 


Bi) Be Bsr » ” Dyo = | Oy My Cy | 5 


und endlich von den 6 der vierten Anordnung entsprechenden Ebenen 
(1), deren Schnittpunkt c, ist, 


(240) 
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B.; BS BY) in der Geraden b,, = | a, a4'¢, | 
Mw 41 4 ”» ” bos oe | ly My Cy | 
By, BY ”» » ” Dso = | Mg My’ Cy | 
) Bos “ ”» » ” Dy = | Cy My’ Cy |. 

Je zwei von den 12 Ebenen (248) und (24y), niimlich eine der 
Gruppe (248) und eine der Gruppe (24y) angehérige gehen durch je 
eine Kante der beiden Tetraeder hindurch und werden durch die beiden 
Seitenflichen des Tetraeders harmonisch getrennt. Werden die Ebenen 


der zweiten Gruppe (24y) kurz durch 8;; bezeichnet, so gehen durch 
jede Kante 


(24 €) 


aixy des Tetraeders T die Ebenen £;, 6;; harmonisch getrennt 
} durch «;, a, 
(246) dix des Tetraeders 7” die Ebenen 6,8, harmonisch getrennt 
durch «;', a; 


hindurch. 
Jede Ebene 6) enthilt drei der 12 Punkte } und durch jeden 
Punkt 6) gehen drei der 12 Ebenen £ hindurch. Es entstehen so 


drei Tetraeder: 
bos by4 bes bra 
Bos By, Bes Bis 
re { bis boa bis Dog 
i Bis B2t Bis Bog 
— { bia sa Dio bg, 
= B12 Bst By2 Bys, 
deren Lagenbeziehung unter 3) noch genauer betrachtet werden wird. 
Jede Ebene B;, und B;; entspricht bez. dem Punkte b,, und by 
als harmonische Polarebene in Beziehung auf das Tetraeder 7’, ebenso 
wie die Seitenfliichen a,’ den gegeniiberliegenden Ecken a,’ des Te- 
traeders Z” und die Collineationsebenen y, den Centren ¢, als har- 
monische Polarebenen in Beziehung auf 7’ entsprechen. 
Die Centren ¢,, ¢,, C3, ¢, sind die Ecken, die Collineationsebenen 
V1» Yo» ¥3> Yy die Seitenfliichen eines Tetraeders, welches wir durch 
T” bezeichnen wollen, so dass seine Elemente (Ecken oder Seiten) 
durch das gemeinsame Symbol: 


(26 a) YF = 
dargestellt werden. Auf jeder Kante dieses Tetraeders 7” liegen zwei 


der 12 Punkte 6, und 6;; harmonisch durch die Endpunkte dieser 
Kante getrennt, und durch jede Kante gehen zwei der 12 Ebenen 
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Bi, und B;; hindurch und werden durch die beiden Seitenflichen, deren 
Schnitt diese Kante ist, harmonisch getrennt. Man hat nimlich: 


Crp = Cissy = | Dis Osa, Cy Cp | =| Bro Bays Ys 74 | 
Cy = Cras) = | Bis boa, Cy Cy | = | Bis Bogs V2 M4 | 
Cry = Cas) = | bia bes, Cy Cy | =| Brg Boss V2 7s | 
C54 = Cia) = | Diy bgy, Cy Cy | =| Biz Bat, 4 72 | 
Cog = Cas) = | bys bay, Co Cy | =| Bis Bos, 1 75 | 
Coz = Cra) = | by bog, Co Cy | = | Bra Bos, 71 74 |- 


3) Mit Hilfe der unter 1) und 2) aufgestellten Beziehungen kénnen 
wir nun sofort die wichtigsten und charakteristischen Eigenschaften 
der Figur zweier vierfach perspectiven Tetraeder herleiten. 

Aus den vier Zusammenstellungen (22 «) bis (226) geht unmittelbar 
hervor, dass das Tetraeder 7”, dessen Eckpunkte die 4 Centren 
Cy, Cg» Cg, Cy und dessen Seiten die 4 Collineationsebenen y,, 72, 73, 7 
sind, zu jedem der beiden Tetraeder 7’ und 7” vierfach perspectiv 
liegt, so dass immer die Ecken des dritten Tetraeders die Centren, 
die Seitenflichen desselben die Ebenen der Perspectivitiit bilden. 

Die nachfolgende Zusammenstellung lisst diese gegenseitige Be- 
ziehung tibersichtlich erkennen: 





eet ig = fc 


1 
(27 «) rvv¢eiz7Frveée?s 4 


a— Fi C, — V2 t; ‘ ~~ 





123 4 12 3 4 1 
(278) Treet€is teas 4” 3” 2” 





ay ae’ My — Oty’ 3 a — ay 
y?3de ‘273 4 : vr2yav3¢ 
(27 7) ae oo” 3” 4” He 4” 3” ‘ ” , ’ 4” 3” > ag ted 




















ly — & Mg — Gp, 3 «, ly —— &, 


Die drei Tetraeder 7, 7”, J” bilden hiernach ein s. g. désmisches 
System, welches zuerst von Stephanos*), weiterhin von Veronese**), 


*) Cyparissos Stephanos. Surles systémes desmiques de trois tetraédres. 
Bulletin de sciences math. et astr. Sér. II, t, III, p. 424—456. 

Stephanos erhilt bei seinen Betrachtungen ein solches System als drei 
einem Flichenbiischel der vierten Ordnung angehirige Tetraeder. 

**) Veronese, Atti d. r, Acc. dei Lincei 1880 vol. IV, S. 3. — Vgl. auch 
Cremona. Teoremi stereometrici etc. R. Acc. dei Lincei. Mem, della classe di 
scienze fis., math. e natur, 1877. 
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Schréter*), Reye*), Vietor***) u. A. betrachtet und mit Riick- 
sicht auf besondere Probleme der Raumgeometrie genauer untersucht 
worden ist. 

Durch jede der 12 Ecken dieser drei Tetraeder gehen ausser den 
drei Kanten vier der 16 Verbindungslinien };;, bj, entsprechender 
Kcken je zweier Tetraeder hindurch, und in jeder der 12 Ebenen dieser 
drei Tetraeder liegen ausser den drei Kanten vier der 16 Schnittlinien 
bai), bax, entsprechender Seitenflichen je zweier Tetraeder. 

Die drei Tetraeder {, ©’, ©” (Formel 25), deren Ecken auf den 
18 Kanten der drei Tetraeder 7’, 7’, T” harmonisch zu den Eckpunkten 
jeder Kante liegen und deren Seitenfliichen durch die 18 Kanten dieser 
Tetraeder harmonisch zu den beiden in jeder Kante sich schneidenden 
Seitenflachen hindurchgehen, bilden ebenfalls ein desmisches System.) 
Denn durch jeden der 12 Eckpunkte 6;, gehen ausser den drei Kanten 
vier der 16 Geraden bai), Dax, welche entsprechende Ecken verbinden, 
hindurch, und auf jeder der 12 Seitenflachen £;, liegen ausser den drei 
Kanten vier der 16 Geraden b;;, b;,, welche Schnittlinien entsprechen- 
der Seitenflichen sind. Man entnimmt diese Beziehungen ohne Weiteres 
den oben aufgestellten Relationen; aus den Zusammenstellungen (4) 
in § 7, (16y) in § 9 und (230), (232) dieses Paragraphen folgt 


sofort, dass: 

Bio == (Diss) Bias) Bisa) Beas) | Ogg = (Haar) Biae) Bea) B21) 
(28a) — { Dyy = (Bias) Bier) Bea) Dyeay) | bay = (Harry Bis) Baas) Bix) 

B14 = (Die2) Biss) Byes) Dis2)) | bog == (Diary Beas) Bisa) Beary) 

Big == (Diary Bisa) Diary Beazy) | O34 = (Busy Bias) Biray Bias) 
(288) {Bis = (Diary Dies) Dear) Beasy) | Boa == (Diaz) Disa) Dera) Disa») 

bia = (Diary Dia) Bisr) Bisa) | bes = (Bia) Besa) Bas) bas) ist, 
und analog folgen die Beziehungen fiir die Ebenen 6;, und fj, und 
die in ihnen zu vier liegenden Geraden 0;; und b,,, wenn man in 
(28a) und (288) biz, bie, bay, bax bez. durch Bix, Bix, bit, Dix ersetzt. 

Die nachfolgende Zusammenstellung lisst die desmische Lage der 

drei Tetraeder {, ©’, ©” deutlich erkennen; in ihr bedeutet das Symbol 


ik oder i’ k sowohl eine Ecke b,, oder bj,, als eine Seitenfliche 
Bix oder Bix. 


*) H. Schréter. Zeitschr. f, Mathem. u. Phys., Jahrg. 28, 8S, 178 fg. und 
Journal f. r, u. a. Math. Bd, 93, S. 169. 
**) Th. Reye. Die Hexaeder- und die Oktaeder-Configuration (12,, 16s). 
Acta math, I, p. 97—108. 
***) A. Vietor. Die harmonische Configuration (24,). Berichte iiber die 
Verhandlungen der naturf. Ges. zu Freiburg i/Br, VIII, 2. 1884. 
+) Vgl. Stephanos 1. c. 8. 4394 Stephanos nennt die beiden Systeme 
T, T’, T” wd ©, &', ©” conjugirte desmische Systeme, 





Epmunp Hess. 


.23 14 23’ 1'4 | 23 14 23’ 14 | 23 14 W314 
3’ 24 13 24 24 1'3' 24 13 | 13 24 Vs 24 
bie — Bie O31 — Bos bin — Bie 
23 14 23 14 
24 13 24 V3 
by, — Bog 

14 23° 1'4 | 23 14 23° 1'4 | 23 14 23 V4 
3412 34 | 34 12 34 12 | 12 34 V2 34 
bis — Bis bos — Boa bis — Bis 
23 14 43 14 
34 12 34 1’2 
boy — Bog 
Vs F413 24 13’ 2413 24 1°83’ 2°4 13 24 
34 12 Ya vy | 12 34 Ve se | ee 12 84 12 
bu — Bis b23 — Bes bi4 — Bry 
13 24 13 24 
12 34 12 34° 


bos i, Bos ° 


(298) 








Analytisch kann man diese Beziehungen auch eiufach bestiitigen, 
wenn man das Tetraeder { zum Coordinatentetraeder wiihlt, d. h. die 
Transformationsformeln : 


Y¥; = 2 — Zs 
Yo == % — % 
Y3 = + 2s 
Yy = 2% + 4%, 
anwendet; alsdann ergeben sich fiir die Coordinaten der Ecken und 
Seiten der Tetraeder &’ und &” genau dieselben Werthe, wie beim 
friiheren Coordinatensystem fiir diejenigen der Ecken und Seiten der 
Tetraeder 7” und 7”. 

4) Die 24 Ebenen der vorliegenden Raumfigur, nimlich die 12 
Ebenen «@,, &,, yr und die 12 Ebenen §;, und £;, schneiden sich 


(30) 


a) in 24 Punkten zu je neun, 
8) in 96 Punkten zu je vier. 

Die nachfolgende Zusammenstellung giebt die Anordnung dieser 
Schnittpunkte in Gruppen, wobei meistens nur der erste Punkt einer 
Gruppe aufgefiihrt ist nebst den zugehérigen Coordinatenwerthen. 
[Vgl. hierzu § 7, (5a) — (5y) und § 9 (18a) — (18 y)}: 
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4 Punkte: ¢,"4] == (a, By, By. B.s)... 0 
cll == (a; By, Bes Bas)... 0 
cglt] == (a, Bos By, Bos)... 0 
cyl == (a, Bos Ba By3).-. 0 
3 
1 
1 
1 


C1 == (0;’ B54 Bye Bos) « 
a = (c;’ By, Ba Bis). - 
cll == (a%’ Bia Byp Bar) .- - 
cyl == (¢' Bar Bis Bag) . - 


71 = (Bs Byr Boy 1) ++ > —3 
Gi = (By4 Bar Bis 72) - 
ve = (Bis By Bar Ys) «+ 
gi = (Bs: Bis Brg 74) - 





~~ > > rer ee SL 


_ 
bo 


> fir,sa = (@, or" Bs, 71) --- 
4 : fil’sa = (a, "ay" Byy 72). - - 
8 $ fia = (a, a, Bis Y2).-- 
4 2 fid’ss = (0, Oy’ Byy Ys) --- 
8 : fides = (a @' Brs Y3)--- 
4 : fits = (a, o,’ Boy 4) +++ 
8 : fits = (a, a,’ Bos 74) --- 
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4Punkte: a, (a, @ a, Bys Bs, By, Bos Bsa Baz)... 1 08 O O 
8 Oy (ety er’ ey’, Biz Bis Bis, Bos Byy Bya)*-—1 1 1 1 
Bias ak :{* =(72 73 742 Bi2Bs41B13 Bos» Bis Bos) --- ate 2 
Co = (73 75 ¥1> By2Bs4, Bis B24, Bra Bos)... 1—1—!1 

Gn t Dy (ey ey, Oy Oy’, 4 Y2y Byy Bio Bas)... —10 0 
Digs (ty Ory, Oy’ yy Py Pay Bsa By Bgs)--- 1 0 0 


1 
2 
2 
J 


2 


Die Schnitilinien der 24 Ebenen sind einmal 18 Gerade, in 


sich je vier Ebenen schneiden, namlich: 
6 Gerade: az) = |@;, % By Bi2| =| a5 a 
6 : a am a , a , / an a , a , 
(322) ” (12) == [Gy Oy” Baa Brel [Ms My 
6 Yas =|71 Y2 Bie Bul =|cy % 
”? ® ‘ . 
31) = 173 V1 Bie By| =I & 
ferner 2. 16 Gerade, in denen sich je drei Ebenen 


, 
by, Osi] = ag, 
, 
Bis by, | = aoe 
Bye bg | = Cp, 


, , 
Biz Daa] = C495 


schneiden; nimlich: 
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4Gerade Dir) =| @, @,' 7, | = | by Oyo bos, fis,s4 fir,a2 fir, 28] 


| , ’ ¢ (2) (2) (2) | 
4 ” Dis) =| @, Gy Yo _ Bo, Dae Des , 112,34 fiz, 42 12, 23 | 


4 ” Dis) =|a, ats Ys aed | bsa Dye Dos , fis’s4 fis-es fies 
4 5 bay=l|e,a,7,|— | O34 Dis Bos» fits fit es fis es 
AGerade by, =| By, B42 Bog |—=| 04 0’, Cy gi, Cy!) 27 | 
4, Bip =| By Bar Bas | =| ay a9’ Co Go, Coll cl | 
4 yy Dy =| Bs By2 Bas |—=| ay Ag, Cy Gg, Cgltl cyl? | 
le » — Dyy =| Bat Bar Bos [== | ay 4, Cy Sys Cyl cyl |; 


(328") 








endlich 72 Gerade, in welchen sich je zwei Ebenen schneiden. 

Da auf jeder der 18 Geraden (32a) vier, auf jeder der 32 Geraden 
(328) sechs Schnittpunkte liegen, so muss die Summe der in (31a) 
und (318’ und 6”) aufgefiihrten Schnittpunkte: 


24. (3) + 96 - (3) = 2400 


18. (—1)(3) + 16- (6—1) (3) = 376 


vermindert werden, wodurch sich die richtige Zahl 


2024 = (‘3) 
ergiebt. 


Von den 18 Geraden (32a) bilden je sechs die Kanten der sechs 
Tetraeder; und zwar werden die Kantem der Tetraeder 7’, 7’, T” bez. 
durch je 6 Gerade ajix), Aix, Cae gebildet, waihrend die Kanten 

des Tetraeders & durch Cc1ay C23) 5 Ura) G23) 5 14) Gas) 5 
, , , 
” ” (aa) Ci) 5 Aaa) Aar) 5 Aaa) Asi), 
” » "yy (aay C12) Bas) Maa); Asa) Aaa) 
reprasentirt sind. 

Die in einer der 24 Ebenen durch die Spuren der iibrigen 23 

Ebenen erzeugte Figur enthilt 13 Gerade, welche sich 


9mal zu vieren 
4mal zu dreien 
12 mal zu zweien 


schneiden: diese wohlbekannte Figur entsteht, wenn man zu einem 
Punkt in der Ebene eines Dreiecks die harmonische Polare in Bezug 
auf dieses Dreieck construirt. Auf diese Figur sind wir auch im ersten 
Theil bei der Betrachtung von Specialfillen der vierfach perspectiven 
Dreiecke gefiihrt worden (vgl. § 4 unter II)). 

5) Aus den obigen Zusammenstellungen und Beziehungen ist 
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ebenso zu entnehmen, dass die 12 Punkte a,, a,, ¢, und die 12 Punkte 
biz und Biz 

a) zu je neun in 24 Ebenen (@,, a, yr3 Bix, Bix), 

B) zu je vier in 96 Ebenen (y,"), u. s. f.) 
und ferner zu je vier auf den 18 Geraden (32a), zu je drei auf den 16 
Geraden (328), ausserdem zu je zwei auf 72 Geraden liegen. Die 
Ebenen y,"!... sind Polarebenen zu den Punkten ¢,!!... in Beziehung 
auf die Fliche 2 Ordnung: 
(32 y) F=27+ 2+ 2, +272 =0, 
in Bezug auf welche die 6 Tetraeder sich selbst conjugirt sind. 

Die 12 Ebenen a,,«,, y- und die 12 Punkte bx, bj, nebst den 
16 Geraden (326') einerseits und die 12 Ebenen B;,, B;, und die 12 
Punkte a,, a, ¢ nebst den 16 Geraden (328”) andererseits bilden 
jede fiir sich eine 

Cf. (12,, 16), 
wie sie von Th, Reye*) genauer untersucht worden ist, wiihrend der 
Verein der 24 Ebenen und der 24 Punkte nebst den 18 Geraden (32a) 
die von A. Vietor**) genauer untersuchte sogenannte harmonische 
Configuration 

Cf. (24,, 18,) 
bildet. Mit Riicksicht auf die beiden genannten Arbeiten, in welchen 
hauptsiichlich die Verwandtschaften, nach welchen diese Configurationen 
sich gegenseitig bez. sich selbst entsprechen, einer genauen Unter- 
suchung unterworfen sind, beschriinken wir uns hier darauf, noch 
einige Eigenschaften der vollstiindigen Raumfigur, zumal auch im An- 
schluss an die vorhergehenden Betrachtungen hervorzuheben. 

Jeder der 24 Anordnungen (27a)—(27y) und (29 a)—(29y), nach 
welchen je zwei der drei Tetraeder 7’, Z’, J” oder der drei Tetraeder 
{, VU, ©" perspectiv sind, entspricht eine (nicht geradlinige) Fliche 
2'e Ordnung, in Bezug auf welche die beiden Tetraeder und damit 
alle Elemente der Raumfigur sich polarreciprok entsprechen. (Es sind 
dies die 24 Kernfliichen der von A. Vietor betrachteten 24 Polar- 
systeme). 

Von den vier einer vierfach perspectiven Lage von zwei Tetraedern 
entsprechenden Flichen 2'* Ordnung haben je zwei eine solche Lagen- 
beziehung, wie sie im § 9—4) betrachtet worden ist. Jede Fliiche des 
Quadrupels hat mit jeder der drei anderen Flichen zwei imaginiire 
Linienpaare gemein, welche ein imaginires riumliches Vierseit bilden; 
in den beiden reellen, wie in den beiden imaginiiren Eckpunkten dieses 
Vierseits beriihren sich die beiden Flaichen. Fiir die beiden Flichen 
F, und F,, welche den beiden ersten Anordnungen in (27a) ent- 


*) A. a. O. **) A. a, O. 
Mathematische Annalen, XXVIII. 17 
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sprechen erhilt man, dem Werthe u = — 1 entsprechend (vgl. § 9—4) 
Formeln 21(8) (y) (6’) (y’)): 
Ba" a 1 —1l | (338) Pot ste —1 
%...¢ —t —1 1 Po... —# 1 —1; 
dagegen : 
case) { = Be 4929 ani, es 4 
a, =fy...0 01 1 p, = hig...1 1 0 0. 
Je zwei Flaichenpaare desselben Quadrupels haben dieselben zwei 
Beriihrungssehnen, jedoch so, dass diejenige Sehne, welche fiir das 
eine Flichenpaar die beiden reellen Beriihrungspunkte enthilt (durch 
welche die imagindren Beriihrungsebenen hindurchgehen), fiir das 
zweite Paar den Triiger der beiden imagindren Beriihrungspunkte (die 
Schnittlinie der beiden reellen Tangentenebenen) darstellt. Die sechs 
Beriihrungssehnen der Flaichenpaare eines Quadrupels sind die Kanten 
des dritten Tetraeders, dessen Eckpunkte die Centren, dessen Seiten 
die Collineationsebenen der vierfachen Perspectivitiit fiir die beiden 
Tetraeder sind: dieses Tetraeder ist fiir die vier Flichen des Quadrupels 
ein gemeinsames sich selbst conjugirtes Tetraeder. 
Jede der 24 Fliichen wird von den drei anderen Fliichen des 


Quadrupels in 6 Punkten beriihrt, welche den KEckpunkten eines 
Oktaeders entsprechen, das dem durch die gemeinsamen Beriihrungs- 


ebenen bestimmten Hexaeder eingeschrieben ist.*) Die 12 Beriihrungs- 
punkte und die 12 gemeinsamen Tangentenebenen eines Quadrupels 
sind fiir die drei vierfach perspectiven Lagen der drei Tetraeder 
T, T’, T” (vgl. 27(a@)—(y)) die 12 Eckpunkte 6;,, b;, und bez. die 12 
Seiten B;,, Bi, der drei Tetraeder T, ©’, ©”, wihrend umgekehrt diese 
12 Beriihrungspunkte und gemeinsamen Tangentenebenen fiir die drei 
vierfach perspectiven Lagen der drei Tetraeder T, T’, L” (vgl. 29(a@)—(y)) 
durch die 12 Eckpunkte a,, a,, ¢- und bez. durch die 12 Seiten «,., 
a,', yr der drei Tetraeder 7’, 7’, 7” dargestellt werden. 

Man wird die angegebenen interessanten Lagenbeziehungen der 
24 Fliichen analytisch aus der nachfolgenden Zusammenstellung der 
24 Gleichungen derselben mit Leichtigkeit nachweisen. Die drei 
Quadrupel (34a) (8) (vy) d. h, die Fliichen F’',—F,9; entsprechen der 
Reihe nach den Anordnungen (27a) (6) (y) fiir die desmische Lage der 
drei Tetraeder 7', 7’, T”, die drei Quadrupel (35«) (8) (vy) d. h. die 
Flachen F\:3; — Fj24; ebenso der Reihe nach den Anordnungen (29 «) (8) (y) 
fiir die desmische Lage der drei Tetraeder {, {’, T’. Zugleich sind 
bei jedem Quadrupel in der zweiten und dritten Columne die Glei- 
chungen der beiden gemeinsamen Tangentenebenen, sowie deren Schnitt- 
linie und die die reellen Beriihrungspynkte enthaltende Beriihrungs- 
sehne angegeben. 


*) Vel. Vietor a. a, O. 
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O = ('a —*a+%rx— 'x) 
(Fa — Se —*te 4 ba) = lel 7 — Ieel 7 





Sie 
| *o Sa! aus 

0 = (at+*ex—2+'2 ) 
(Yatton tla —) = lol 7 — Isl 7 


2 = (1)p 
4 ‘ 


lO = ('a+ *a —*x4—'z) 


0 = (2 — —"e + '2) 


| "9 fy | = (9 = Fly 


0—teteg — te + Je = ly 





[Fa tA | = *%y — (WH) 


(Fat fat ta tx) = leal 7 — ltl 7 
| %y Fy] == (ety == ty 


| tn ty! == SI = (Fy 
‘ ‘ 4 4 


by by ty — ly) = loa gy — [21] 
("a 8a + ) = ar — 





[2 Fy] == Cy ae My 
| Fag Sq | = ty — (yp 


O= n° re = led 7 — Is 7 


| Ty fy = (t3)y = Ely 


| ® ‘| = vy = (tly 


Oo = 'a'ag — 224+ ,*27 = lly 


O = 'x*az + 8a + ,'a = lolz 





O= elegt Jet je = oly 





= ty ele = lon] y7 — Lay 





ca) Fy] = (stg = Fen 
| "4 ef | = "lo — (te)g 
o= ('e-+%e—te—"2) 
('a—*e — oy 4 ‘y) = loa] 7 — lot 7 





0 = (ee %r—'2) 


| ¥) &)| ams (989 ome SQ 


om teing — ye + fo img 





|*4 ¥A| = %o — (fI)g 





("80 te 4 ha) = Ion — bly 


QO = *alag — Jat wai 


(9 gg) 
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6) Von weiteren interessanten Beziehungen, welche sich fiir die 
gegenseitige Lage der 24 Fliichen ergeben und aus den in (34) und 
(35) aufgestellten Ausdriicken analytisch leicht hergeleitet werden 
kénnen, seien noch die folgenden erwiihnt. 

Zwei solche der 12 Fliichen des ersten Systems ((34«)—(y)) oder 
der 12 Fliichen des zweiten Systems ((35a)—(y)), welche nicht dem- 
selben Quadrupel angehéren, haben zwei ebene, nicht zerfallende, aber 
imaginire Schnittcurven und zwei gemeinsame, imaginiire Tangenten- 
kegel; sie beriihren sich also in zwei imaginiiren Punkten. Die reellen 
Ebenen der Schnittcurven und die reellen Scheitel der Tangentenkegel 
entsprechen sich resp. polar in Beziehung auf beide Fliichen. 

Die 2, 48 = 96 Scheitel der Tangentenkegel werden fiir die 12 
Flichen des ersten Systems durch die 4-fach auftretenden Eckpunkte 
der Tetraeder 7', J’, T” und die 48 Punkte (31(’), fiir die des zweiten 
Systems durch die 4-fach auftretenden Eckpunkte der Tetraeder T, {’, 
t”, und die 48 Punkte (318”) gebildet. Analog sind die 96 Ebenen 
der Schnitteurven fiir das erste System durch die 4-fach auftretenden 
Seitenfliichen der Tetraeder 7’, 7’, JT” und die 48 Polarebenen der 
Punkte (31 6’) in Bezug auf die Fliche F’ (32y), fiir das zweite System 
durch die 4-fach auftretenden Seiten der Tetraeder T, T’, ©” und die 


48 Polarebenen der Punkte (318”) repriisentirt. So hat man z. B. 


F, — Fs =2,(%+%,+2,) = 0 
bar) = |e, y,"| 
By, = ay’ cy! 

F, 2F, = (8a,+2,+43+2,) (—2,+2,+2,+2,)=0 
Diary = | 7," @,"| 


dy, =e ay] 


Fis; — Fyn = (@, — %) (2%, + 2, +43) = 0 
bys = | Bos Par,23 | 
Dia1) = | bis far,13| 

Fis; — Fe = (%, +25) (4, + 2%, — a) = 0 
Dy = | Bis 1,13 | 
Diary = | bog fas,2a|- 





Endlich sei erwiihnt, dass jede der 24 Fliichen F, ... F4) mit der 
Fliiche F' (32) 


(32 y) F=2£'+2/+2,?+27 = 
sich in einem Kegelschnitt beriihrt, liings dessen beide Fliichen von 
einem gemeinsamen Tangentenkegel umhiillt werden; man hat z. B. 
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2F— Fy, =( &+a%,+2,+%) = 0 
(36 7’) 2F — Fi =(—4,4+4,4+2,+%)? = 0 
2F —F,=2,?=—0, 


so dass fiir diese Paare der Reihe nach y,, «@,’, @, die Ebene der 
Schnittcurve, ¢,, a’, a, der Scheitel des gemeinsamen Tangentenkegels 
ist; analog ist z. B. 

F — Fas = (4, +2,)? = 0 
(36 y") F — Fuy = (& +4)? = 0 

F— Fy = (&,+2%,)? = 0, 


so dass fiir diese Paare der Reihe nach fiz, Bis, Bis die Ebene der 
Schnittcurve, biz, bis, big der Scheitel des gemeinsamen Tangenten- 
kegels ist. 

6) Die Construction zweier vierfach perspectiven Tetraeder und 
damit eines desmischen Systems ergiebt sich einfach aus dem Obigen 
auf folgende Art. Wenn das erste Tetraeder J und ein Element (Ecke 
oder Seite) des zweiten Tetraeders 7” gegeben sind, so sind die iibrigen 
Elemente eindeutig bestimmt. 

Sind z. B. a,, a, a3, a, und a,’ gegeben, so lege man durch 
a;, % und a,’ die Ebene f,,. Die Spuren der Ebenen «, und a, in 
derselben schneiden sich in bg,, dessen Verbindungslinie aj, mit a,’ 
die Kante |a,a,| in 6,, schneidet. Dann ist a,’ auf der Kante aj, als 
der vierte harmonische Punkt zu by, b,. und a, zu construiren. 

Die beiden anderen Eckpunkte a,’ und a, kann man analog in 
den Ebenen: 


Boy = [a, a,0,’] als vierten harmonischen Punkt auf ais zu by, bys u. a,’; 
by = [yay ay] ” ” » ” ” @i4 2U Dig, bog U. ay" 
construiren, oder auch nachdem man in der Ebene £,,: 

Cy = (Jay a4"], |My a9" |) 

Co = (]y Mp’], [ay 04'|) 
bestimmt hat, in der durch a,, a, und ¢,. bestimmten Ebene £,, als 
Schnittpunkte : 

ag = (las Cy], ay C9) 

My = (las Cy], |g Gy |)- 

Ebenso einfach gestaltet sich die Construction, falls die gegebenen 
Elemente Ebenen sind. 

7) Ein interessanter Specialfall fiir die Lage zweier vierfach per- 
spectiven Tetraeder, auf welchen bereits Stéphanos, Reye und 
Vietor hingewiesen haben, ist durch die beiden reguldren Tetraeder 
der sogenannten Kepler’ schen stella octangula, deren Eckpunkte den 
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Ecken eines Wiirfels, deren Seitenfliichen denjenigen eines concen- 
trischen, diesem Wiirfel eingeschriebenen Oktaeders entsprechen, 
gegeben. 

Die Eckpunkte des dritten Tetraeders 7” sind der gemeinsame 
Mittelpunkt des Wiirfels und Oktaeders und die drei unendlich fernen 
Punkte der Flichenaxen des Wiirfels, die Seiten von 7” sind die 
unendlich ferne Ebene und die drei zu jenen Flachenaxen senkrechten 
Symmetrieebenen. 

Das zweite dem ersten conjugirte desmische System hat die Fliachen- 
mittelpunkte des Wiirfels (Eckpunkte des Oktaeders) und die 6 unend- 
lich fernen Punkte der Diagonalen der Wiirfelflichen zu Eckpunkten, 
wihrend die Seiten durch die 6 Wiirfelfliichen und die 6 durch je 
zwei parallele Diagonalen bestimmten Ebenen gebildet werden. Je 
zwei gegeniiberliegende Fliichenmittelpunkte des Wiirfels und die un- 
endlich fernen Punkte der durch diese gehenden Flichendiagonalen 
bilden eines der drei Tetraeder T, T’,&”. Man erkennt leicht, welche 
Gerade dieser speciellen Raumfigur den bei der allgemeinen Figur 
betrachteten Geraden entsprechen, ebenso auch die besondere Lage der 
iibrigen Punkte und Ebenen ¢,!"]... und y,!1... (318). 

8) Analog, wie man eine ebene Figur durch Centralprojection 
auf eine concentrische Kugelfliche iibertragen kann, lisst sich auch 
die Centralprojection einer Figur des dreidimensionalen (ebenen) Raums 
_ auf einen concentrischen dreidimensionalen sphdrischen Raum betrachten. 
Jedem Punkt des dreidimensionalen ebenen Raums entspricht als Pro- 
jection ein Punkt (und dessen Gegenpunkt) des dreidimensionalen 
sphirischen Raums, jeder Geraden ein Hauptkreis, jeder Ebene eine 
Haupt-(Diametral)-Kugel des sphirischen Raums. 

Die centrale Projection eines ebenfliichigen Tetraeders auf einen 
dreidimensionalen sphiirischen Raum ist ein sphiirisches Tetraeder (und 
dessen Gegenfigur), dessen vier Hauptkugeln den sphiirischen Raum 
in 16 Tetraeder zertheilen, von denen je 8 in jedem der 8 Punkte 
zusammenstossen. Sind speciell diese vier Hauptkugeln zu einander 
orthogonal, so entsteht das durch 16 congruente regulire Tetraeder 
gebildete regulire sphirische Zellgewebe, welchem das reguliire (linear 
begrenzte) Sechszehnzell des 4-dimensionalen Raums ein-, das reguliire 
Achtzell umgeschrieben ist.*) Die Mittelpunkte der 16 reguliren Tetra- 
eder liefern durch Hauptkugeln verbunden ein zweites regulires Zell- 
gewebe, welches von 8 reguliiren Hexaedern begrenzt wird, deren 


*) Vgl. hieriiber z B. Schlegel: ,,Zheorie der homogen zusammengesetzten 
Raumgebilde. Nova acta der ksl. Leop.-Carol. Akademie. Bd, XLIV, Nr. 4, Halle 
1883, sowie des Verf. Abhandlung: ,,Ueber reguldre Polytope hoherer Art.“ 
Marburger Berichte 1885, Nr. 3 Mai. 
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Mittelpunkte die Ecken der Tetraeder sind. Diesem dem ersteren con- 
jugirten Gewebe ist das reguliire Achtzell ein-, das reguliire Sechszehneell 
umgeschrieben. Endlich ergiebt der Verein dieser beiden reguliren 
Gewebe ein drittes regulires Gewebe, dessen Eckpunkte die 8+ 16—24 
Eckpunkte der beiden sind und dessen Grenzpolyeder 24 regulire 
Oktaeder sind. Diesem reguliiren Gewebe ist das reguliire Vierwnd- 
swansigzell des vierdimensionalen Raums sowohl ein- als umgeschrieben, 
da die Mittelpunkte der 24 Oktaeder ein dem ersteren conjugirtes con- 
gruentes regulires Gewebe bestimmen. 

Das eben beschriebene Gebilde des dreidimensionalen sphirischen 
Raumes, welches wesentlich aus 24 Hauptkugeln besteht, welche sich 
zu 9 in 24 Punkten (und deren Gegenpunkten) und zu 4 in 18 Haupt- 
kreisen schneiden oder allgemeiner ein diesem collinear verwandtes 
Gebilde \iisst sich nun als durch Centralprojection der vollstindigen 
Kigur eines Systems dreier desmischen Tetraeder und des conjugirten 
Systems des dreidimensionalen ebenen Raums auf einen concentrischen 
sphirischen entstanden ansehen. Die 24 Eckpunkte des dritten Gewebes 
sind die Projectionen der Eckpunkte a,, a,, ¢- der drei Tetraeder 7, 
T’, T”, wihrend die Mittelpunkte der sphiirischen Oktaeder die Pro- 
jectionen der 12 Punkte b,,, bj, der Eckpunkte des zweiten Systems 
darstellen; die 24 Hauptkugeln entsprechen den 24 Ebenen ¢@,, «,', yr 
und Bx., Bix; die 18 Hauptkreise, in welchen sich je 4 Hauptkugeln 
schneiden, den 18 Kanten a;,, aj,, ¢, u.s.f. Die oben betrachteten 
reguliren Gewebe gehen durch collineare Transformation aus dem 
durch Projection erhaltenen hervor; die orthogonalen Coordinaten der 
Eckpunkte dieser reguliiren Gewebe, wobei die vier Euklid’schen Riiume 
des Coordinatensystems den Seitenfliichen des Tetraeders 7’ entsprechen, 
sind dann genau die friiher von uns aufgestellten tetraedrischen Coordi- 
naten der entsprechenden Eckpunkte des dreidimensionalen Gebildes. 

Indem wir uns vorbehalten, diese Beziehungen bei einer anderen 
Gelegenheit weiter zu verfolgen, wollen wir nur noch erwahnen, dass 
die 24 Hauptkugeln des sphirischen Zellgewebes (z. B. fiir den Fall 
der Regelmiissigkeit) den sphiirischen Raum in 1152 (im Falle der 
Regelmiissigkeit congruente) Tetraeder zertheilen und dass diese 
Tetraeder (oder ihre Mittelpunkte) im vierdimensionalen Raume als 
die geometrischen Bilder der 1152 Collineationen — wie sie fiir 
die Cf. (24,, 18,) von Vietor angegeben sind — gedeutet werden 
kénnen. 
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§ 11. 
Ueber eine bemerkenswerthe Raumfigur. (Cf. 60,,, 72,). 


Wir wollen zum Schlusse noch eine bemerkenswerthe Raumfigur 
betrachten, welche aus einem Systeme dreier desmischen Tetraeder 
hergeleitet werden kann und bei welcher die im § 6 gewonnenen 
Eigenschaften der Figur eines 10-fach Brianchon’schen Sechsecks 
zur Anwendung kommen.*) Man kann diese Raumfigur als das rium- 
liche Analogon der Figur eines ebenen 10-fach Brianchon’schen 
Sechsecks auffassen ; sie bildet die interessante Cf. (60,,, 72;) und ihre 
nach den in § 10—8) gegebenen Regeln zu erhaltende Projection auf 
den dreidimensionalen sphirischen Raum ergiebt zwei Zellgewebe, aus 
denen sich fiir den Fall der Regelmissigkeit das reguliire 600-Zell und 
120-Zell als ein- oder umgeschriebene Vielriiume ergeben. 

1) Betrachten wir ein desmisches System dreier Tetraeder 7, 7", 7”, 
deren Eckpunkte und Seiten wir bez. durch %,, %,’, B," und £,, B,’, B,” 
bezeichnen wollen. In jeder der 12 Seitenfliichen wird durch die Spuren 
der 11 tibrigen Ebenen, die Figur eines vollstiindigen Vierseits erzeugt, 
dessen Diagonaldreieck das Dreieck der betrachteten Seitenfliche ist. 
Man construire nun in jeder dieser 12 Ebenen die Figur eines zehn- 
fach Brianchon’schen Sechsecks (§ 6), indem man zu jedem Dreieck 
einer Seitenfliiche die zugehérigen vier Dreiecke bestimmt [§ 6—8) und 
Formel (596) und (61)], welche die Eigenschaft haben, dass je zwei 
dieser fiinf Dreiecke zu einander dreifach perspectiv sind und zwar so, 
dass die drei Centren auf einer Geraden liegen und die drei Axen sich 
in einem Punkte schneiden (vgl. auch § 3 unter II 2)). Aus den in § 6 
entwickelten Eigenschaften folgt, dass wir bei der vorliegenden Figur 
die 12 Eckpunkte dieser gesuchten vier Dreiecke einfach dadurch 
erhalten, dass wir auf jeder Seite des Vierseits die drei durch die 
Ecken gebildeten Strecken in demselben Sinne nach dem goldenen 
Schnitt (im Verhiiltniss 1 : tang g, s. Formel (35) in § 3) theilen. Die 
15 Eckpunkte 8 der 5 Dreiecke (einschliesslich der Eckpunkte des ge- 


*) Soviel mir bekannt geworden, wird diese Raumfigur nur kurz in der 
Abhandlung von Stéphanos: ,,Sur une représentation des homographies binaires 
par des points de l’espace.“* Math. Ann. Bd. XII auf Seite 351 und in einer An- 
merkung erwihnt. Die 60 Punkte derselben stellen zufolge der von Stéphanos 
angestellten Betrachtung die Drehungen dar, welche ein reguliires Dodekaeder 
mit sich selbst zur Deckung bringen. In der Anmerkung muss es in der fiinften 
Zeile statt: ,,cing de ces droites“ heissen: ,,six**. 

Die im Obigen gegebene Herleitung, bei welcher in einfacher Weise die 
Eigenschaften eines desmischen Systems und eines 10-fach Brianchon’schen 
Sechsecks zur Anwendung kommen, ist meines Wissens noch nicht gegeben 
worden. 
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gebenen Dreiecks) liegen zu je zweien auf den 15 Geraden B (ein- 
schliesslich der drei Seiten des Diagonaldreiecks), welche sich ausser- 
dem 10mal zu dreien in den Centren © und 6mal zu fiinfen in den 
Punkten @ schneiden, welche die Fundamentaipunkte der Figur, d. h. 
die Eckpunkte der 10 Gruppen von je zwei vierfach perspectiven 
Dreiecken sind. (§ 6—3)—5)). Die 15 Punkte % liegen ferner 10 mal 
zu dreien auf den Geraden C (einschliesslich der vier Seiten des Vier- 
seits) und 6mal zu fiinfen auf den Geraden G (§ 6 —7)). 

Da in jeder der vier Seiten eines Vierseits sich je drei Ebenen 
der drei Tetvaeder 7, 7’, T” schneiden (z. B. in der Ebene #, sind 
diese vier Seiten die Schnittlinien von 6, mit £,' B,”, B,' B,”, B; B.”; 
B,' B,"), so folgt, dass wenn die angegebene Construction der 4 Dreiecke 
in allen 12 Ebenen ausgeiiihrt wird, ut = 48 Eckpunkte, also mit 
den 12 Ecken der drei Tetraeder 60 Punkte 8 erhalten werden. 

Sowie nun je 15 der 60 Punkte 8 auf die angegebene Weise 
nebst den durch sie bestimmten Linien in jeder der 12 Seitenfliichen 
der drei Tetraeder 7’, 7”, T” liegen, so liegen sie ausserdem ganz auf 
dieselbe Art in weiteren 48 Ebenen B, so dass also 60 Ebenen £6 
resultiren, welche je 15 Punkte % in der gegebenen Anordnung ent- 
halten. Betrachten wir eine Seitenfliiche der 3 Tetraeder, so gehen 
von diesen weiteren 48 Ebenen je eine durch die zwdlf Seiten der vier 
construirten Dreiecke, je zwei durch die 6 zu den vier Seiten des 
Vierseits hinzutretenden Geraden C und je vier durch die sechs Geraden 
G dieser Ebene hindurch. 

Dass in der That die 60 Punkte $ die angegebene Lagenbeziehung 
haben, folgt analytisch sehr leicht aus den folgenden Coordinaten der 
60 Punkte % in Beziehung auf das Tetraeder 7’ als Coordinatentetra- 
eder. In den Formeln (378)—(370) sind die Coordinaten der iibrigen 
Punkte der Gruppe aus denjenigen des erstangefiihrten dadurch zu 
erhalten, dass man die vierte Coordinate ungeiindert lisst und den 
drei ersten die Vorzeichencombinationen vorsetzt, in der Formel (37 «) 
dadurch, dass man die dritte Coordinate ungeindert liisst und den 
beiden ersten die Vorzeichencombinationen vorsetzt. Die Coordinaten- 
werthe sind mit Riicksicht auf eine noch folgende Anwendung mit 
solchen Factoren multiplicirt, dass ihre Quadratsumme gleich eins ist. 
Dabei ist (vgl. (35) in § 3): 


. 1 1 
>a“ F tang 


(37) cos = = 2 cotg @ 


ind © ie. 2 
sin’ +5 -+ cos a: = Fi 
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B20) + - 


‘ 
Bir) 


Bees) scart 
Bis2) ™ 
[Bessy — Biss) + - 
Bis7,) — Beso) « - 


Bray — Bas --> 


Beas) — Beas) - - 


f 


— 
Bus) — Box: = sin = 


« . . bs 4 ri 4 
(37 é) Bos) ae Bis0) *- + S$lD To cos —_ 





£4 1 . @ 
| Besz) —_ Boo) * ++ COS BY z sin cy 0. 


Die 60 Ebenen £, welche je 15 der Punkte % enthalten, sind nun 
nichts anderes, als die Polarebenen dieser Punkte in Bezichung auf die 
Flache der zweiten Ordnung: 
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(38) Fio=27+2/%+ 27+ 27 =—0, 

sodass die Coordinaten dieser Ebenen 6 genau mit den bez. Coordi- 
naten der Pole % iibereinstimmen. In jeder der 60 Ebenen entsprechen 
sich’ die Punkte und Geraden der Figur polar in Beziehung auf den 
Kegelschnitt, in welechem diese Ebene die Fliche F, schneidet; wie 
dies in Beziehung auf die Ebene f, ... a2, = 0 schon frither hinsicht- 
lich des Kegelschnitts (vgl. (59) in § 6) 

(38 a) Ky... 2,7 + 2, + 2,2 =—0 

nachgewiesen wurde. Man bestiitigt leicht, dass die 12 Punkte 
Bus) — Bio) in (37e) genau den 12 Punkten B, — Bas) in (590) des 
§ 6 entsprechen. 

2) Die 60 Ebenen £, welche je 15 Punkte $ enthalten, gehen zu 
je 15 durch die 60 Punkte % hindurch; ferner schneiden sie sich zu 
je 5 in den 72 Geraden G, von denen je sechs in einer Ebene auftreten, 
wihrend 5 Punkte % auf jeder dieser Geraden liegen. Die betrachtete 
Raumfigur stellt also nach Reyes Bezeichnung eine 
(39) CE. (6045, 725) 
dar. 

Um die volistiindige durch die 60 Ebenen gebildete Raumfigur zu 
iiberblicken, beachte man, dass in jeder der 60 Ebenen (vgl. § 6—8) 
die 15 Geraden B, die 10 Geraden C und die 6 Geraden G sich 


fiinfen (5 Gerade B) ™ 6 
dreien (3 Gerade B) . 10 
dreien (1 Gerade B, 2 Gerade C) - o 30 
eweien (1 Gerade B, 1 Gerade C) ” 30 
sweien (1 Gerade B, 1 Gerade G) ‘a 30 





schneiden. Beriicksichtigt man ferner die oben angegebene Zahl der 
Ebenen, welche durch je eine Gerade B, C, G hindurchgehen, so erhiilt 
man das Resultat, dass die Schnittpunkte der 60 Ebenen folgende 
sind: 
60 Punkte %, in denen sich je 15 Ebenen # schneiden, 
(40) 360, $=(%+G),» » » » 6 » Bw , 
600 , J=—(C+), » » » » 4 » B ” ? 
300 ”? D, ” ” ” ”? 6 ” B ” 


Die in (40@) aufgefihrten Punkte ¥ und G ergeben die Punkte 
§, die Punkte € und & die Punkte S, sodass in jeder Ebene 6 36 Punkte 
§ (30 Punkte ¥ und 6 Punkte G), 40 Punkte § (10 Punkte © und 
30 Punkte ©) liegen. 


zu je sechsen (2 Gerade B, 2 Gerade C, 2 Gerade G) in den 15 Punkten &, 


G, 
6, 
B, 
&, 


ny 
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Als Schnittlinien der 60 Ebenen erhilt man: 

a) 450 Gerade B, in denen sich je zwei Ebenen # schneiden; auf 
jeder derselben liegen: 

2 Punkte %, 4 Punkte § (2 Punkte ¥, 2 Punkte &), 

4 Punkte § (2 Punkte ©, 2 Punkte ©) und 2 Punkte D; 

b) 200 Gerade C, in denen sich je 3 Ebenen B schneiden; auf 
jeder derselben liegen: 

3 Punkte 8, 3 Punkte § — © und 6 Punkte D; 

c) 72 Gerade G, in welchen sich je 5 Ebenen # schneiden; auf 
jeder derselben liegen: 

5 Punkte $ und 5 Punkte § = ¥. 

Zieht man mit Riicksicht hierauf von der Summe der Schnittpunkte 
aus (408) 


60 -(*?) + 360. (3)+ 600. (3) + 300. (3) — 42900 


die Summe aus b) und c) 
200-11. (3) + 72.9. (3) = 8680 
ab, so resultirt die richtige Zahl der Schnittpunkte 


34220 = (‘3’). 


3) Von weiteren wichtigen Eigenschaften unsrer Raumfigur seien 
noch folgende erwiihnt: 

Die 60 Punkte 8 und die 60 Ebenen £ bilden 75 sich selbst in 
Bezug auf F, conjugirte Tetraeder, von welchen drei die zuerst be- 
trachteten Tetraeder 7’, 7”, T” sind. In jedem Eckpunkte % stossen 
fiinf solcher Polartetraeder zusammen, wiihrend jede Ebene £ die 
Seitenflichen von fiinf Tetraedern enthiilt. Diese 75 Polartetraeder 
ergeben 25 Systeme von je drei desmischen ‘Tetraedern. 

Die 60 Ebenen £ zertheilen den Raum in 300 tetraedrische Riiume, 
welche theils vollstiindig begrenzte Tetraeder theils solche sind, bei 
welchen je eine und je drei oder je zwei und je zwei Eckpunkte durch 
die unendlich ferne Ebene getrennt werden. Von diesen Tetraedern 
stossen je 20 in einem Punkte 8 zusammen. 

Betrachtet man z. B. die 12 Punkte 


yy 


Bqs) — Bas, Bis, — Bes), Bis) — Buoy 

(s. Formeln (378), (y), (0)), so lassen sich diese zu 20 Dreiecken mit 
je fiinf in einer Ecke zusammenstossenden Flichen (der Oberfliiche 
eines reguliiren Ikosaeders entsprechend) vereinigen. Die aus diesen 
20 Dreiecken als Basen mit der gemeinschaftlichen Spitze 8, gebildeten 
Pyramiden sind die 20 in dem Punkte 3, zusammenstossenden Tetraeder. 
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4) Uebertriigt man gemiiss den in § 10—8) gegebenen Vorschriften 
die durch die 60 Ebenen gebildete Raumfigur durch Centralprojection 
auf einen concentrischen dreidimensionalen sphirischen Raum, so erhiilt 
man 60 Hauptkugeln, welche sich 


zu je 15 in 60 Punkten 6 und deren Gegenpunkten, 

» » 6 ,, 360 ” §=(f+ 9) ” ” ’ 

”» » 4 ” 600 ” i=(c+e) , ” ? 

9? 9? 6 ” 300 ”? d ” ” ? 
den Projectionen bez. der Punkte 8, §, 3, D (408) schneiden und 
welche 

zu je zweien durch 450 Hauptkreise b, 

,, ee, Te s e, 

so » Se ss 72 o 9; 
niimlich bez. durch die Projectionen der Geraden B, C, @ hindurch- 
gehen. 

Auf jeder der 60 Hauptkugeln entsteht die vollstindige Figur eines 
sphirischen zehnfach Brianchon’schen Sechsecks, welche durch 15 
Hauptkreise b, durch 10 Hauptkreise c und durch 6 Hauptkreise g 
gebildet wird, welche sich in den Punkten 4, g, ¢, d, ¢, | entsprechend 
wie die Geraden B,C, G einer Ebene B in den Punkten 8%, &, €, D, 
(&, F (siehe (40a@)) schneiden.*) 

Der ganze sphirische Raum wird durch die 60 Hauptkugeln in 
14400 sphiirische Tetraeder (einschliesslich der Gegenfiguren) mit je 
einer Ecke b, §, i, 0 getheilt, so dass um jeden 

der 120 Punkte 6 je 120 dieser Elementartetraeder, 

s a On Oe Bs 

» 1200 Re 

, —— », Kel 
herumliegen. 

Fiir den speciellen Fall, dass die sphirischen Polartetraeder ortho- 
gonal werden und die sphiirischen Figuren einer Hauptkugel in voll- 
stiindige reguldre 10-fach Brianchon’sche Sechsecke iibergehen, bei 
welchen z. B. die 6 Punkte g und deren Gegenpunkte die Eckpunkte 
eines eingeschriebenen reguldren Ikosaeders sind — es sind diese Be- 
dingungen erfiillt, sobald die drei sphirischen Polartetraeder 7, 7’, 7” 
orthogonal sind und in jeder der sie begrenzenden Hauptkugeln die 
oben angegebenen Strecken (Bogen) nach dem goldnen Schnitt getheilt 
werden —, gehen die betrachteten sphiirischen Zellgewebe in regulire 
iiber. Und zwar ist dem so erhaltenen reguliren Gewebe, dessen Eck- 


” ? 
” ” ? 


” ” 


*) Vgl, die Fig, 29 und 30 in meinem Buche: ,,Kinleitung in die Lehre von 
der Kugeltheilung‘‘, welche die stereographische Projection dieser sphiirischen 
Figuren geben, 
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punkte die 120 Punkte 6 sind, das regulére 600-Zell, welches von 600 
reguliren zu je 20 in einer Ecke zusammenstossenden Tetraedern be- 
grenzt wird, eimgeschrieben, das reguldre 120-Zell, welches von 120 
reguliiren zu je 4 in einer der 600 Ecken zusammenstossenden Penta- 
gondodekaedern begrenzt wird, umgeschrieben. Umgekehrt ist dem 
reguliiren Gewebe, dessen Eckpunkte die 600 Punkte 5 sind und welches 
dem ersteren conjugirt ist, das 120-Zell ein-, das 600-Zell wmgeschrieben. 
Diejenigen Gewehe, deren Eckpunkte die 720 Punkte f) oder die 1200 
Punkte i sind, ergeben die festen gleicheckigen (und gleichzelligen) Viel- 
riiume dieser Gruppe.*) a 

Die orthogonalen Coordinaten der Eckpunkte dieser reguliiren Ge- 
webe, wobei die vier Euklid’schen Riume des Coordinatensystems den 
Seitenfliichen des Tetraeders 7’ entsprechen, sind auch hier genau die 
oben aufgestellten tetraedrischen Coordinaten der Eckpunkte des drei- 
dimensionalen Gebildes; dasselbe gilt fiir die Coordinaten der Euklid’- 
schen Riume und beziiglich der Ebenen der dreidimensionalen Figur.**) 

Indem wir uns vorbehalten, diese Beziehungen bei anderer Gelegen- 
heit weiter zu verfolgen, wollen wir nur noch zum Schlusse darauf 
hinweisen, dass in diesen zuletzt betrachteten Geweben nicht nur die 
in § 10—8) untersuchten Gewebe, denen bez. das regulire Acht-, 
Sechszehn- und Vierundzwanzig-Zell entspricht, sondern auch dasjenige 
reguliire Gewebe, welchem das einfachste linear begrenzte reguliire 
Gebilde des vierdimensionalen Raums, nimlich das reguldre Fiinfzell 
und die aus ihm resultirenden gleicheckigen und gleichzelligen Viel- 
riiume entsprechen, in einfacher Weise enthalten sind. 


Marburg i. H., im August 1886. 


*) Vgl. des Verf. Abhandlung: ,,Ueber die reguliiren Polytope hiherer Art, 
**) Vgl. auch Puchta. Sitzungsber. der kaiserl. Akadem. der Wissensch. 
zu Wien. Mai- und Juni-Heft 1884, 





Ueber gleiche Punktreihen, Ebenenbiischel, Strahlenbiischel 
bei collinearen Raumen. 


Von 


Rup. Srurm in Minster i/W. 


1. Die Untersuchung entsprechender gleicher Punktreihen und 
Strahlenbiischel bei zwei collinearen Feldern und entsprechender gleicher 
Ebenen- und Strahlenbiischel bei zwei collinearen Biindeln, welche 
Herr Schréter in den §§ 42, 44, 45 seines Buches itiber die Oberflichen 
2. Ordnung und Raumcurven 3. Ordnung vorgenommen hat, hat mich 
veranlasst, die analoge Frage fiir zwei collineare Riiume in Angriff 
zu nehmen. 

Es handelt sich also darum, in einem der beiden collinearen Réaume 
die Congruenzen der Geraden p, e 2u ermitteln, deren Punktreihen, bez. 
Ebenenbiischel mit den entsprechenden Punktreihen oder Ebenenbiischeln 
gleich sind, und das Nullsystem der Scheitel O und Ebenen @ der 
Strahlenbiischel zu beschreiben, welche mit ihren entsprechenden gleich sind. 

2. Beginnen wir mit den gleichen Punktreihen. Es sei » die Flucht- 
ebene des ersten der beiden collinearen Riume 2, 2’, ferner f ihre 
unendlich ferne Gerade, die einzige unendlich ferne Gerade von 2, 
der eine eben solche in 2’ entspricht. Es erhellt, dass alle Geraden p 
in = die Gerade f treffen miissen. 

Ist € eine nicht zu parallele Ebene von 2, §’ ihre entsprechende, 
so haben die beiden collinearen Felder in &, &’ zwei stets reelle Paare 
entsprechender Geraden mit gleichen Punktreihen, die in § befindlichen 
sind parallel zu m§ und zu beiden Seiten gleich weit von ihr entfernt*). 
Nehmen wir & iiberdies senkrecht zu m, so sehen wir, dass die Con- 
gruenz der Geraden p vom Feldgrade (Classe) 2 wnd symmetrisch in 
Bezug auf p ist. 

Die durch einen Punkt X gehenden Geraden p liegen in der 
Parallelebene x durch X zu gm; x und die entsprechende Ebene 2’ tragen 
affine Felder, also haben wir in a einfach unendlich viele Geraden p, 


*) Schroter, a. a, O. S. 366, 
Mathematische Annalen. XXVIII. 18 
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welche 2 Biischel um zwei reelle oder imaginire Punkte auf f bilden*), 
und durch X also zwei Gerade p, so dass der Biindelgrad (Ordnung) 
der Congruenz der Geraden p ebenfalls 2 ist. In den Ebenen x giebt 
es 2 zu einander senkrechte Richtungen s, ¢, deren entsprechende 
Richtungen s’, ¢’ wieder zu einander senkrecht sind. Die Richtungen 
nach den Scheiteln jener Biischel von Geraden p sind zu diesen Rich- 
tungen harmonisch; und so entsteht auf f eine Involution von Punkte- 
paaren derartig, dass jeden zwei zu g parallelen und von ihr gleich- 
weit entfernten Ebenen 2 ein Punktepaar dieser Involution zugeordnet 
ist. Die Ebenenpaare z bilden ebenfalls eine Involution um /, mit » 
und der unendlich fernen Ebene als Doppelebenen. Die Congruenz 
der Geraden p entsteht durch zwei projective Involutionen von Punkten, 
bez. Ebenen, die den niimlichen Tréger f haben; jeder Strahlenbiischel, 
dessen Scheitel und Ebene zu entsprechenden Paaren dieser Involutionen 
gchiren, befindet sich in der Congruenz (2, 2). 

3. Einem reellen Punktepaare der einen Involution entspricht stets 
ein reelles Ebenenpaar der anderen, aber nicht umgekehrt. Es sei u 
eine @ schneidende Gerade, u’ ihre entsprechende; wir bewegen 
parallel zu gm, also a’ parallel zur Fluchtebene von 2’; durch U= uz 
seien in « die zu einander senkrechten Geraden s, ¢ gezogen, deren 
entsprechende s’, ¢’ ebenfalls senkrecht sind; wir tragen auf s‘,¢’ vom 
Schnittpunkte U’ aus die Strecken U’ 8S’, U' T” gleich der Lingen- 
einheit auf, S, 7’ seien S’, 7” entsprechend; S’, 7” bewegen sich auf 
zwei Parallelen zu uw’, demnach S, 7' auf zwei Geraden, die mit « in 
einem Punkte von g zusammenlaufen. 

Wir gehen mit 2 (und ihrer symmetrischen Ebene) von @ aus; 
zunichst sind US, UT’ beide kleiner als 1, da sie mit 0 beginnen; 
folglich enthalten die betreffenden Ebenen z noch keine reellen 
Geraden p; denn dazu ist nothwendig, dass eine der beiden Strecken 
US, UT grésser, die andere kleiner als die Lingeneinheit sei**). Fiir 
a, werde US =1, waihrend UT noch < 1 sei; die beiden Geraden p 
durch jeden Punkt von 2, vereinigen sich in die Gerade von der 
s-Richtung; der Ebene z, und ihrer symmetrischén entspricht der un- 
endlich ferne Punkt der s-Richtung, der eine Doppelpunkt der Punkt- 
involution auf f. So lange nun US > 1, aber UT <1, haben die 
Ebenen 2 2 reelle Biischel von Geraden p, bis zu den beiden Ebenen 
x,, bei denen auch UZ’ — 1 geworden ist: ihnen entspricht der andere 
Doppelpunkt. Weiterhin enthalten die Ebenen z keine reellen Geraden p. 


*) Schriter, a. a. O. 8, 418. 
**) Vergl. Journ, fiir Math. Bd. 99, 8. 318; dort bitte ich, anf 8, 319 in der 


2 
Formel fiir 42 den Factor i , der freilich fiir den Beweis ohne Bedeutung ist, 


hinzuzufiigen. 
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Die reellen Geraden p befinden sich demnach zu beiden Seiten von 
@ innerhalb zweier Parallelebenen x,, %, 2u 9. 

Da bei der Bewegung von 2, nach x, die beiden von U kommenden’ 
Geraden p von s nach ¢ sich bewegen, die eine in dem einen, die 
andere in dem andern Winkel st, so ergeben sich nach und nach alle 
Richtungen der Parallelebenen 2 und jedes reelle Punktepaar der In- 
volution auf f gehért zu einem reellen Ebenenpaare derjenigen um /. 

Die Brennfliche dieser speciellen Congruenz (2, 2) besteht als 
Punktfliche aus den beiden reellen Ebenenpaaren der 2, und der 2, 
als Ebenenfliche aus den 4 imaginiiren Biindeln um die Punkte der 
beiden Punktepaare, die den beiden Doppelebenen der Ebeneninvo- 
lution — der Ebene m und der unendlich fernen Ebene — entsprechen. 

4. Zwei in derselben Ebene befindliche gleiche und gleichlaufende 
Strahlenbiischel erzeugen einen Kreis, also gehen nach jedem der 
beiden unendlich fernen Kreispunkte J, J entsprechende Strahlen. 

‘Zwei ungleichlaufende gleiche Strahlenbiischel derselben Ebene 
rufen auf der unendlich fernen Geraden eine Involution hervor; denn 
wenn die Strahlen wz, y’ parallel sind, so sind es auch 2’, y. Doppel- 
punkte derselben sind die unendlich fernen Punkte der parallelen ent- 
sprechenden Strahlen, also bilden auch J, J ein Paar, weil jene Punkte 
zu auf einander senkrechten Richtungen gehéren; den Strahlen des 
einen Biischels, die nach I, J gehen, entsprechen demnach die Strahlen 
im andern nach J, J. Bei der Umklappung einer Ebene vertauschen 
sich J und Jd. 

Auch die Umkehrungen sind richtig; eines Beweises bedarf nur 
die des zweiten Satzes. Wenn bei zwei projectiven Strahlenbiischeln 
S, S’ den Strahlen SI, SJ des einen die Strahlen SJ, SI des 
andern entsprechen, so entsteht auf der unendlich fernen Geraden 
eine hyperbolische Involution, in der J, J ein Paar bilden; die beiden 
Biischel haben zwei Paare reeller paralleler entsprechender Strahlen in 
zu einander senkrechten Richtungen m, m’; n,n. Ist X=Y’, X’=Y 
ein beliebiges Paar der Involution, so sind m,n zu SX,SY harmo- 
nisch und halbiren deren Winkel, ebenso m’, n’ die von S’ X’, S’ Y’; da 
nun m || m’, SX || S’ Y’, so ist <(m, SX)=—=(m’, S’ Y’) —=— (m’, S’ X’); 
womit bewiesen ist, dass die Biischel gleich, aber ungleichlaufend sind. 

Bei jeder Bewegung bleibt der .unendlich ferne Kreis fest, also 
bleibt die Incidenz einer Geraden mit demselben erhalten. 

Zwei beliebig im Raume gelegene projective Strahlenbiischel sind 
demnach gleich, wenn den Strahlen des einen, welche den uwnendlich 
fernen Kugelkreis treffen, die Strahlen des andern entsprechen, die 
dasselbe thun. 

5. Der unendlich ferne Punkt der Axe eines Ebenenbiischels und 
die unendlich ferne Gerade einer ihn rechtwinklig durchschneidenden 

i8* 
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Ebene sind polar in Bezug auf den Kugelkreis. Zwei gleiche Ebenen- 
biischel werden von sie bez. rechtwinklig durchschneidenden Ebenen 
in gleichen Strahlenbiischeln geschnitten. Hieraus schliessen wir, dass 
bei zwei gleichen Ebenenbiischeln den Ebenen des einen, welche den 
Kugelkreis tangiren, die Ebenen des andern entsprechen, die dasselbe 
thun; und wmgekehrt, wenn dies bei zwei projectiven Ebenenbiischeln 
geschieht, so sind sie gleich. 

6. Es sei C? = K*? der unendlich ferne Kugelkreis und also K? 
der ihm, insofern er zu 2” gehért, in X entsprechende Kegelschnitt ; 
beide in reellen Ebenen gelegen, K? in gm, und mit einem reellen 
Polarsysteme versehen; ferner sei A, die Developpable 4, Classe, welche 
C? und K? umgeschrieben ist. Die Schnittlinien von je zwei Tangen- 
tialebenen dieser Developpablen sind die Geraden e von 2, deren 
Ebenenbiischel mit den entsprechenden in X’ gleich sind; denn die 
beiden Tangentialebenen von A, tangiren selbst C?, und weil sie K? 
tangiren, so beriihren die entsprechenden in 2” auch den Kugel- 
kreis K’*, 

Die Congruenz der Geraden e ist also dual zu der Doppelsecanten- 
congruenz der Raumeurve 4'* Ordnung erster Art, also vom Biindel- 
grad 6, vom Feldgrad 2. Die Developpable A, ist reell-imaginiir 
(ihre Gleichung reell), sie erhilt aus jedem reellen Punkte X des 
Raumes 2 Paare conjugirt imaginiirer Tangentialebenen, die gemein- 
samen Beriihrungsebenen der beiden reell-imaginiiren Kegel 2. Grades 
XC?, XK?*; also sind 2 von den 6 Schnittlinien oder Strahlen der 
Congruenz reell, die 4 iibrigen imagindr; sie liegen zu je zwei in den 
3 Seitenflichen des gemeinsamen Polardreikants von XC?, X K?*, das 
als Polardreikant des ersteren dieser beiden Kegel dreirechtwinklig ist, 
die beiden reellen in einer Seitenfliche. Diesem Polardreikant entspricht 
das ebenfalls dreirechtwinklige gemeinsame Polardreikant von X‘C?, 
X’ K’*. Man vergleiche die auf andere Weise gefundenen Siitze des 
Herrn Schroter (a. a. O. S. 392) iiber collineare Biindel. 

7. In einer Ebene befinden sich 2 Gerade e. Dieselben kénnen 
sowohl reell als imaginiir sein. Die beiden Kegelschnitte C?, K? con- 
stituiren, als Fliichen 2. Classe, eine Schaar confocaler Flichen 
2. Grades, fiir welche K? die imaginiire Focalcurve ist. Seien ?, H? 
die beiden reellen, so haben dieselben bekanntlich solche gegenseitige 
Lage, dass es nur Ebenen giebt, welche beide reell schneiden, oder 
die eine reell, die andere imaginiir. In den Ebenen der ersteren Art 
sind die beiden Geraden e reell, in denen der letzteren imaginiir; denn 
in einem Biischel von Fliichen 2. Ordnung mit imaginiirer Grundcurve, 
von dessen Kegeln immer zwei reell und zwei reell-imaginir sind*), 


*) Cremona, Journ. f. Math, Bd. 68, 8. 124. 
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liegen die beiden reellen Kegel so, dass jeder innere Punkt des einen 
ein dusserer des andern ist; durch einen solchen Punkt geht eine Fliche 
des Biischels ohne reelle Geraden, durch einen Punkt hingegen, der 
ausserhalb beider Kegel liegt, ein Hyperboloid mit einem Fache*), 

8. Den Feldgrad 2 der Congruenz der Geraden e erhilt man auch 
auf folgende Weise. Es seien §, §’ zwei entsprechende Ebenen, Nz, Nz’ 
die unendlich fernen Punkte der auf ihnen bez. normalen Geraden, 
N:', Ng: die ihnen entsprechenden Punkte. Eine zu § senkrechte Ebene, 
deren entsprechende zu §’ senkrecht ist, muss durch n == N;:Ny und 
die entsprechende durch mn’ = Ng Nz gehen. Alle Ebenen, welche 


mit € den Winkel « 2 bilden, umbhiillen einen gewissen Kegel- 


schnitt &* in der unendlich fernen Ebene; die Ebene &’ fiihrt zu einem 
ebensolchen Kegelschnitte ¥’?, dem der Kegelschnitt %*? in @ ent- 
spricht. Die Ebenen also, welche mit § den Winkel @ und derer ent- 
sprechende ihn mit §’ bilden, umbhiillen die &* und 2? umgeschriebene 
Developpable. Sei w eine Gerade, die vom Punkte §n tangential an 
die Schnittcurve 4. Classe dieser Developpablen mit § kommt, y die 
durch x gehende zu § normale Ebene, € die eine durch x gehende 
Ebene, welche den Winkel @ mit & bildet; so bilden auch y° und €’ 


mit &’ die Winkel ~- und « und die beiden Biischel um z, 2’ sind 


gleich. Diesen Schluss kiunen wir machen, weil das eine Paar gleicher 
Winkel rechte sind; denn bei zwei beliebigen projectiven Ebenen- 
biischeln hat man zwei Systeme entsprechender gleicher Winkel und 
jedes Paar entsprechender Ebenen gehért zu 2 Paaren entsprechender 
gleicher Winkel; das Paar entsprechender rechter Winkel or, o'r’ 
gehért zu beiden Systemen; d. h. zu 6, 6’ oder t,t’ giebt es nur ein 
Paar entsprechender Ebenen 1, t’ oder 6,6’, sodass <¢ 6t = o'r’ ist**), 

Ist nun y, die zweite Ebene durch 2, welche mit § den Winkel « 
bildet, so ist auch < 9,'§ =a; folglich ist « Doppeltangente jener 
Curve 4’ Classe, und die 4 von &m an sie kommenden Tangenten 
sind 2 Doppeltangenten. 

Die Brennfliiche unserer Congruenz (6, 2) ist die oben besprochene 
Developpable A,. 

9. Die Strahlenbiischel (O, ) von 2, welche mit ihren entsprechenden 
in &” gleich sind, bewirken cin hiheres Nullsystem. Wir haben die 
3 Charakteristiken “desselben aufzusuchen, erstens die Anzahl a der 
Ebenen @, die zu jedem O gehiren, eweitens die Anzahl B der Punkte 
O, die zu jedem @ gehiren, und drittens die Anzahl y der Strahlen- 
biischel (O, @), zw denen ein gegebener Strahl 1 gehort. 


*) Cremona a, a. O. und Sturm, Flichen 3. Ordnung, 8. 309, 
**) Schriter, a. a, O. § 3. 
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Die Zahl @ hat schon Herr Schréter a. a. O. 8. 392 gefunden; 
es giebt in jedem Biindel O 6 Strahlenbiischel, die mit ihren ent- 
sprechenden in einem collinearen Biindel O’ gleich sind; ‘die Ebenen 
gehen zu je zweien durch dieselbe Kante des dreirechtwinkligen Drei- 
kants von QO, dessen entsprechendes ebenfalls dreirechtwinklig ist; 
zwei durch dieselbe Kante gehende sind reell, die iibrigen imaginir, 
und zwar liegt jene Kante derjenigen Seitenfliiche des Dreikants gegen- 
iiber, in der sich die von O ausgehenden reellen Geraden e befinden 
(Nr. 6). 

Nach Nr. 5 aber sind die 6 Ebenen nichts anderes als die 6 Ver- 
bindungsebenen der 4 Schnittkanten der beiden Kegel OC?, OK’; 
woraus die obigen und auch die von Herrn Schréter angegebenen 
Winkel- Eigenschaften folgen. 

10, Ist @ gegeben, so haben wir 4 Schnittpunkte C,, C,, K,, K, 
mit C?, K*. Die Begegnungspunkte 0, =(C,K,,C,K,), 0.=(C,K,,C,K,) 
sind die beiden zu @ gehirigen Punkte O; sie sind beide reell, denn 
sie sind Schnittpunkte conjugirt imaginirer Geraden. 

Doch dies ist bekannt, denn zwei collineare Felder @, @ haben 
stets zwei reelle Paare entsprechender gleicher Strahlenbiischel*). 

11. Um die dritte Charakteristik y**) des Nullsystems zu erhalten, 
drehen wir um eine Gerade / eine Ebene @ und ermitteln die Ordnung 
der Curve der Punkte O,,0,. Jede der Ebenen des Biischels giebt 
2 Paare von sich schneidenden Geraden, und auf dieses einfach un- 
endliche System wenden wir Schubert’s Strahlenpaar-lormel erster 
Dimension ***) (mit Unterdriickung des gemeinsamen Factors 6) an: 

g+th—p—e=sc , 

In unsern Strahlenpaaren ergeben sich die beiden Geraden gleich- 
artig; deshalb ist g = gleich der Zahl der Strahlenpaare, bei denen 
eine Gerade einer gegebenen Geraden begegnet, offenbar 8, da alle 
Geraden, welche 1, C?, K? treffen, eine Fliche 8. Grades erzeugen; 
ferner e, p sind die doppelten Zahlen der Strahlenpaare, bei denen 
die Ebene durch einen gegebenen Punkt geht, bez. der Schnittpunkt 
auf eine gegebene Ebene fillt, die doppelten, weil eben jeder der beiden 
Strahlen als Strahl g oder h aufgefasst werden kann. Daher ist e=2-2, 
p aber ist die doppelte gesuchte Ordnung. Da es keine Ebene durch / 
giebt, welche C? und K? zugleich tangirt, so ist ¢—0; demnach 


ist die Ordnung + (8 + 8—2-2) = 6. Also hat die Curve mit 1 


*) Schriter, a. a. O. S. 367. 
**) Modul von Herrn Ameseder genannt (Journ. f. Math. Bd. 97, S. 62). 
***) Calciil der abzihlenden Geometrie S. 60, F. 21); hinsichtlich der 3 Cha- 
rakteristiken eines Nullsystems oder Systems 3. Stufe von Strahlenbiischeln: 
p', &, pe sehe man 8. 300, 
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vier Punkte gemein. Es giebt vier Strahlenbiischel (O, @), zu denen | 
gehort. 

Man kann auch auf / eine Punktcorrespondenz [4, 4] herstellen, 
in der 2 Punkte sich entsprechen, von denen nach C?, K? Treffgeraden 
ausgehen, die in dieselbe Ebene durch / fallen. Sie fiihrt zu 4 doppelt 
zu rechnenden Coincidenzen, den Scheiteln der 4 Strahlenbiischel. 

Die 3 Charakteristiken des Nullsystems sind also: a =6, B = 2, 

== 4, 

Die obige Ordnung 6 ergiebt sich auch aus der Formel, welche 
Herr Cayley durch eine indirecte Methode gewonnen hat, fir die Ord- 
nung der ausser den Leitcurven und vielfachen Erzeugenden noch vor- 
handenen Doppelcurve einer Regelfliiche mit Leitcurven von den Ord- 
nungen m,, M,, ms (in unserm Falle 2, 2, 1) *). 

Wdhrend der Punkt O, wenn @ einen Ebenenbiischel beschreibt, 
sich auf einer Curve 6. Ordnung bewegt, welche der Axe des Biischels 
viermal begegnet; umhiillt @, wenn O eine Gerade durchliiuft, eine 
Developpable 10. Classe, welche 4 Ebenen durch die Gerade sendet. 

12. Bei zwei affinen Riiwmen 2, X’ bilden in jedem die Geraden p, 
deren Punktreihen mit den entsprechenden gleich sind, einen Complex; 
in jeder Ebene zerfallt die Complexcurve in 2 Strahlenbiischel mit 
unendlich fernen Scheiteln. Also treffen alle Complexstrahlen einen ge- 
wissen in der unendlich entfernten Ebene gelegenen Kegelschnitt E*. 

Wir schlagen um einen beliebigen Punkt O’ von =’ eine Kugel 8S’; 
ihr entspricht um O als Mittelpunkt ein? Ellipsoid S, dessen Axen die 
Kanten des dreirechtwinkligen Dreikants aus O sind, dessen ent- 
sprechendes ebenfalls dreirechtwinklig ist. Schneiden wir S mit der 
ihm concentrischen mit S’ gleichen Kugel S,, so ist der Kegel, welcher 
aus O die Schnittcurve SS, projicirt, der Kegel des Complexes aus O. 
Der Leitkegelschnitt E? gehdrt also zu dem Biischel der beiden Kegel- 
schnitte C?, K?, denn S geht durch K*. Dieser Kegelschnitt E? und 
der Complex brauchen nicht reell zu sein. 

Ist (r, s, t), (7, 8’, t') irgend eins der oo*® Paare entsprechender 
und gleichzeitig dreirechtwinkliger Dreikante, wnd sind @, 6, t die 
(absoluten) Verhiiltnisse entsprechender Strecken auf r, r’; s, 8°; t, t’; 
so ist sur Jealitdt des Complexes erforderlich, dass nicht alle drei Ver- 
hiiltnisse gidsser oder alle drei kleiner als 1 sind. 


Miinster, Juli 1886. 


*) Salmon- Fiedler, anal. Geometrie des Raumes Bd. Il, 3. Auflage, Nr. 240, 





Zur Theorie der Collineation und Correlation. 
Von 


Rupotr Sturm in Minster i/W. 


Ich erlaube mir, im Folgenden einige Nachtriige zu meinen Unter- 
suchungen iiber Collineation und Correlation mitzutheilen. 


I. 


1. Jede riiumliche Correlation fiihrt bekauntlich zu zwei Kern- 
flichen; die eine, die Punktkernfliche F'?, ist der Ort der Punkte des 
ersten Raums, die in ihre entsprechenden Ebenen im zweiten Raume 
fallen; dieselben Punkte incidiren dann auch als Punkte des zweiten 
Raums mit ihren entsprechenden Ebenen im ersten. Diese in beiderlei 
Sinne genommenen Polarebenen der Punkte von F? umbhiillen die 
zweite Kernfliiche, die Ebenenkernfliche ,. 

Die Strahlen fiihren zu einem analogen Gebilde, einem Complexe 
2. Grades, den man also den Kerncomplex der riéumlichen Correlation 
nennen kann. Da den Strahlen eines Biischels des einen Raums die 
Strahlen eines Biischels im andern polar sind, so erkennt man un- 
mittelbar, dass es in jedem Biischel des einen Raums zwei Gerade 
giebt, welche ihre polare Gerade im andern treffen. Die Geraden 
jedes der beiden Réume, welche mit ihren polaren incidiren, erzeugen 
einen Complex 2. Grades. 

Der Schnittpunkt zweier polaren Geraden a, a’, die sich begegnen, 
ist ersichtlich ein Punkt von F?, ihre Ebene eine Tangentialebene 
von ®,,. 

Sei A = B’ ein Punkt von F?, A, B seien seine beiden Polar- 
ebenen; sowohl die Strahlen des Biischels (B, B’), als die des Biischels 
(A, A’) treffen, insofern sie zum ersten Raume gerechnet werden, ihre 
entsprechenden Geraden im zweiten, denn sie sind mit B’, bez. A’ 
incident; aber ebenso sind die Strahlen derselben beiden Biischel, zum 
zweiten Raume gerechnet, mit ihren entsprechenden im ersten Raume 
incident. Daraus ergeben sich die Resultate: 
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Fiir die Punkte der Punktkernfliiche zerfallt der Complexkegel, und 
zwar in dem einen Rawme in dieselben beiden Strahlbiischel wie im 
andern Rawme. 

Folglich ist der Kerncomplex fiir beide Réume derselbe. Er ent- 
steht also durch die Strahlbiischel um die Punkte der Punktkernfliche 
je in den beiden zugehirigen Polarebenen oder, wie es die Dualitit er- 
fordert, durch die Strahlbiischel in den Tangentialebenen der Ebenen- 
kernfliiche je wm die beiden zugehirigen Pole. 

Die beiden Kernfliichen bilden also seine Singularitiitenfliche. 

2. Folglich muss auch jeder Punkt von ®,, jede Beriihrungsebene 
von F? zu zwei Strahlbiischeln des Complexes fiihren, Es sei C= D’ 
ein Punkt von ®,, [’, A seien seine beiden Polarebenen, welche F? 
tangiren, da F? und ®, sich in beiderlei Sinne in der Correlation 
entsprechen; 1=m', n=q’' seien die beiden Geraden von ®,, die 
sich in C= JD’ schneiden; die ihnen in dem einen Sinn polaren 
Geraden 1’, n° werden durch [’, die im andern Sinne polaren m, q 
durch A aus F? geschnitten. Eine beliebige Ebene durch 1 = m’ geht, 
als Beriihrungsebene von ,, durch ihre beiden auf 1’, bez. m ge- 
legenen Pole; folglich trifft der in ihr aus C= D’ nach dem einen 
oder andern dieser Pole gezogene Strahl in demselben den polaren 
Strahl und gehért deshalb zum Kerncomplexe. Zu Aehnlichem fihrt 
jede Ebene durch m= gq’. Der Complexkegel also aus dem Punkte 
C= D’ von 9, zerfillt in die beiden Strahlbiischel in den Ebenen, 
die von diesem Punkte nach 1’ und q, bez. nach m und m gehen, 
Ebenso sind die Scheitel der beiden Biischel in einer Tangentialebene 
von F'? die beiden Spuren der vier Geraden, die den von ihr aus F? 
ausgeschnittenen Geraden polar sind*). 

Ist die Correlation eine Polarcorrelation (Polarsystem), so wird 
der Kerncomplex der Tangentencomplex der Basisfliche; im Falle des 
Nullsystems aber wird er durch den doppelt gerechneten zugehdrigen 
linearen Complex dargestellt, und es ergiebt sich ‘so ein Unterschied 
mit den Kernfliichen, die sich ja im Falle des Nullsystems auf den 
ganzen Raum ausdehnen. — 

3. Sei ABCD das Hauptvierseit der Correlation, d. h. das Vier- 
seit, in dem sich die beiden Kernfliichen durchschneiden, und werden 
die Ebenen BCD, CDA, DAB, ABC wa _ Coordinatenebenen 


*) Ich hatte diese mir schon lingere Zeit bekannten Siitze eben nieder- 
geschrieben, als ich Kenntniss erhielt von der Schrift des Herrn Dom. Monte- 
sano: La corrispondenza reciproca fra due sistemi dello spazio (Napoli 1885), in 
der der Kerncomplex und das Zerfallen seiner Singularititenfliiche in die beiden 
Kernfliichen, sowie andere interessante Eigenschaften desselben gefunden sind. 
Ich unterdriicke meine Mittheilung nicht, weil jene Schrift doch in Deutschland 
weniger bekannt sein diirfte. 
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x, =0,--++, 4, =O gewiahlt; so ist die Beziehung zwischen con- 
jugirten Punkten 2;, y; der beiden Raiume: 

By 3%, Y3 Gay XoYy A313 Yq Hb Ay. XY. = 0; 
die Gleichung des Kerncomplexes ist: 


(43 @4q + 34%) Pyy Pog — (34 G2 + G13 G4) Pio Pgy + G3 yy Psi 
HF yy yo Poy = 0. 
Fiir a3, = G3, @2. = ad, (Polarsystem) ergiebt sich: 
2 43 94 (Diy Pos — Pr2 Psi) + 4,5 Psi + 45 P st = 9, 
d. i. die Bedingungsgleichung fiir p;,, damit sie die Basisfliche 
Ay3 XL, Xz + Ay Hp X, = O 
beriihre. 
Ist aber a3, = — a3, Gy. = — Gq, (Nullsystem), so erhilt man: 
2613 G4 (Pia Pis + Pir Ps) + 43 Pst + 45 Pot = 9, 
oder: ' 
(413 P31 — G24 Poy)” = 0; 
@13 Ps, — Go, Po, =O ist aber der dem Nullsysteme zugehdrige lineare 
Complex. 


Il. 


4. Es giebt drei ausgezeichnete lineare Systeme von Fliichen 2. Grades 
bez. 1., 2., 3. Stufe, die in sich dual sind, so dass sie zugleich lineare 
~ Gewebe derselben Stufe sind. 

Dasjenige dritter Stufe ist dadurch definirt, dass zweimal Pol und 
und Polarebene P und TT, P’ und TT’ fiir seine Fliichen gegeben sind; 
ich habe an anderer Stelle*) bewiesen, dass die simmtlichen Flaichen 
desselben sich in 2 festen Punkten tangiren. 

Das System 1. Stufe, das zugleich Biischel und Schaar ist, ist 
dadurch definirt, dass zwei Paare Polaren p und p’, g und q’ fiir seine 
Flichen gegeben sind. Herr Cayley hat es in einer kurzen Note**) 
besprochen. Nach einem Satze, den Herr Cayley als ihm von Herrn 
Klein mitgetheilt bezeichnet, sind auch die beiden Treffgeraden r, 7 
von p,p, q,q Polaren in Bezug auf alle Fiaichen des Systems und 
diese gehen durch das windschiefe Vierseit, das die Doppelpunkte der 
beiden Involutionen zu Gegenecken hat, welche auf r,r’ durch die 
beiden Schnittpunktenpaare mit p, p'; q,q constituirt werden. 

5. Dagegen scheint das System 2. Stufe, das zugleich Netz wnd 
Schaarschaar (oder Gewebe im engern Sinne) ist und fiir dessen Fliichen 
Pol und Polarebene P und 11 und zwei Polaren p und p' gegeben sind, 
noch nicht behandelt. Dieses Netz-Gewebe ist dasjenige, das sich mir 


*) Math. Ann. Bd. 19, S. 483. 
**) Quarterly Journal of Mathematics, Bd. XV, S. 124. 
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ergab, als ich kiirzlich die Transformation einer Fliche 2. Grades in 
sich selbst durch Collineation auf die zweite Art untersuchte*), 

Wir ziehen die durch P gehende Gerade, welche p und p’ trifft; 
die Treffpunkte seien G, Zi und der mit TT sei Q. Die Involution: 
P, Q; G, H habe die Doppelpunkte A, C; die Schnittpunkte von 
p, p mit Tseien B, D. Wenn nun E, F irgend zwei zu B, D har- 
monische Punkte sind, dann hat jede Fliche 2. Grades, die durch das 
Vierseit A ECF geht, sowohl P und TT zu Pol und Polarebene, als 
auch p, p’ oder BG und DH wu Polaren. Denn die ,Diagonalen AC 
und LF des Vierseits sind Polaren fiir die Fliche, also geht die Polar- 
ebene des auf AC gelegenen Punktes P durch EF = BD, sodann 
aber auch durch Q; folglich ist sie mit TT identisch. Ferner sind auf 
p, p die Punkte G, H zu A, C und die Punkte B, D wm E, F har- 
monisch; also sind jene wie diese conjugirt in Bezug auf die Flache; 
die Polarebenen der Punkte G, H gehen, weil diese auf AC liegen, 
durch BD = EF; also ist auch G zu D, H wz B conjugirt; woraus 
folgt,.dass p= GB und p = HD Polaren sind. 

Bewegt man das Paar HZ, F durch die Involution BB, DD, so 
erhiilt man siimmtliche verlangten Fliichen. Jeder der beiden Punkte 
A, C repriisentirt 4 Grundpunkte des Netzes, jede der beiden Ebenen 
BDA, BDC 4 gemeinsame Beriihrungsebenen der Schaarschaar. Die 
Grundcurve des Biischels, der aus dem Netze durch den Punkt X aus- 


gesondert wird, erhilt man so: X’ sei harmonisch zu X in Bezug 
auf B und die Ebene ACD; die Grundcurve besteht aus den beiden 
Kegelschnitten in den Ebenen ACX, ACX’, welche in A und C die 
Ebenen ABD, CBD tangiren und durch X, bez. X’ gehen. 


Ill. 


6. In dem eben erwiihnten Aufsatze in Bd. 26 der Annalen ist in 
Nr. 34, 35 gezeigt worden, dass, wenn durch eine Collineation eine 
cubische Raumcurve in sich selbst transformirt wird, das Haupttetraeder 
(sich selbst entsprechende Tetraeder) der Collineation ein Schmiegungs- 
tetraeder (Nr. 31 a. a, O.) der Curve ist, und alle cubischen Raum- 
curven, die es in derselben Weise zum Schmiegungstetraeder haben, 
auch in sich selbst iibergehen. 

Betrachten wir also den Biindel von cubischen Rawmcurven, welche 
ein Tetraeder ABCD so sum Schmiegungstetraeder haben, dass A, C 
Punkte der Curve, AB, CD ihre Tangenten und also ABD, CDB 
ihre Schmiegungsebenen sind. X, X’ seien zwei unendlich nahe Punkte 
einer Curve dieses Biindels; wir bestimmen eine Collineation dadurch, 
dass ABCD ihr Haupttetraeder ist und X, X’ sich entsprechen. Diese 
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infinitesimale Collineation transformirt jene Curve in sich, da durch 
das Schmiegungstetraeder mit der obigen genaueren Festsetzung und 
durch einen Punkt eine Curve des Biindels eindeutig bestimmt ist; 
folglich transformirt sie alle Curven des Biindels in sich, und zwar so, 
dass entsprechende Punkte je auf derselben Curve unendlich nahe sind. 
Der Complex der Tangenten des Curvenbiindels ist demnach der Complex 
der Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier collinearer Riume, 
also ein tetraedraler Complex. 

7. Der constante Werth des Doppelverhiilinisses x(ACBD), das 
irgend eine Tangente x einer Curve des Biindels mit den Ecken des 


gemeinsamen Schmiegungstetracders bildet, ist + Ich habe a. a. O. 


Nr. 40 gezeigt, dass die Tangente x zwei Gerade CB,, AD, trifft, 
deren Punkte B,, D, in folgender Weise coustruirt werden: Man 
schneide, wenn X der Beriihrungspunkt vou a ist, die Ebene AC X 
mit BD in Z; so ist B, harmonisch zu B in-Bezug auf D und Z, 
D, barmonisch zu D in Bezug auf B und Z, 
Es ist demnach 
a(ACBD) = (D, B, BD); 


(BB,DZ)=—1, (DD,BZ)=—1 


aus: 


oder: 


(BDB,Z)=2, (DBD,Z) =2 
(BDB,D,) =4 


folgt: 


oder: 


(D, B, BD) = +: 


Wir kénnen dies auch als Resultat fiir eine einzige cubische Raum- 
curve aussprechen: 

Ist ABCD ein Schmiegungstetraeder einer cubischen Raumcurve 
und swar so, dass A, C die Punkte der Curve, AB, CD deren Tan- 
genten sind, so wmfasst jede Tangente der Curve mit den 4 Ecken 


1 


A,C, B,D einen Wurf vom Doppelverhiiltnisse r 


IV. 


8. Wir betrachten zwei collineare Réwme X, &. Dieselben in- 
duciren bekanntlich*) einen tetraedralen Complex, fiir den das Haupt- 
tetraeder (sich selbst entsprechende Tetraeder) das zugehdtige ist. 
Jeder seiner Strahlen ist Schnittlinie zweier entsprechenden Ebenen, 
Verbindungslinie zweier entsprechenden Punkte der beiden Riiume und 
trifft, man mag ihn zu Z oder S’ rechnen, seine entsprechende Gerade 
im andern Raume. In diesem Complexe befinden sich zwei zu emander 


 ) Reye, Geometrie der Lage, Abth. Il, 18. Vortrag der 2. Aufl 
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duale Systeme 4. Stufe von Regelschaaren: die einen riihren von den 
projectiven Ebenenbiischeln um entsprechende Geraden, die andern von 
den projectiven Punktreihen auf entsprechenden Geraden her. Wir wollen 
das vierstufige System der Trigerflichen der ersteren hinsichtlich seiner 
Charakteristiken untersuchen. 

Herr Reye beweist a. a. O., dass ein tetraedraler Complex nicht 
blos aus einer, sondern aus co? riiumlichen Collineationen sich ergiebt; 
wir diirfen nur durch irgend einen Complexstrahl zwei Ebenen a, a’ 
legen; durch sie als entsprechende Ebenen und durch das Haupttetraeder 
als das sich selbst entsprechende ist eine Collineation eindeutig be- 
stimmt, und der gegebene tetraedrale Complex, der ja durch das 
Tetraeder und einen Strahl ebenfalls eindeutig bestimmt ist, gehdért 
za ihr. Aber alle diese doppelt unendlich vielen Collineationen fihren, 
wie zu demselben Complex, so auch zu denselben zwei vierstufigen 
Flachensystemen. Denn jede Fliche z. B. des ersten Systems geht 
durch die Ecken des Haupttetraeders; und irgend zwei Strahlen des 
Complexes liegen mit den Ecken, weil sie mit ihnen projective Ebenen- 
wiirfe bilden, auf derselben Fliche 2. Grades und bestimmen sie eindeutig ; 
alle tibrigen Geraden der Fliichen aus der naimlichen Schaar gehéren eben- 


g ‘ m+ aw ss 
falls zum Complexe; wir erhalten so aus ihm ——,—- =o0* Flichen. 


Die co? Paare, die man aus den Geraden der Leitschaar einer der 
Regelschaaren bilden kann, sind entsprechende Geraden in den oo? 
Collineationen. 

Das Flichensystem ist nicht linear; immerhin enthilt es doch oo* 
Biischel und 00% Netze, Bewegen sich die erzeugenden Axen in ent- 
sprechenden Strahlbiischeln, so haben alle Flachen die Schnittlinie der 
Triigerebenen der beiden Biischel und die cubische Raumcurve gemein, 
die durch die collinearen Biindel um die beiden Scheitel entsteht. Diese 
Raumecurve — eine Ordnungscurve des tetraedralen Complexes nach 
Herrn Reye — ist allen Fliichen gemein, deren erzeugende Axen die 
ganzen Biindel durchlaufen. 

9. Es sei P= Q’ ein beliebiger Punkt, P’, Q seien die ihm ent- 
sprechenden Punkte; so sind g= PQ und g = P’ Q’ awei in ihm 
sich schneidende entsprechende Geraden und die einzigen, Jede zwei 
entsprechende Geraden 1, 1’, welche g und g’ treffen, fiihren zu einer 
durch unsern Punkt gehenden Fliiche des Systems. Sind also P,, P,, P,, P, 
vier beliebige Punkte, so seien 9,, 9:5 Jo» 923 9s» 933 Gar Ys Aie je 
in ihnen sich schneidenden entsprechenden Geraden; 1,, 1, seien die 
beiden Treffgeraden von g,, .-., 9,3; 80 sind die entsprechenden Geraden 
l,’, l,’ die Treffgeraden von g,’, .- -, 9,3 4,4, und 1,, 1,’ fihren zu den 
beiden Flichen des Systems, die durch P,, P,, P,, P, gehen. Also 
ist, wenn wir die elementaren Bedingungen: durch einen gegebenen 
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Punkt zu gehen, eine gegebene Gerade oder Ebene zu tangiren, in der 
iiblichen Weise mit wu, v, @ bezeichnen: 
ut = 2. 

Man kann dies aber sofort verallgemeinern: wenn den erzeugenden 
Axen auferlegt ist, in zwei entsprechenden Strahlengewinden s, s’ 
(speciellen linearen Complexen) oder, wenn man will, in zwei ent- 
sprechenden linearen Complexen sich zu bewegen, so ist fiir das ent- 
stehende dreistufige Flichensystem gw* = 2; oder allgemeiner: jede 
Charakteristik pv‘ o*(h + i +- k = 3) fiir dieses System ist gleich der 
Charakteristik g’+'v‘9* fiir das es umfassende vierstufige. 

10. Wir gehen jetzt zu der Bedingung e, eine gegebene Ebene 
zu beriihren. Die Ebenen von 2, welche mit ihren entsprechenden 
in &” sich auf einer Ebene E schneiden, umhiillen einen Torsus 
3. Classe, welcher die 4 Ebenen des Haupttetraeders tangirt; denn die 
durch einen beliebigen Biindel O in 2 und seinen entsprechenden in 
=” erzeugte cubische Raumcurve hat drei Sehnen in E. Also fiihren 
alle in einer Tangentialebene dieses Torsus gelegenen Geraden / und 
ihre entsprechenden zu Fliichen des Systems, welche E tangiren. Die 
Zahl der Flaichen des Systems, welche vier gegebene Ebenen tangiren, 
oder g* ist mithin gleich der Zahl der Geraden, welche in Tangential- 
ebenen von 4 Torsen 3. Classe liegen, die vier gemeinsame Beriihrungs- 


ebenen haben, oder dual, gleich der Zahl der Geraden, welche 4 cu- 
bische Raumcurven mit 4 gemeinsamen Punkten treffen*). 

In gleicher Weise ergeben sich w*o, u?o*, we*® gleich den Zahlen 
der Geraden, welche 3 Gerade und eine cubische Raumcurve treffen, 
bez, 2, 1 Gerade und 2, 3 cubische Raumcurven mit 4 gemeinsamen 
Punkten treffen. Wir erhalten also unmittelbar : 


uo _ 6, 
uo? = 14, 


11. Die beiden andern Zahlen wg*, o* kann man auch in der be- 
kannten Weise ermitteln, wobei freilich die gemeinsamen Punkte die 
Abziihlung etwas erschweren. Ich will lieber zeigen, wie man durch 
eine eindeutige Transformation die beiden Fragen mit friiher von mir 
erhaltenen Siitzen in Zusammenhang bringen kann, 

Wir denken einen Raum © auf drei Weisen correlativ auf einen 
andern ©’ bezogen; wir erhalten dann eine eindeutige Transformation, 
bei welcher jedem Punkte von © oder ©’ der Schnittpunkt der drei 
Polarebenen in ©’ oder © entspricht**). Wir nehmen aber an, dass 


*) In diese Form hat Herr Reye die Frage in einer Correspondenz mit mir 
gebracht, in der er auch wa‘ = 2 in der obigen Weise ermittelte. 
**) Math. Ann. Bd. 19, S. 480; vergl. auch Cremona, Gdtt, Nachr, 1871 S, 129. 
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in allen drei Correlationen 4 festen Punkten von © dieselben 4 festen 
Ebenen in ©’ polar sind und also den Verbindungsebenen jener die 
Schnittpunkte dieser. Dann entspricht jeder Geraden, bez. jeder durch 
die 4 festen Punkte (Hauptpunkte) gehenden cubischen Raumeurve 
von © eine cubische Raumcurve durch die 4 Hauptpunkte, bez. eine 
Gerade in ©’. 

Aus dem Satze, dass es 30 cubische Raumcurven durch 4 gegebene 
Punkte giebt, welche 4 gegebene Geraden treffen*), folgt, dass es 
30 Gerade giebt, welche 4 gegebene cubische Raumcurven mit 4 ge- 
meinsamen Punkten (ausserhalb derselben) treffen. 

Die cubischen Raumeurven durch 4 gegebene Punkte, welche 3 
gegebene Geraden treffen, erzeugen eine Flaiche 30. Ordnung, auf 
welcher die 4 festen Punkte 17-fach sind (a. a. O. Nr. 31); folglich 
giebt es durch die 4 Punkte 3.30 —4.17 — 22 cubische Raum- 
curven, welche drei gegebene Geraden und eine gegebene ebenfalls 
durch die 4 Punkte gehende cubische Raumcurve treffen, Daraus er- 
hilt man vermége der obigen Transformation, dass 3 cubische Raum- 
curven mit 4 gemeinsamen Punkten und eine Gerade von 22 Geraden 
zugleich getroffen werden**). Somit haben wir: 

uo® = 22, 
ot = 30. 

12. Man iiberzeugt sich leicht, dass in dem vierstufigen Flichen- 
systeme keine zu Kegelschnitten degenerirten Flichen enthalten sind. 
Also ist in jedem in ihm befindlichen einstufigen Systeme g = 0 und 
demnach vy = 2u. Damit sind wir im Stande, alle iibrigen Charak- 


teristiken zu berechnen. 
Wir haben: 


*) Journ. f. Math. Bd. 79, 8. 99, Nr. 29; Schubert, abziihlende Geometrie 
8. 172: P4v! = 80 (dort steht durch Druckfehler P‘y*), 

**) Durch die Transformation erhalten wir auch einen Zusammenhang zwischen 
folgenden Siitzen: 

1) Aus einem Punkte kommt an eine cubische Raumcurve eine Doppel- 
secante. 

1’) Durch 5 Punkte geht eine cubische Raumcurve, welche eine gegebene 
Gerade zweimal trifft. 

2) Zwei cubische Kaumcurven mit 4 gemeinsamen Punkten haben keine ge- 
meinsame Sehne, die sie in 4 getrennten Punkten trifft; es sei denn, sie liegen 
auf einer Fliche 2. Grades, in welchem Falle es dann o! gemeinsame Sehnen 
giebt, 

2’) Durch 4 gegebene Punkte giebt es keine cubische Raumcurve, welche 
jede von zwei gegebenen Geraden zweimal trifft; es sei denn, dass die 4 Punkte 
und die beiden Geraden auf einer Fliiche 2. Grades liegen, in welchem Falle es 
dann o! cubische Raumcurven giebt. 

U. 8. w. 
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w= 2, wPo= 6, wer—14, woe —22, 
vu®= 4, vu?e—12, vug?=—28, ve = 44; 
uri— 8, vug—24, v9? = 56; 
va—16, vo=— 48; 
vt — 32. 


Die beiden Relationen XI, XII in Schuberts abzihlender Geometrie 
S. 79 werden erfiillt. 

13. Da es in einem Flichenbiischel 2. Ordnung zwei Flichen giebt, 
welche eine gegebene Gerade beriihren, so bilden die Geraden des einen 
Raums, deren Ebenenbiischel je mit den entsprechenden Fliichen er- 
zeugen, welche eine gegebene Gerade tangiren, einen quadratischen 
Complex. Also sind vu’, v?u?, v5, v4 auch die Zahlen der Geraden, 
die sich auf 3, 2,1, 0 Gerade stiitzen und zu 1,2,3,4 solchen Com- 
plexen gehdren; folglich nach Plicker 2. 1°.2, 2.17.27, 2.1.23, 
2.2% Auch vp?oe, v?ue, v'g kann man in dieser Weise erhalten. 


Miinster, April 1886. 





Ueber héhere riumliche Nullsysteme. 
Von 


Rupotr Srurm in Minster i./W. 


1. Vor einigen Jahren habe ich*) auf einige héhere réwmliche 
Nullsysteme hingewiesen: Correspondenzen zwischen den Punkten und 
Ebenen des Raumes, bei denen entsprechende Elemente durchweg incidiren. 
Im Anschlusse daran hat dann Herr A. Ameseder in der Einleitung 
seines Aufsatzes tiber das allgemeine riumliche Nullsystem 2. Grades **) 
einige allgemeine Eigenschaften der héheren Nullsysteme besprochen. 
Ungefihr gleichzeitig erschienen die beiden Aufsiitze des Herrn Voss 
iiber Punkt-Ebenen-Systeme.***) Herrn Voss ist es darum zu thun, 
die Analogie der Eigenschaften der Punkt-Ebenen-Systeme, welche in 
der That Nullsysteme sind, mit denen zu zeigen, welche den Gegenstand 
der Flichentheorie bilden. Ich beabsichtige im Folgenden nur, einige 
interessante Beispiele von Nullsystemen hervorzuheben und fiir sie ihre 
3 Charakteristiken zu ermitteln. 

2. Diese drei Charakteristiken sind: 

1) die Zahl « der Ebenen, welche einem Punkte entsprechen , 

2) die Zahl B der Punkte, die einer Ebene entsprechen , 

3) die Zahl y, wie oft eine gegebene Gerade Strahl eines der 
oo* Strahlenbiischel wird, welche durch die Punkte und zu- 
gehirigen Ebenen gebildet werden. 

Nennen wir die Strahle: dieser Strahlenbiischel Nullstrahlen des 
Nullsystems+); Herr Voss nennt sie, in Folge der erwaihnten Analogie, 
die Tangenten des Punkt-Ebenen-Systems. 

Bei Herrn Ameseder heissen nur a, B die Charakteristiken des 
Nullsystems, y (bei ihm, wie bei Herrn Voss m — 1) der Modul 


*) Math, Ann. Bd. 19, S. 461 (Nr. 19, 24), 
**) Journal fiir Mathematik Bd. 97, S. 62. 
***)"Math. Ann. Bd. 23, 8. 45, 359. 
+) Beim gemeinen Nullsysteme heissen sie gewdhnlich Leitstrahlen; diesem 
Worte hat Herr Ameseder beim quadratischen Nullsysteme eine andere Bedeutung 
gegeben, 
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desselben, Aber schon Herr Schubert hat bei seiner Betrachtung von 
Strahlenbiischelsystemen beliebiger Stufe*) die 3 Zahlen a, B, y — in 


seiner symbolischen Bezeichnung p', e’, pe — als die drei Charakte- 
ristiken des dreistufigen Systems eingefiihrt; jedes Nullsystem ist ein 
solehes. Sie treten in der Charakteristikenformel fiir die Anzahl der 
gemeinsamen Strahlenbiischel eines drei- und eines zweistufigen Systems 
(Formel 4, 8. 300) ganz gleichartig auf. 

a+ y ist die Ordnung der Fliiche der Nullpunkte der Ebenen 
eines Biindels, welche den Biindelscheitel zum a-fachen Punkte hat, 
oder die Classe des Torsus der Nullebenen der Punkte einer Geraden, 
von denen y durch diese Gerade gehen; 6 +» giebt die dualen Gradzahlen. 

Das gemeine Nullsystem unterscheidet sich hinsichtlich der Nullstrahlen 
wesentlich von den hiheren. Bei ihm ist y =O, also eine beliebige 
Gerade im Allgemeinen nicht Nullstrahl; die Michtigkeit der Null- 
strahlen ist nur oo’; sie bilden ja den zum Nullsystem gehérigen 
linearen Complex; jeder von ihnen gehért aber zu oo! Strahlenbiischeln. 
Ist y > 0, so giebt es cot Nullstrahlen und jeder gehért zu einer end- 
lichen Zahl von Strahlenbiischeln. 

3. Die Strahlenbiischel, welche zu einem gegebenen Strahlen- 
biischel (S, 6) so projectiv sind, dass die Strahlen in ihnen, welche 
fiinf gegebene Geraden treffen, fiinf gegebenen Strahlen von (S, 6) ent- 
sprechen, erzeugen ein Nullsystem mit den Charakteristiken: 

a=Ba=l, y=6. , 
Man vergleiche dazu mein ,,Problem der ebenen Projectivitiit‘***) Ab- 
schnitt IT und Herrn Schuberts Kalkiil § 30 in der Tabelle p*e?p'*°, 
pepe a 

Oder ein Tetraeder ABCD ist gegeben; zu jedem Punkte P erhiilt 
man die zugeordnete Ebene, indem man die Polarebene des Strahles 
PA in Bezug auf das Trieder an der Ecke A mit der Gegenebene 
BCD schneidet und die Schnittlinie mit P verbindet. 

Die Charakteristiken des entstehenden Nullsystems findet man leicht: 

aa Beool, y= 2. 
Liisss man BCD sich ins Unendliche entfernen, so ist jeder Punkt 
P Schwerpunkt des Schnitts seiner Nullebene mit dem genannten 
Trieder. Demnach bilden die Schwerpunkte der Schnitte der Ebenen 
eines Biischels oder Biindels eine cubische Raumcurve ,***) eine cubische 
Fliiche. Steiner's Siitze 56—62 im zweiten Aufsatze iiber Maximum 


*) Kalkiil der abziihlenden Geometrie § 40. 
**) Math. Ann. Bd. 1, 8. 533. 
***) Cf. Bermann, tiber Schwerpunktsdrter und Umhiillungsfliichen bei Trieder- 
schnitten (Progr. des Gymn. zu Liegnitz 1874), wo die Ordnung dieser Curve uad 
einige andere Resultate nicht richtig angegeben sind. 
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und Minimam*), mit denen ich mich, da sie noch manche unerledigte 
Fragen enthalten, neuerdings eingehend beschiftigt habe, haben mich 
zu diesem Nullsysteme gefiihrt. — 

Eine Collineation zwischen zwei Riiumen fiihrt in jedem der beiden 
Riume zu einem Nullsysteme der Strahlenbiischel, die mit ihren ent- 
sprechenden im andern gleich sind; seine Charakteristiken sind: 

a=6, B=—2, y=4,™) 

4, Jedes System 1. Stufe von Flachen fiihrt zu einem Nullsysteme, 
wenn jedem Punkte des Raumes die Tangentialebenen der durch ihn 
gehenden Flichen des Systems zugeordnet werden. Sind uw, 9, v die 
bekannten Charakteristiken des Flichensystems, so ist: 


a=u,B=—o9,y=¥. 

Diese Zuordnung ist der Ausgangspunkt fiir Herrn Voss gewesen; er 
nennt diese Punkt-Ebenen-Systeme, welche er schon in einer friihern 
Arbeit***) untersucht hat, specielle Punkt-Ebenen-Systeme 1. Art. 

Das von Herrn Ameseder behandelte ,,polare quadratische Null- 
system“ subsumirt sich hierunter: es ergiebt sich bei einem Biischel 
sich lings eines Kegelschnitts tangirender Flichen 2. Grades. — 

Jede Strahlencongruenz ferner, deren beide Gradzahlen > 1 sind, 
veranlasst ein Nullsystem; wenn », »’ Biindel-, bez. Feldgrad (Ordnung, 
bez. Classe) der Congruenz sind, so entsprechen jedem Punkte die 
« == $n(n—1) Verbindungsebenen der m von ihm ausgehenden, jeder 
Ebene die B = $n’(n’—1) Schnittpunkte der m’ in ihr gelegenen Con- 
gruenzstrahlen; hat die Congruenz eine Brenncurve, so wird man nur 
die nicht auf dieselbe fallenden Schnitte nehmen (iihnlich im dualen 
Falle). Auf diese Nullsysteme macht Herr R. Schumacher}) aufmerk- 
sam; die dritie Charakteristik y, bei Herrn Schumacher g, dient ihm 
zu einer weiteren Classification der Strahlencongruenzen derselben Ord- 
nung und Classe; z. B. bei den Congruenzen 3. Ordnung 2. Classe oder 
2. Ordnung 3. Classe unterscheidet er noch die 3 Arten: g=0, 1, 2. 

Auch Herr Voss wird durch die Punkt-Ebenen-Systeme zu Strahlen- 
congruenzen gefihrt; man sehe in § V, VI des zweiten Aufsatzes in 
Bd. 23, wie er zur Strahlencongruenz 2. Ordnung 3. Classe gelangt. — 

5. Am meisten interessirten mich zuniichst die Nullsysteme, welche 
bet jedem doppelt unendlich unendlichen Raumcurvensysteme entstehen, 
indem jedem Punkte des Raumes die Schmiegungsebenen der durch ihn 

*) Gesammelte Werke Bd. II, 8. 290. i 

**) Vergl. meinen Aufsatz iiber gleiche Punktreihen, Ebenenbiischel, Strahlen- 
biischel bei collinearen Riiumen. Math. Ann. Bd. XXVIII, p. 261—267. 

***) Math. Ann. Bd. 16, 8, 556. 

+) Untersuchungen iiber das Strahlensystem 3. Ordnung und 2, Classe: 
Dissertation, Miinchen 1885. 
19* 
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gehenden Raumcurven zugeordnet werden; Herr Voss zeigt (Bd. 23, 8. 51), 
dass jedes Punkt-Ebenen-System zu einer solchen Zuordnung fiihrt. 

Die Charakteristiken sind die Zahl « der Curven durch jeden Punkt 
des Raumes, die Zahl B der Curven, welche eine gegebene Ebene osculiren, 
und die Zahl y der Curven, welche eine gegebene Gerade zum Schmiegungs- 
strahle haben; wobei unter einem Schmiegungsstrahle einer Raumcurve 
jeder Strahl verstanden wird, der durch einen Punkt der Curve in der 
zugehorigen Schmiegungsebene geht.*) 

Ich habe friiher**) einige einfachere zweistufige Systeme von 
cubischen Raumcurven betrachtet, nimlich die der cubischen Raum- 
curven, welche durch 5, 4, 2, 1,0 gegebene Punkte gehen und 0, 1, 3, 4, 5 
gegebene Geraden zu Sehnen haben; mit Absicht ist der eine Fall, in 
dem 3 Punkte und 2 Sehnen gegeben sind, ausgelassen, weil in ihm 
nicht durch jeden Punkt des Raumes eine Curve geht; wir erhalten 
da ein eigenthiimlich ausgeartetes Nullsystem. 

Die Charakteristik « ist in allen 5 Fiillen gleich 1, die Charakteristik 
B aber = 6, 3, 6, 6, 21.***). 

Die dritte Charakteristik y wird a. a. O. von mir noch nicht er- 
mittelt; auch in den Untersuchungen des Herrn Schubert iiber cubische 
Raumeurven (§ 25 des Kalkiils) wird diese doppelte Bedingung fiir 
eine Raumeurve, eine gegebene Gerade zum Schmiegungsstrahl zu 
haben, nicht beriicksichtigt, findet dort ja auch die zugehdrige ein- 
fache Bedingung, dass ein Schmiegungsstrahl einem gegebenen Strahlen- 
biischel angehére, nur voriibergehend Erwiihnung. Herrn Schubert's 
Buch bietet aber natiirlich Mittel genug, um y in einfachster Weise zu 
erhalten. Die vielen Siitze und Formeln desselben mit ihrem reichen 
geometrischen Inhalte haben noch liingst nicht die gebiihrende Ver- 
werthung gefunden; und ich méchie, indem ich aus Schubert’schen 
Formeln durch einfache Betrachtungen Resultate ableite, die mir sonst 
nicht leicht zu ermitteln scheinen, von neuem auf den hohen Werth 
des Buches aufmerksam machen, 

6. Wir paaren bei einem System 1. Stufe von Curven irgend einen 
Pankt p einer Curve mit einem beliebigen Punkte qg derselben Curve und 
benutzen die beiden Formeln 3) und 4) 8. 44 des Schubert’schen Buches 
(wobei ich die Kenntniss der dortigen Bezeichnungen voraussetze): 

Ep—P +e +H; 
Je = PJe + 1G — Is 
Die erste reducirt sich, da in unserm Falle p* = g*—(, indem ja 
. nicht durch jeden Punkt des Raumes eine Curve des Systems geht, auf: 
Ip = Gs- 
*) Schubert, Kalkiil, S. 163. 
**) Journal fiir Mathematik, Bd. 79 S, 99, Bd. 80 S. 128. 
***) Vergl. die ‘l'abelle 8S. 149 in Bd, 80. 





Ueber héhere riiumliche Nullsysteme. 281 


Die Zahl links bedeutet den Biindelgrad (die Ordnung) der Congruenz 
der Tangenten der Curven des Systems, die Zahl rechts den doppelten 
Grad des Complexes der Sehnen derselben; den doppelten deshalb, 
weil jeder der beiden verbundenen Punkte sowohl p, wie q sein kann. 
Also haben wir das interessante Resultat: In einem Systeme 1. Stufe 
von Raumceurven ist der Biindelgrad der Congruenz der Tangenten immer 
doppelt so gross als der Grad des Complexes der Sehnen. Durch Elimi- 
nation von g, aus beiden Formeln ergiebt sich: 


EJp = PJe + We — Ee. 

Seien nun in unsern fiinf Systemen von cubischen Raumcurven die 
einfach unendlichen durch diejenigen Curven gebildet, welche eine 
feste Gerade / treffen; so ist eg,, der Feldgrad oder die Classe der 
Tangentencongruenz, gleich der Zahl der Curven des doppelt unend- 
lichen Systems, welche die Gerade / treffen und eine gegebene Ebene 
beriihren, also nach der oben erwiihnten Tabelle 10, 8, 12, 18, 40; pg. 
ist die Zahl der Curven, welche, ausser 1, noch die Schnittlinie der 
Ebenen der Bedingungen p und g, treffen, also der Curven, welche 
zwei gegebene Geraden treffen, aber doppelt, weil jeder der beiden 
weiteren Schnittpunkte der Curve mit der Ebene von g, als Punkt q 
angesehen werden kann, folglich ist nach jener Tabelle: pg, = 2.5, 
2.4, 2.6, 2.9,2.20; und gg, hat denselben Werth. Mithin erhalten 
wir ég, = 10, 8, 12, 18, 40 = eg,. 

Die Tangentencongruenzen der fiinf einfach wnendlichen Systeme 
derjenigen cubischen Raumcurven in unsern doppelt unendlichen Systemen, 
welche eine gegebene Gerade treffen, haben gleichen Biindel- und Feld- 
grad, nimlich 10, 8, 12, 18, 40.*) 

7. Nun paaren wir in den Systemen 2. Stufe irgend einen Punkt 
p einer Curve und eine beliebige Tangente g derselben Curve und wenden 
auf dieses vierfach unendliche System von Elementenpaaren die mit p 
multiplicirte Formel 22) auf 8. 84 des Schubert’schen Buches an, also 
die Formel: 

pres = pre + pop; 
p’e = 2 in allen 5 Fiillen, denn in jedem der 5 Systeme geht durch 
einen beliebigen Punkt eine Curve, und die Verbindungsebenen des- 
selben mit den Tangenten der Curve umhiillen einen Kegel 2. Grades, 
so dass 2 die Bedingung e erfiillen; p*g, ist der Biindelgrad der Tan- 
gentencongruenz derjenigen Curven des Systems, welche die Gerade | 
von p* treffen; endlich pee ist die Classe des Torsus der Schmiegungs- 
ebenen in diesen Treffpunkten, aber doppelt gerechnet; denn in jeder 
dieser Schmiegungsebenen kann jeder der beiden iiussern Punkte von 


*) Die beiden ersten Resultate sind von mir schon durch synthetische Ueber- 
legungen in Nr. 9, 23 des ersten der beiden in Nr, 5 erwiihnten Aufsiitze gefunden. 
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den 3 unendlich nahen, die sie mit der Curve gemein hat, als Punkt 
p, die Verbindungslinie der beiden andern als Tangente g des Coin- 
cidenz-Elementenpaars angesehen werden; als Classe dieses Torsus oder, 
nach Herrn Ameseder, als Ordnungszahl « + y des Nullsystems erhiilt 
man demnach 6,5, 7, 10, 21. Folglich ist, da a—1, die dritte 
Charakteristik (oder Ameseder’s Modul) 5, 4, 6, 9,20 und die Classen- 
zahl 6B + y = 11, 7, 12, 15, 41. 

8. Jedoch kann man die Charakteristik y auch direct aus Schubert's 
Formeln finden; wir combiniren dazu die obige Formel: 

pres = pre + pop 
mit der Formel 23) von 8. 84: 
p's = p’g — pre, 
durch Subtraction, was, da nach Formel XIII 8. 33: 
pe— p= pe 
ist, zu: 
pee = 2p%e + pg» — p'g 

fiihrt; pee ist die doppelte Zahl der Curven des Systems, welche die 
Gerade von pe so treffen, dass auch die Schmiegungsebene durch sie 
geht, also 2y; p*g ist gleich dem Range 4 der cubischen Raumcurve, 
p®e = 2; demnach 2y =pe = p*g, = 10, 8, 12, 18, 40. 

Wir haben noch eine Bestiitigung, indem wir die beiden Formeln 
8) und 11) 8. 81, die fiir Elementenpaare aus Punkt und Ebene gelten: 


~~ 
pe+p'e=—pree, pe? pee 
durch Elimination von p*e? combiniren: 
o~ m 
peée= pee — pre. 
Wir bilden die Paare p,e aus irgend einem Punkte einer Curve 


des zweistufigen Systems und irgend einer Schmiegungsebene derselben 
Curve: p’e = 3; p*ce ist die dreifache Ordnungszah] des Nullsystems, 


pee die ebenfalls dreifache Charakteristik y, beide dreifach deshalb, 
weil jeder der 3 Punkte in einer Schmiegungsebene als zugehdériges p 
im Coincidenz-Elementenpaar angesehen werden kann. Zugleich sehen 
wir, dass die Classe der Fliiche der Schmiegungsebenen der Curven 
des Systems, die eine Gerade treffen, oder die Ordnung der Osculations- 
punkte der durch eine gegebene Gerade gehenden Schmiegungsebenen 
von Curven des Systems, d. i. p*e?, gleich 3y ist. 

9. Betrachten wir in Kiirze noch das ausgeartete Nullsystem, das 
sich bei dem System von cubischen Raumcurven ergiebt, welche drei 
Punkte und zwei Sehnen gemein haben. Kinem beliebigen Punkte des 
Raumes entspricht keine Nullebene, jeder Punkt der Fliiche 2. Grades 
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F? aber, welche durch die 3 Punkte und die beiden Sehnen geht und 
auf welcher alle Curven des Systems liegen, hat co' Nullebenen, welche 
einen Kegel 2. Grades umhiillen. Zu jeder beliebigen Ebene gehéren 
drei Nullpunkte, vergl. die obenerwihnte Tabelle; wir finden aus der- 
selben pge = Qg, = 2.4, gy. = 8, also vermdge der obigen Formeln 


EJ, = 8; ferner p*'e = p'g = 0 und daraus p*ee =pes = 2.4, so 
dass hier, wie ja wegen « =—( auch nothwendig, die Ordnungszahl 
mit der dritten Charakteristik iibereinstimmt. Also haben wir a = 0, 
B=3, y =—4. 

Kiner geraden Punktreihe ist ein Torsus 4. Classe zugeordnet, der 
aber in zwei Kegel 2. Grades zerfillt, welche allein von den Schnitt- 
punkten der Geraden mit der Trigerfliiche F'* des Curvensystems her- 
riihren; einem Ebenenbiindel ist zugeordnet eine Fliche 4. Ordnung, 
niimlich diese Triigerfliiche doppelt gerechnet, einem Ebenenbiischel 
eine Curve 7. Ordnung auf dieser Flaiche, einem Felde eine Fliche 
7. Classe, die Enveloppe der co! Kegel 2. Grades, die den auf der 
F? gelegenen Punkten des Feldes zugehdren. 

10. Das einfachste doppelt wnendliche System von Raumcurven 
3. Ordnung entsteht durch alle diejenigen Curven, die ein gegebenes 
Tetraeder in derselben Weise zum Schmiegungstetraeder haben.*) Bei 
ihm ist « = B = 1 (vergl. Nr. 32 a. eben a. 0O.). 

Bewegt sich der eine Curve des Systems bestimmende Punkt X 
auf einer Geraden, so durchliuft, wie leicht einzusehen, die Spur der 
Tangente von X in einer der beiden gemeinsamen Schmiegungsebenen 
ABD, CDB eine projective gerade Punktreihe und die Schmiegungs- 
ebene von X geht stets durch den Punkt Z = (ACX, BD), verbindet 
so drei entsprechende Punkte dreier projectiven Punktreihen und um- 
hiillt demnach einen Torsus 3. Classe. Folglich ist a+y—6-+y=—3 
und die dritte Charakteristik y ist gleich 2. 

Die Schubert’schen Formeln sind in diesem Falle weniger bequem, 
da das System oo! ausgeartete Curven besitzt, unter ihnen stets solche, 
welche die Coincidenzbedingungen der Formeln erfiillen, Wir haben 
z. B. in jeder der beiden Ebenen des Tetraeders, die durch die gemein- 
samen Punkte A, C gehen, einen Biischel von zum System gehérigen 
ebenen Curven 3. Orduung mit Riickkehrpunkt. 


Miinster, Juli 1886. 


*) Math. Ann, Bd. 26, 8. 487. 





Die verschiedenen Arten der Regelflichen 4. Ordnung. 


Von 


Kart Roun in Dresden. 


Die Regelflichen 4. Ord. sind sowohl in geometrischer als auch 
in analytischer Methode von verschiedenen Mathematikern behandelt 
worden. Ich erwihne als die hauptsiichlichsten Arbeiten diejenigen 
der Herren Chasles*), Cayley**), Cremona***), welche sich 
eingehend mit der Classification der Regelfliichen beschiiftigt haben. 
Kinen ersten Grund zur Eintheilung der Regelfliichen in Classen giebt 
die Natur der Doppelcurve, und man unterscheidet demgemiiss Regel- 
tlichen mit 2 windschiefen Doppelgeraden, weiter soleche mit Doppel- 
gerade und Doppelkegelschnitt, ferner solche mit einer Raumcurve 
3. Ord. als Doppelcurve, endlich Regelflichen mit einer dreifachen 
Geraden. Die aufgeziihlten Classen zerfallen wiederum in verschiedene 
Arten je nach den weiteren singuliren Eigenschaften, die an den 
Fliichen hervortreten. 

Nun kénnen sich die Fliachen einer und derselben Art noch wesent- 
lich durch ihre Realitétsverhdltnisse unterscheiden, und so soll hier 
nicht nur eine vollstindige Aufziihlung aller Flichenarten, sondern 
auch eine Uebersicht ihrer Realititsverhiltnisse+) gegeben werden. 
Sehen wir von den Regelflichen mit einer dreifachen Geraden7;t}), die 


*) Chasles, Mémoire sur les surfaces du 3, et 4. degrée, Comptes rendus, 
v. 53, p. 888. 

**) Cayley, First, second and third memoir on Skew surfaces, otherwise 
Scrolls, Phil. ‘Trans. v. 153, p, 453, v. 154, p. 559, v. 159, p. 111. 

***) Cremona, Sulle superficie gobbe di quarto grado; Mem. della R. Istoria 
di Bologna VIII, p. 15. 

+) Schon friiher habe ich die Realitiitsverhiltnisse der Regelflichen 4. Ord. 
mit 2 Doppelgeraden in einer Abhandlung: ,,Die verschiedenen Gestalten der Kum - 
mer’schen Fliche“, Math. Annal. v. XVIII, p. 188 u. 156 untersucht. 

+t) Die Resultate iiber die Regelfliichen mit einer dreifachen Geraden sind 
aus meiner Arbeit: ,,Flichen 4. Ord. mit dreifachem Punkte“, Math, Annal. 
v. XXIV, p. 145 f. heriibergenommen und nur der Volistindigkeit halber hier 
angegeben, 
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im letzten Paragraphen kurz erledigt werden, ab, so besitzen alle 
iibrigen eine Doppeleurve. Die Punkte dieser Doppeleurve — mag 
dieselbe nun irreducibel sein oder nicht — werden durch die Er- 
zeugenden der Fliiche zwei-zweideutig auf einander bezogen; wir legen 
desshalb unseren Betrachtungen die sweizsweideutige Bezichung zweier 
bindrer Gebiete zu Grunde. Hierdurch werden wir sowohl eine iiber- 
sichtliche Eintheilung der Regelfliichen in Arten, als auch eine be- 
queme Darlegung der Kealitiitsverhiltnisse gewinnen; zugleich diirfte 
dieser Weg die grésste Eleganz der Darstellung, sowie der Flichen- 
gleichungen bieten. 

Im ersten Paragraphen findet sich eine allgemeine Behandlung 
der zwei-zweideutigen Verwandtschaft. Hier werden auch die speciellen 
Fille einer solchen Verwandtschaft aufgestellt. Besonders ist hervor- 
zuheben, dass es gewisse lineare Transformationen der biniiren Ge- 
biete giebt, welche ihre zwei-zweideutige Beziehung ungeiindert lassen. 
Im zweiten und dritten Paragraphen findet man die Regelfliichen mit 
zwei windschiefen Doppelgeraden, respective einer Selbstberiihrungs- 
geraden. Im Paragraph vier werden die Regelfliichen mit einer Doppel- 
curve 3. Ord. behandelt, deren gestaltlichen Verhiiltnisse interessante 
Resultate liefern. Besonders interessant ist eine Art von Flichen, 
welche unendlich viele lineare Transformationen in sich zuldsst. In 
den beiden letzten Paragraphen folgen dann noch die Flichen mit 
einem Doppelkegelschnitt und einer Doppelgeraden, respective mit 
einer dreifachen Geraden. 

Die vorliegende Note ist im Anschluss an eine Serie von 10 Mo- 
dellen entstanden, die ich bei L. Brill in Darmstadt habe an- 
fertigen lassen, in dessen Verlag dieselben gegenwiirtig erscheinen *). 


§ 1. 
Die zwei-zweideutige Verwandtschaft. 


1) Zwei Werthgebiete 4 und w — oder homogen geschrieben 
Ay iy 
Ag? fe 
A? (ay mM? + 2a,u+ ay) + 2A(b, wu? +2b,u-+;) + (Cw? + 2e,4-+ ¢) = 0 


oder: 


uw? (a, A? + 26,4 ¢,) + 2u(a,d?-+-2b, 4+ ¢,) + (a34? + 2b,4+¢;) =0 


— werden durch die Gleichung: 


in die allgemeinste zwei-zweideutige Beziehung gebracht. In jedem 
der beiden Werthgebiete giebt es vier singuliire Punkte, denen im 


*) In den folgenden Paragraphen sind die Fliichen, deren Modelle in jener 
Serie enthalten sind, einzeln angefiihrt. 
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andern Gebiete zwei zusammenfallende Punkte entsprechen; sie sind 
durch das Verschwinden der Discriminante der ersten resp. zweiten 
Gleichung charakterisirt. 

2) Wir legen uns nun die Frage vor, ob es mdglich sei durch 
geeignete lineare Transformationen der beiden Werthgebiete 4 und u 
die obige Gleichung der zwei-zweideutigen Correspondenz in eine 
symmetrische in Bezug auf 4 und w zu verwandeln. Eine solche sym- 
metrische Gleichung will besagen, dass jedem Werthe, mag er nun 
dem Gebiete 4 oder w angehiren, die niimlichen beiden Werthe in dem 
andern Gebiete zugeordnet sind. Es ist evident, dass man blos eins 
der beiden Gebiete, etwa 4, zu transformiren braucht, um den ge- 
dachten Zweck zu erreichen, falls derselbe sich tiberhaupt erreichen 
lisst. Setzen wir demgemiiss: 


so geht die obige Gleichung iiber in: 


A'*[u? (a, a? + 2b,ayp + cy?) + 2u(a, a? + 2b,ay + c,y?) 
+ (aye? + Qbyey + cyy?)] + 2A’ [u?(a, eB + b,(ad + By) + ¢,78) 
+ 24 (4,48 + b,(ad + By) + 79) + (4,48 +6;,(4d+By)+¢,79)| 
+ [u?(a, B? + 26,89 + ¢,0*) + 2u(a,p? + 20,88 + c,d?) 


+ (a; 8? + 2b, 88 + ¢,0?)] = 0. 


Diese Gleichung wird symmetrisch, wenn die Transformations- 
coefficienten a, 8, y, 0 die Relationen: 


a, 8? + 2b, Bd + ¢,0? = a,a? + 2b,ay+ cy’, 

a, B* + 2b, Bd + ¢,0° = a,aB + b3(ad + By) + ¢379, 

aa? + 2b,ay + c,y? = a,aB8 + b,(ad + By) + «79, 
erfiillen. Fasst man @, B, y, 8 als Raumcoordinaten auf, so stellen 
diese Gleichungen drei Flichen 2. Grades dar; sie schneiden sich in 
8 Punkten, die jedoch, wie sogleich hervorgehoben werden soll, paar- 
weise zusammenfallen. Dementsprechend existiren 4 lineare Trans- 
formationen, welche die Gleichung der zwei-zweideutigen Correspondenz 
in eine symmetrische verwandeln. Eine solche Correspondenz mag kurz 
eine symmetrische genannt werden. Jede swei-sweideutige Corre- 
spondenz kann auf vierfache Weise in eine symmetrische verwandelt 
werden; den singuliren Punkten gehiren in beiden Gebieten die gleichen 
Parameter zu. 

Hieraus kénnen wir noch weitere Folgerungen ziehen. Zuniichst 
ergiebt sich hier in einfachster Weise der bekannte Satz, dass das 
Doppelverhiltniss der singuliren Punkte in beiden Werthgebieten gleich 
ist. Und da solche Punktquadrupel nur auf 4 Weisen eindeutig auf 
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einander bezogen werden kéunen, so folgt daraus nachtriiglich, dass 
die 8 Schnittpunkte der vorher angegebenen Fliichen 2. Grades paar- 
weise zusammenfallen miissen. Das Quadrupel der singuliren Punkte 
des einen Werthgebietes kann auf vierfache Weise in das Quadrupel 
des andern Werthgebietes transformirt werden; jede dieser 4 Trans- 
formationen verwandelt die zwei-zweideutige Beziehung in eine sym- 
metrische. . 

3) Wir setzen nun die urspriinglich gegebene zwei-zweideutige 
Transformation als eine reelle voraus, d. h. als eine solehe, deren 
Gleichungen reelle Coefficienten enthilt. Im Gebiete 4 giebt es dann 
entweder vier reelle, oder zwei reelle und zwei conjugirt imaginiire, 
oder zwei Paar conjugirt imaginiire singuliire Punkte. Im ersten Fall 
sind die singuliiren Punkte des Gebietes w entweder alle vier reell, 
oder paarweise conjugirt imaginir; ebenso im letzten Falle. Im zweiten 
Falle dagegen sind auch von den singuliiren Punkten des Gebietes u 
nothwendiger Weise zwei reell und zwei conjugirt imaginiir. Der 
Grund hiervon liegt darin, dass im ersten und dritten Fall das Doppel- 
verhiiltniss reell, im zweiten aber imaginiir ist. 

Hierzu ist noch weiter zu bemerken, dass zwei Quadrupel von je 
zwei reellen und zwei imaginiiren Punkten nur so eindeutig auf ein- 
ander bezogen werden kénnen, dass das reelle Punktepaar des einen 
Quadrupels dem reellen oder dem conjugirt imaginiiren des andern 
entspricht. Der Grund hiervon liegt darin, dass das Doppelverhiiltniss 
und also auch der absolute Betrag desselben fiir beide Quadrupel gleich 
sein muss. Bilden nun die reellen Punkte das eine Paar und die ima- 
giniren das andere Paar des Quadrupels, so ist der absolute Betrag 
des Doppelverhiiltnisses gleich 1; bei jeder anderen Kintheilung des 
Quadrupels ist derselbe jedoch von 1 verschieden. 

Ebenso lassen sich zwei Quadrupel mit je zwei Paar imaginiren 
Punkten nur so auf einander eindeutig beziehen, dass zwei conjugirt 
imaginiren Punkten des einen auch im andern zwei conjugirt ima- 
ginire Punkte entsprechen. 

Aus dem Gesagten folgt weiter, dass die linearen Transformationen, 
welche die zwei - zweideutige Beziehung in eine symmetrische verwandeln, 
alle vier reell sind, wenn die Quadrupel der singuliren Punkte in 
beiden Gebieten entweder nur aus reellen oder nur aus imaginiiren 
Punkten bestehen. Von den genannten Transformationen sind zwei 
reell und zwei imaginiir, wenn die beiden Quadrupel je zwei reelle 
und zwei imaginiire Punkte enthalten. Besitzt endlich das eine Quadrupel 
nur reelle, das andere nur imaginiire Punkte, so sind die vier Trans- 
formationen imaginiir. 

4) Will man die symmetrische Gleichung der zwei-zweideutigen 
Verwandtschaft auf ihre einfachste analytische Form bringen, so hat 
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man im Anschluss an die Reduction der Gleichung 4. Grades auf ihre 
Normalform folgendermassen zu verfahren. Man theile die vier singu- 
liren Punkte des Gebietes 4 in zwei Paare und mache die Punkte, 
welche beide Paare zugleich harmonisch trennen, zu Null- und Un- 
endlichkeitspunkt, dann werden die Parameter der singuliren Punkte, 
ubgesehen vom Vorzeichen, paarweise gleich. Jetzt kann man den 
Einheitspunkt noch so wihlen, dass das eine Punktepaar die reciproken 
Werthe des andern zu Parametern erhiilt, so dass die singuléren Punkte 
durch die Parameter: 4), — Ay, im -— i gegeben sind, Damit die 
Gleichung der zwei-zweideutigen Beziehung symmetrisch bleibe, hat 
man im Gebiete der w genau die gleichen Schritte zu thun, wie im 
Gebiete der A. 
Geht man von der allgemeinen symmetrischen Gleichung aus: 


Gy, A? gw? + yy (A 4 BW)? $ Gy + 2g3(4 + BW) + 2a, du 
+ 2a,,Au(4 + uw) = 9, 


deren Diseriminante: 
€ 3 
wt (as “_ 41 Gy») + 26 (Gy24)3 — Gy) Ay) 
H+ WP (GS A 243 Gy, — 249A; — Ay) ys) 


+ 2 WG); 43 — Gy9433) + (4,5 — Gz 453) 


durch Nullsetzen die singuliren Punkte liefert, und fihrt man die 
vorher erwihnte Transformation durch, so muss man eine neue sym- 
metrische Gleichung zwischen 4 und w erhalten, deren Discriminante 
die folgenden Eigenschaften hat. Es miissen einerseits die Coeffi- 
cienten von w*® und w in derselben verschwinden, andererseits muss 
der Coefficient von w* gleich dem coustanten Gliede werden. Denke 
ich mir also die neue Gleichung mit den niimlichen Coefficienten ge- 
schrieben wie die friihere, so miissen zwischen diesen Coefficienten 
die 3 Relationen bestehen: 


Ay Qy3 — Gyy Ay, = O, A343 — Gy2433 = 0, 
Ay — My) By = By — Age Ay. 
Aus den beiden ersten Gleichungen folgt entweder: 
1; 433 — a3 — 0, 
was mit Hiilfe der dritten Gleichung zu: 
G3 — 4,49 = 90 und: a3 — a,a;, = 0, 
d. h. zum Verschwinden des Coefficienten von «' und des constanten 
Giliedes fiihren wiirde, was im Allgemeinen nicht stattfinden kann; 
oder es folgt: @,. = 0, a,, = 0, und also nach der dritten Gleichung 
4, = dy;, was in der That zuliissig ist. 
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5) Durch lineare Transformationen der Werthgebiete 4 und u 
kann also jede zwei-zweideutige Beziehung in die symmetrische Form*): 
(1) Gy, A? gw? + Gyo (A? + w?) + ay, + 2aydu = 0 


gebracht werden, deren singuliire Punkte sich durch die Gleichung : 


2 2 2 
411 + Gq — Mg 


(2) pt 1+ 


= (0 





bestimmen. Sind in beiden Gebieten 4 und w alle vier singuliiren 
Punkte reell, oder sind sie in beiden alle vier imaginir, so sind die 
linearen Transformationen, welche zu der Gleichung (1) hinleiten, reell. 

Giebt es in beiden Gebieten 24 und uw je zwei reelle und zwei ima- 
gindre singulire Punkte, so wihle man die Einheitspunkte der Art, 


dass die singuliren Punkte die Parameter: 4,, — A), b — - er- 
0 


halten; alsdann sind die bez. linearen Transformationen wiederum 
reell, und an Stelle von (1) tritt jetzt die symmetrische Gleichung: 
(3) Gy AP? gg (A? + fw) — Ay + 2a, Ae — 0. 

Sind endlich die singuliéren Punkte im Gebiete 4 alle vier reell, aber 
im Gebiete w alle vier imagindr, dann wiihle man, um wieder reelle 
Transformationen za gewiunen, die Kinheitspunkte so, dass die Para- 


. a respective: 
i? in? pective: 


meter der singuliiren Punkte: 4,, — 4d), 
é . ° P , 
werden. Die hierdurch sich ergebende Glei- 


tdy, — td, “ * . 
chung der zwei-zweideutigen Verwandtschaft wird jetzt selbstver- 
stiindlich nicht mehr symmetrisch, vielmehr nimmt sie die Form: 

(4) Gy, A? w® — Ay, (A? — w*) — ay + Za, du = 0 

an, welche wir als halbsymmetrisch bezeichnen kénnen. 

6) Nachdem wir soeben die allgemeinen zwei-zweideutigen Be- 
ziehungen untersucht und auf gewisse Normalformen reducirt haben, 
eriibrigt uns ein Gleiches fiir die speciellen zwei-zweideutigen Ver- 
wandtschaften durchzufiihren. Es sind nun hier noch verschiedene 
Specialfiille zu unterscheiden. 

Erstens kinnen zwei singuliire Punkte des einen Gebietes coinci- 
diren, was einen gleichen Vorgang in dem andern Gebiete involvirt. 
Dann wiihle man Null-, Einheits- und Unendlichkeitspunkte in beiden 
Gebieten so, dass den coincidirenden Punkten der Parameter 0, den 
beiden andern singuliiren Punkten aber gleiche Parameter mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen zukommen. An Stelle der Gleichungen 
(1), (3) und (4) tritt jetzt die Gleichung: 

(5) Gy, A? gw? + Gy (w? Fe A*) + Za, du = 0. 


Hierin hat das a,, eine andere Bedeutung als vorher, indem der Coefficient 
von 2Au vorher: 43 + Gg lantete, 
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Dabei gilt das obere Vorzeichen, wenn die beiden singuliiren Punkte, 
welche ausser 4=( und «=O noch existiren, in beiden Gebieten 
reell oder imagindr sind; dagegen gilt das untere Zeichen, wenn die 
singuliren Punkte des einen Gebietes reell und im andern imagindr sind. 

Zweitens kinnen drei singuliire Punkte des einen Gebietes und somit 
auch des andern zusammenfallen. Hier lege man die Nullpunkte in 
die dreifachen und die Unendlichkeitspunkte in die einfachen singu- 
liren Punkte, ferner mache man die beiden Punkte, welche den ein- 
fachen singuliren Punkten entsprechen, zu Einheitspunkten. Dann 
wird die Gleichung der zwei-zweideutigen Correspondenz: 


(6) au? + (A — a)? — 2ae(a + w) = 0. 
Drittens kinnen in beiden Gebieten eswei Mal zwei singuliire Punkte 


coincidiren, die man dann zu Null- und Unendlichkeitspunkten macht. 
Unter dieser Annahme wird die Gleichung der Verwandtschaft: 


(7) (A+ 4) + 2ai4up=—0, 
oder: 


(7a) (A+ nu) (A+ +a) =0. 


In diesem Falle wird unsere Verwandtschaft reducibel, sie zerfillt 
in zwei lineolineare Correspondenzen. 

Fallen viertens alle 4 singuliiren Punkte in beiden Gebieten zu- 
.sammen, so lisst sich die Gleichung der Verwandtschaft in die Form: 
(8) Au? + (A — w)? = 0 
bringen, die ebenfalls in zwei lineare Factoren zerfillt 

Ein specieller Fall hiervon entsteht schliesslich, wenn beide lineare 
Factoren gleich werden, d. h. wenn die Gleichung der Verwandtschaft 
sich auf: 

(9) (A— pw)? =0 
reducirt. 

Die aufgezihlten Méglichkeiten erschépfen die siimmtlichen Special- 
fille der zwei-zweideutigen Verwandtschaft. 

7) Es sollen in diesem Paragraphen noch kurz die linearen Trans- 
formationen eine Beriicksichtigung finden, welche die zwei -zweideutige 
Verwandtschaft ungeindert lassen, Geht man von der Gleichung (1) 
aus, so erkennt man sofort, dass dieselbe ungeindert bleibt, wenn 
1 
a 


ad 1 1 : : : 
endlich — z und — = setzt; andere lineare Transformationen mit 


der verlangten Kigenschaft giebt es ersichtlich nicht. Es giebt also — 
abgesehen von der Identitiit — moch drei lineare Transformationen, 
welche eine swei-zweideutige Verwandtschaft wngeiindert lassen. Auf 


man darin fiir 4 und w entweder — 4 und — uw, oder 


und . , oder 
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die Gleichungen (3) und (4) lisst sich das Resultat leicht iibertragen. 
Bei der Gleichung (5) giebt es nur noch eine soleche Transformation, 
sie verwandelt 4 und w in — A und — a. 


§ 2. 
Die Regelflichen 4. Ordnung mit zwei Doppelgeraden. 


8) Wir wollen die bisher gewonnenen Resultate zuniichst auf die 
Regelfliichen mit zwei windschiefen Doppelgeraden anwenden. In erster 
Linie behandeln wir die Regelflichen mit reellen Doppelgeraden, in- 
dem wir das Werthgebiet der 4 auf der einen und das der w auf der 
andern Doppelgeraden ausbreiten. Dabei wird es geeignet seip die 
beiden Doppelgeraden zu den Kanten: ¢=—0, w=0O, respective: 
x=0, y= 0 des Coordinatentetraeders zu machen, und folglich: 


x & 
aS a=. 


zu setzen. 

Es bleiben dann der Hauptsache nach 4 Fille zu unterscheiden, 
indem erstens die singuliiren Punkte auf beiden Doppelgeraden reell, 
zweitens auf beiden imaginiir, drittens auf beiden theilweise reell und 
theilweise imaginiir, und endlich viertens auf einer Doppelgeraden reell 
und auf der andern imaginiir sein kénnen, Jeder dieser Fille kann 
noch weitere Singularitiiten aufweisen. Die singuliren Punkte auf den 
Doppelgeraden werde ich dem Gebrauche gemiiss weiterhin Pinch- 
points nennen. 

9) Die Gleichung (1) repriisentirt den Fall, in dem sémmitliche 
Pinch -points reell sind, falls die Wurzeln der Discriminante reell sind, 
d. h. falls = _~ “8 <Q ist. Unter dieser Bedingung stellt: 
(10) ayy (@? 2? + y? 0) + digo (x? 0? + y? 2?) + 2a,,cy2w = 0 
die Gleichung der Regelfliichen mit 8 reellen Pinch-points dar. Die 
Fliche enthilt nimlich alle Punkte mit den Coordinaten 2, y, 92, ew, 
und ihre Gleichung geht aus (1) hervor, wenn man fiir 4 und w die 


Werthe ~ und ~. einsetzt. 
y w 





Die Pinch-points theilen die Doppelgeraden in je 4 Segmente, 
welche abwechselnd reell und isolirt auf der Fliche verlaufen. Sind 
A, B,C, D die Pinch-points und AB und CD die reellen Segmente 
der einen Doppelgeraden, sind ebenso A’, B’, C’, D’ die entsprechenden 
Pinch- points der andern, so treffen die beiden Erzeugenden durch 
einen beliebigen Punkt von AB das Segment*) A’B’, und die Er- 


2 *) Man kann das immer erreichen, da man die symmetrische Form auf vier- 
fache Weise darstellen kann. 
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zeugenden durch einen Punkt von CD das Segment C’D’. Die ganze 
Fliiche*) besteht aus zwei Theilen; der eine Theil entsteht durch die 
Bewegung einer Krzeugenden, welche gleichzeitig an AB und A’ B’ 
einmal auf- und abgleitet, bis sie wieder ihre urspriingliche Lage an- 
nimmt. Analog entsteht der andere Flichentheil. 

10) Die Gleichung (10) stellt eine Regelfliche mit 8 imagindren 

2 
(uF Gul’ = Sis > 0 ist. Es sind hier noch 

41 Aq 
zwei Fille zu unterscheiden. Entsprechen dem Punkte 4 = 0 zwei 
reelle Punkte der andern Geraden, d. h. ist a,, > 0 und a, < 9, so 
tritt Gleiches fiir alle Punkte 4 ein und die Doppelgeraden verlaufen 
ganz, reell auf der Fiche; sind dagegen die correspondirenden Punkte 
von 4 = 0 imaginir, d. h. ist a,, > 0 und a,, > 0, so sind die Doppel- 
geraden villig isolirt. 

Letztere Fliche ist — mit Ausnahme der Doppelgeraden — ganz 
imagindr. 

Erstere Fliche**) besteht aus zwei reellen Miinteln, die sich in den 
Doppelgeraden gegenseitig durchsetzeen. Ein solcher Mantel entsteht, 
indem eine Erzeugende lings der beiden Doppelgeraden hingeleitet 
und dabei die unendlich fernen Punkte derselben passirt, bis sie in 
ihre Anfangslage zuriickgelangt. 

11) Die Regelfliiche mit zwei reellen und zwei imaginiren Pinch- 
points auf jeder Doppelgeraden hat die Gleichung: 

(11) a, (a? 2? — y? w?) + ayy (x? w? + y?2*) + 2a,,2y2w~ = 0, 
welche aus (3) hervorgeht. Diese Flidche besteht nur aus einem einzigen 
Theile , welcher gestaltet ist, wie die Theile der Fliiche in Nr. 9. 

12) Besitet die Regelfliiche auf einer Doppelgeraden 4 reelle, auf 
der andern 4 imagindre Pinch-points, so wird nach Gleichung (4) 
ihre Gleichung: 


Pinch-points dar, wenn: 


(12) a,,(x?2* — y? w?) — ay. (x?w* — y*2*) + 2a,,xyzw = 0. 

Die Fliiche***) besteht aus zwei Theilen, die sich lings der einen 
Doppelgeraden gegenseitig durchsetzen. Sind A, B, C, D die Pinch- 
points der Reihe nach, so erhilt man den einen Flichentheil, indem 
man eine Erzeugende an dem Segment AJ einmal auf- und abgleiten 
lisst, wiihrend dieselbe an der andern Doppelgeraden lings deren 
ganzen Erstreckung hingleitet. Analog entsteht der andere Theil. 

13) Die Specialfiille der Regelfliichen mit zwei Doppelgeraden ent- 
stehen durch Zusammenriicken zweier, respective dreier Pinch - points 


*) Diese Fliiche bildet das erste Modell der in der Einleitung genannten 
Serie, 
**) Zweites Modell der Serie. 
***) Drittes Modell der Serie 
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auf beiden Doppelgeraden. Auf die iibrigen Specialisirungen brauchen 
wir hier nicht einzugehen, da sie reducible zwei-zweideutige Verwandt- 
schaften und in Folge dessen auch reducible Flichen liefern. 

Fallen von den Pinch-points auf jeder Doppelgeraden zwei su- 
sammen, so wird die Gleichung der zugehdérigen Fliiche: 
(13) Gy, 272? + Ayo (y*2? + a? w?) + 2a,,cyew = 0, 
woraus man erkennt, dass die Gerade x=0, 2=—=9 doppelte Er- 
geugende unserer Fiche ist. 

Gilt in der voranstehenden Gleichung das obere Zeichen und ist: 
13 — O35 

<a 

Pinch- points. Dabei ist die Doppelerzeugende x=—0, «=O isolirt, 
wenn dem Parameter 4 = oo ein reelles Werthepaar entspricht, d. h. 
wenn a,, > 0 und a,, <0; sie liegt dagegen reell auf der Fliche, 
wenn @,, >0 und a, >0. Diese Specialfiille entstehen aus der all- 
gemeinen Regelfliche in Nr. 9, entweder indem sich der eine Flichen- 
theil auf eine isolirte Doppelgerade zusammenzieht, oder indem der 
eine Flichenthei] mit dem andern lings einer Doppelgeraden zu- 


sammenstésst. Gilt in Gleichung (13) das obere Zeichen und ist 


2 2 
13 — Gee 


> 0, so giebt es auf jeder Doppelgeraden noch zwei reelle 


— <0, so sind die Pinch- points auf den Doppelgeraden ima- 
11°22 


gindr. Die doppelte Erzeugende « =, 2 = 0 ist isolirt, wenn a,, > 0 
und Gd. > 0; sie liegt dagegen reell auf der Fliche, wenn a,, > 0 
und a, <0. Im ersteren Fall ist ausser den Doppelgeraden und der 
Doppelerzeugenden nichts von der Fliche reell; bei letzterer Fliche : 
sind die Doppelgeraden nirgends isolirt, sie besteht aus einem einzigen 
Flichentheil, der sich lings der Doppelerzeugenden durchsetzt. 

Nehmen wir endlich in der Gleichung (13) das untere Zeichen, 
so sind die Pinch-points auf der einen Doppelgeraden reell, auf der 
andern imagindr. Hier liegt die Doppelerzeugende stets reell auf der 
Fliiche, welche aus der Fliche in Nr. 12 hervorgeht, wenn die beiden 
Theile derselben lings einer Doppelerzeugenden zusammenstossen. 

14) Riicken auf jeder Doppelgeraden drei Pinch-points zusammen, 
so erhalten wir als Gleichung der Regelfliche: 

(14) x2? + (gw — yz)? — 2xe(xw + yz) = 0. 

Die Gerade « = 0, 2 =O ist jetzt eine Riickkehrerzeugende der 
Regelfliche; dieselbe entsteht aus der Fliiche mit einer reellen Doppel- 
erzeugenden und 4 reellen Pinch-points, wenn sich von den beiden 
lings dieser Geraden zusammenstossenden Flichentheilen der eine véllig 
zusammenzieht. 

15) Wir gehen jetzt zu den Regelflichen mit zwei conjugirt ima- 
gindren Doppelgeraden iiber. Die zwei-zweideutige Zuordnung zweier 
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soleher Punktreihen wird, ganz so wie vorher, durch eine der Glei- 
chungen (1) und (3) vermittelt; eine Abiinderung muss nur die Wahl 
des Coordinatensystems erfahren. Wir wollen dasselbe so bestimmen, 
dass die Doppelgeraden die Gleichungen: 
a+iy=0, z—iw=0, resp. x—iy=0, z+iw=0 

erhalten, und dass die Punkte: 40 und 4 = oo die Coordinaten: 
0,0,1, —é und 1, +7, 0,0, und die Punkte: 7 —0 und # = co 
die Coordinaten: 0, 0, 1, +¢ und 1, —i, 0, O aufweisen. 

Es entspricht demnach hier dem Punkte: 2,i4,1, —¢ der einen 
Doppelgeraden der Punkt: w, — ip, 1, + ¢ der andern. Die Ver- 
bindungslinie dieser beiden Punkte gehért der Regelfliche an, sobald 
A, w der Gleichung der zwei-zweideutigen Correspondenz geniigen. 
Setzen wir also in diese Gleichung die Werthe: 


a—=A+ou, y=td4—ou), e—=1+e, w= —i(l —@) 
oder: 
oe an OT 
i=in? &“7-te 
ein, so erhalten wir als Gleichung der beziiglichen Regelfliche: 
(15) (2 +’) + (2 + w*)? + 2b(a2 — yw)?’ + 2e(aw + yz) =0, 
wobei: 


1g — Sn 
ay 


und c= ist. 


om Aig + Are 
As 


Die Verbindungslinien correspondirender Punkte sind offenbar nur 
dann reell, wenn die zugehérigen Parameter conjugirt imagimir sind. 
Denn setzen wir: A=a+ifp, u=a—if, so liefert die Ver- 
bindungslinie der Punkte: a+ iB, ia —B, 1, —t und: a — if, 
—ia—B, 1, + %, oder was dasselbe ist der Punkte: a, — B, 1, 0 
und: B, «, 0, —1 eine reelle Erzeugende unserer Fliiche. Dabei 
miissen die a, 6 der Gleichung: 

(16) (a? + B*)? + 1 + 2ba? + 2cp? — 0 
geniigen. 

Um nun eine Vorstellung iiber die Realitiitsverhiiltnisse unserer 
Regelfliche zu gewinnen, fassen wir die a und # als rechtwinklige 
Coordinaten in einer Ebene auf, so dass die Gleichung (16) eine Curve 
4. Ord. darstellt, welche zu den beiden Coordihatenaxen symmetrisch 
liegt. Eine einfache Discussion dieser Curve zeigt, dass dieselbe, falls 
wir in ihrer Gleichung das obere Zeichen wiihlen, entweder aus zwei 
Ovalen besteht, oder ganz imaginir ist, und zwar tritt letzteres ein, 
wenn gleichzeitig b > — 1 und ¢c > — 1 ist, in allen andern Fallen 
existiren zwei Ovale. Die Curve 4. Ord. besitzt indessen stets ein 
einziges reelles Oval, falls wir in ihrer Gleichung das untere Zeichen 
nehmen. Es giebt also drei verschiedene Arten von Regelfliichen mit 
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conjugirt imagindren Doppelgeraden. Gilt in 16) das obere Zeichen 
und ist b>—1 und ¢>—1, 80 ist die Fliche ganz imaginiir. 
Gilt wieder das obere Zeichen und ist 6 < — 1 und ¢ beliebig, oder 
c << —1 und b beliebig, so besteht die Fliiche*) aus zwei hyperboloid- 
artigen Theilen. Gilt dagegen das untere Zeichen, so besitzt die 2u- 
gehorige Fliche stets einen einzigen hyperboloidartigen Theil. 

16) Auch hier kinnen auf der imaginiren Doppelgeraden zwei, 
respective drei singuldre Punkte coincidiren, wo dann die zwei-zwei- 
deutigen Verwandtschaften durch die Gleichungen (5) und (6) respective 
dargestellt werden. Fiihren wir fiir die 4, w wieder die in voriger 
Nummer angegebenen Werthe ein, so erhilt man die Gleichungen der 
beziiglichen Regelfliichen. 

Aus der Gleichung (5) erhalt man die Regelfliche: 

(17) (@® ey?) + 2b(we — yw)? + 2e(ww + ys)? =0 

mit der doppelten Erzeugenden «=—0, y=0. Ist gleichzeitig b > 0 
und ¢ > 0, so besteht die Fliche aus der isolirten Doppelerzeugenden ; 
ist dagegen 6 < 0 und c < 0, so besitet die Fliiche eine isolirte Doppel- 
erzeugende und einen hyperboloidartigen Flichentheil. Ist endlich b > 0 
und ¢ < 0, oder auch b < 0 und c > 0, so liegt die Doppelerzeugende 
ganz reell auf der Fliche. Die letztgenannte Fliche entsteht, indem 
die beiden hyperboloidartigen Theile der einen Fliche in voriger Nummer 


lings einer Erzeugenden aneinander stossen. Aus der Gleichung (6) 
geht die Regelfliiche: 


(18) (@* + y*)? — 4(ye + zw)? — 4(a? + y*) (we — yw) = 0 
mit der Riickkehrerzeugenden x= 0, y= 0 hervor. 

17) Zum Schluss dieses Paragraphen soll noch kurz der linearen 
Transformationen gedacht werden, welche die Gleichung der Regel- 
fliche mit 8 reellen Pinch-points ungefndert lassen. Sie werden sich 
zusammensetzen aus der Transformation, welche 4 und 4m fiir sich un- 
geindert lisst und aus den Transformationen der 4 und pw, welche 
die Gleichung der Verwandtschaft ungeiindert lassen. Die Gleichung 
der Regelfliche bleibt also ungeiindert, wenn man x, y, ¢, w durch: 
— 2, —yYy, #, w, resp. durch: — 2%, y, — 2, w, resp. durch: — 2, y, 
2, —w, resp. durch: y, x, w, 2, resp. durch: 2, w, x, y ersetzt. 
Rechnet man die Identitét mit ein, so erhailt man im Ganzen 16 lineare 
Transformationen der Regelfliichen in sich. Zieht man die zwei-zwei- 
deutige Verwandtschaft der Ebenenbiischel durch die Doppelgeraden 
in Betracht, welche sich in den Erzeugenden schneiden, so erkennt 
man, dass ihre Gleichung wieder genau die Form (1) hat, dass also 
die Regelfliiche auch durch 16 dualistische Transformationen in sich 


*) Viertes Modell der Serie. 
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iibergeht. Diese Resultate sind lingst bekannt und sollten hier nur 
der Vollstiindigkeit halber Platz finden. Wie sich diese Resultate fiir 
die andern Regelfliichen modificiren ist leicht anzugeben und kann hier 
iibergangén werden. 


§ 3. 
Die Regelflichen mit einer Selbstberiihrungsgeraden. 


18) Es soll jetzt untersucht werden, wie sich die Dinge gestalten, 
wenn die windschiefen Doppelgeraden einander unendlich nahe riicken. 
Hiitte man eine allgemeine zwei-zweideutige Zuordnung zwischen den 
Punkten der beiden unendlich nahen Geraden, so wiirden je zwei 
correspondirende Punkte in endlicher Entfernung von einander sein 
und demnach ihre Verbindungslinie mit der Selbstberiihrungsgeraden 
zusammenfallen. Wir erkennen daraus, dass wir nur in dem Falle eine 
Regelfliiche erhalten, wenn die Zuordnung der Punkte auf den unend- 
lich nahen Doppelgeraden so beschaffen ist, dass jedem Punkte der 
einen zwei Punkte der andern entsprechen, welche ihm unendlich nahe 
liegen. 

Den singuliiren Punkten der einen Doppelgeraden correspondiren 
die unendlich nahen singuliiren Punkte auf der andern. Wir wihlen 
Null-, Unendlichkeits- und Einheitspunkte der Parameter 2, sowie der 
Parameter w wieder in der in Nr. 4 angegebenen Weise. Die Null- 
punkte, ebenso die Unendlichkeits- und Einheitspunkte, beider Punkt- 
reihen liegen einander ebenfalls unendlich nahe, Die Correspondenz 
ist in Folge der getroffenen Festsetzungen wieder eine symmetrische, 
also ihre Gleichung wie friiher: 

yA? Mw? + yy (A? *) HF Ay + 2ayg4u =O, 
wo das obere Zeichen gilt, falls die vier Pinchpoints alle reell oder alle 
imaginir sind, wihrend das untere Zeichen dem Falle zweier reeller 
und zweier imaginiirer Pinchpoints entspricht: 

19) Die Constanten der vorstehenden Gleichung miissen nun so 
gewihlt werden, dass jedem Punkte 4 zwei Punkte der andern Reihe 
mit den Parametern 4-+ <4’ und 4 + eA” — unter « eine unendlich 
kleine Grésse verstanden — entsprechen. Somit erhalten wir die 
Gleichung: 

a, A2(A+eA4)? + ay, (24° +28dd' +22?) + ay, + 2a,,4(A+ £27’) =0, 
und zwar muss diese Gleichung bestehen fiir jeden Werth von A. Mit 
Riicksicht auf diese Bedingung ergiebt sich: 

4,,=0+2.0+2a; dy—b,-eb,+eb, ay——b,—eb,+2e, 
wodurch die Gleichung der zwei-zweideutigen Correspondenz iiber- 
geht in: 
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(19) alt + a+ 2a2(b+c) +b,42=0. 


Die Wurzeln dieser Gleichung: 


Fa 
F | = 


ad + a+ 24%(b+c) 
ff Best pNOss) 


liefern die, dem Parameter 4 entsprechenden Parameter 4 + ¢4’ und 
A+ a”, 

Um ein geeignetes Coordinatentetraeder zur Darstellung der Glei- 

chung der Regelfliiche zu gewinnen, ziehe man die Verbindungslinien 
der unendlich nahen Null-, Einheits- und Unendlichkeitspunkte und 
ausserdem irgend eine gemeinsame Secante dieser drei Geraden, Die 
Selbstberiihrungsgerade mache man zur Geraden «= 0, y=O und die 
soeben gezogene Secante zur Geraden ¢ = 0, w= 0, ferner die Ver- 
bindungslinie der Nullpunkte zur Geraden z = 0, 2 = 0 und die Ver- 
bindungslinie der Unendlichkeitspunkte zur Geraden y=0, w= 0, 
Der Einheitspunkt des Coordinatensystems kann auf der Verbindungs- 
linie der Einheitspunkte der unendlich nahen Doppelgeraden noch be- 
liebig gewahlt werden. 
* +-Die Coordinaten der Punkte mit den Parametern 4 = 0, 4 =o 
und A= A sind nun: 0,0, 0,1; 0,0,1,0 und 0,0, 4,1 respective, 
diejenigen der Punkte mit den Parametern «» = 0, w = 1 und 
u=A-+ dX werden: 0, «, 0, 1; ¢, 0, 1, 0 und Ag, ¢, A+ <A’, 1 respective. 
Durch die angegebene Wahl des Coordinatensystems und geeignete 
Wahl des Einheitspunktes kann man nimlich immer erreichen, dass 
die Coordinaten der Punkte » =O und 4 =oo die vorstehenden 
Werthe haben. : 

Die Regelfliiche mit einer Selbstberiihrungsgeraden wird demnach 
von den Verbindungslinien der Punkte 0, 0, 4, 1 und dg, ¢, A+’, 1, 
oder was dasselbe ist von den Verbindungslinien der Punkte 0, 0, A, 1 
und 2,1, 4’, O gebildet wo A, 4’ der Gleichung (19) geniigen. Die 
Coordinaten eines Punktes unserer Fliiche sind: z= 9d, y= og, 
2=A-+ 01’, w=1; die Gleichung der zwei-zweideutigen Verwandt- 
schaft geht demnach in diejenige unserer Fliiche tiber, wenn wir: 


i= 4 und in 2 setzen. Indem wir noch zur Abkiirzung 


b+ c¢=b, schreiben, wird die Flachengleichung: 
(20) a(x'+-y") + 2b, xy? + b,(aw —yz)? = 0. 


20) Gilt in dieser Gleichung das obere Zeichen, und ist ue <-—1, 
so sind die vier Pinchpoints auf der Selbstberiithrungsgeraden*) reell. 


*) Fiinftes Modell der Serie. 
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Die Parameter der Pinchpoints sind: +V — a + / a 1. Bezeich- 
net man irgend einen dieser 4 Wurzelwerthe mit 4, , so sind die Erzeugen- 
den durch die Pinch-points oder Dorsallinien die Trager der Punkt- 
reihen: @A,, @, 4), 1, resp. — @A,, 9, — Ag, 1, resp. @, Ay, 1, Ay, 
resp. @, —@4,, 1, —4,. Die vier Dorsallinien liegen also auf dem 
Hyperboloid: xw — yz =, was ja zu erwarten war: 

Nimmt man in (20) das obere Zeichen und ist A > — 1, so sind 


die vier Pinchpoints imagindr. Setzt man endlich in (20) das untere 
Zeichen, so sind zwei Pinchpoints reell und zwei imagindr. 

Im ersten Falle besteht die Regelfliiche aus zwei Theilen und im 
dritten Fall aus einem einzigen Theil. Im zweiten Fall besteht sie 
jedoch entweder aus zwei, sich lings der ganzen Erstreckung der 
singuliiren Geraden beriihrenden Minteln, oder sie ist imaginar, je 
nachdem > < 0 oder + > 0 ist. Man gelangt zu den Gestalten 
dieser Flaichen am besten, wenn man die Doppelgeraden der Fliichen 
in Nr. 9, Nr. 10 und Nr. 11 einander unendlich nahe riicken lisst. 

21) Die Fliche mit Selbstberiihrungsgeraden erhiilt eine Doppel- 
Erzeugende, wenn die Correspondenz sich auf: 

adt + 2b, 4? + b,4* =0 
_ reducirt, also die Flachengleichung in: 
(21) ax' + 2b, 27 y? + b,(aw—ys)y = 0 
iibergeht. 


Ist A <0, so existiren noch zwei reelle Pinchpoints; zugleich 
liegt die Doppelerzeugende reell auf der Fliche, wenn = < 0 ist, sie 
ist dagegen isolirt, wenn 3 > 0 ist. Ist A > 0, so giebt es keine 
reellen Pinchpoints mehr; auch in diesem Falle ist die Doppelerzeugende 
reell, wenn 5h <0, und ésolirt, wenn 3 > 0 ist. 

Die Regelfliiche mit Selbstberiihrungsgeraden und einer Riickkehr- 


Erzeugenden erfordert die zwei-zweideutige Zuordnung: a 4° + d’?= 0; 
ihre Gleichung wird desshalb: 


(22) axsy + (cw—yz)? =0. 
Jede Ebene durch den Punkt z = y = z= 0 schneidet diese Flaiche 


in einer Curve mit Spitze, welche in sich eine gewéhuliche Spitze und 
zwei Doppelpunkte vereinigt. 
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§ 4. 
Die Regelflichen mit einer Doppelcurve 3. Ordnung. 


22) Man denke sich auf einer Raumeurve 3. Ordnung in bekannter 
Weise einen Parameter 4 ausgebreitet und das Coordinatensystem so 
gewahlt, dass: 

ery :2:wm ds: 4?:4:1. 

Die allgemeinste zwei-zweideutige Zuordnung der Curvenpunkte wird 
dann durch eine allgemeine in Bezug auf 4 und w symmetrische und 
quadratische Gleichung dargestellt, Wiahlt man nun drei geeignete 
Punkte der Raumeurve zum Null-, Kinheits- und Unendlichkeitspunkt, 
indem man die gleichen Betrachtungen anstellt wie in Nr. 4, d. h. 
macht man eine geeignete lineare Transformation des Parameters, so 
nimmt die Gleichung der Verwandtschaft wieder die Form: 


yy Aw? + yy (A?) + ay + 2a,,4p = 0 
an. 


Auf der Curve 3. Ordnung giebt es wie friiher vier singuliire 
Punkte, welche sich durch das Verschwinden der Discriminante unserer 
Gleichung bestimmen. Wie friiher sind fiir das obere Zeichen und 
(4 tow mat < 0 alle vier singuliren Punkte reell; fiir das obere 

il 


Zeichen und (ou-t oa! =Sh > 0 sind sie alle vier imaginir, fiir das 
1122 


untere Zeichen endlich sind zwei singuliire Pumkte reell wnd swei 
imagindr. ; 

Die Regelfliche wird erzeugt durch die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte, also durch die Punkte: 

c= + ow, y= V+ ou, s=—A+ou, w=—1+ 8. 
Daraus folgt: 





way — 2(d+n) +y=0 
sau —y(A+u)+2=0, 
oder: 


Aw: A+ uw: 1 = (ae—y’): (cw—yz): (yw—2*) = X: Y: Z, 
was in die Gleichung der Verwandtschaft eingesetzt die Filichen- 
gleichung: 

(23) ay (X?4Z2) + ayy ¥? + 2(a43—ay,) XZ —= 0 
liefert. 

Unter den Punkten der Raumcurve 3. Ordnung giebt es vier sich 
selbst entsprechende Punkte oder Doppelpunkte, welche sich durch die 
Gleichung: 

(24) a, 44 +- 2(a,.-+-a,3)A? + a, = 0 


und: 
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bestimmen; dem entsprechend giebt es vier Tangenten der Raumcurve, 
welche der Regelfliiche angehéren. 

23) Es sind jetzt die vorher aufgeziihlten drei Fille weiter zu 
discutiren. 

Erster Fall. Die vier Pinchpoints der Regelfliche sind alle reell. 
Durch die Pinchpoints A, B, C, D wird die Doppeleurve 3. Ordnung 
in vier Segmente getheilt; zwei Segmente, etwa AB und CD, ver- 
laufen reell auf der Fliiche, die beiden andern sind isolirt. Wir denken 
uns Null- und Unendlichkeitspunkt auf die beiden Segmente AB und 
CD gelegt, d. h. wir nehmen a,, > 0, a. < 0 und also: 


(44; + 422)? — a5 > 9. 
Aus dieser Ungleichung folgt entweder: 
Ay, + Ay SA ay, Oder ay + Gy > + ay. 
Ist: — Gy, > a, + @43, so entsprechen jedem Punkte auf AB wieder 
zwei Punkte dieses Curvensegments, und Gleiches gilt fiir CD; ist 





aber: — Gy, < a, + a3, 80 entsprechen jedem Punkte auf AB zwei 
Punkte auf CD und umgekehrt. Die Richtigkeit des Gesagten erkennt 
man sofort, wenn man die Punkte beachtet, welche dem Punkte 40 
entsprechen. Im ersten Falle giebt es vier reelle Doppelpunkte — 
zwei auf jedem Segmente — und demnach liegen auf der Regelfliiche 

vier reelle Tangenten der Doppelcurve; im letzteren liegen auf der Regel- 
 fliiche keine reellen Tangenten der Rawmcurve. 

Die Regelfliichen mit einer Doppelcurve 3. Ordnung und vier reellen 
Pinch-points zerfallen noch in zwei wesentlich verschiedene Arten. Bei 
der einen Art liegen je zwei correspondirende Punkte auf dem ném- 
lichen Curvensegment, bei der andern Art jedoch auf verschiedenen 
Segmenten. Letztere Fliche bestcht offenbar aus einem einzigen Fliichen- 
theil, der sich liings der Segmente AB und UD durchsetzt; derselbe ent- 
steht, wenn man eine Erzeugeude gleichzeitig an den beiden Curven- 
stiicken AB und CD einmal auf- und abgleiten lisst. 

Erstere Fliche besteht aus reellen und ideellen Doppelsecanten 
der Raumcurve 3. Ordnung; der Uebergang von den einen zu den 
andern wird durch die vier Tangenten der Raumcurve gebildet, welche 
der Regelfliche angehéren. Wihrend die reellen Secanten durch zwei 
correspondirende reelle Parameter 4 und uw bestimmt sind, sind die ideellen 
Secanten durch zwei conjugirt imaginiire Parameter «+78 und a—ip 
gegeben, wobei: 

(25) ayy (a? +82)? + ayy + 2ayg(e?—B%) + 2a (e+?) = 0 — ist. 


Deutet man die a, 6 als rechtwinklige Coordinaten und sind 4,, 


—A, rc und ~ = die Parameter der Doppelpunkte, so stellt diese 
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Gleichung eine Curve 4. Ordnung dar, welche die Axe 6 = 0 in den 


1 1 


Punkten 4,, — 4,, =~, —j- und die Axe a =O in 4 imaginiren 
i i 


Punkten schneidet. Die Curve besteht also aus zwei Ovalen, welche 
symmetrisch zu einander sind in Bezug auf die Axe a = 0, wie die 
hier folgende Figur zeigt. Je zwei Punkte dieser Curve mit gleicher 


e&=0 


| 


al \ F 
ey < J _p-0 
, —hy4 a Xs 


Coordinate « bestimmen eine ideelle Doppelsecante, welche unserer 
Fliche angehdrt. Wir erkeunen aus der Figur sofort, dass die ideellen 
Secanten zwei getrennte Serien bilden; jede Serie bildet den continuir- 


lichen Uebergang von einer Tangente des Curvenstiicks AB zu einer 


Tangente von CD. 

Die Fliiche*) besteht also aus einem einzigen Theile. Von einer 
Erzeugenden ausgehend, welche AB zwei Mal trifft, und auf der Fliche 
stetig fortschreitend gelangt man zu einer Tangente AB, dann zu 
ideellen Secanten und zu einer Tangente an CD, weiter zu reellen 
Doppelsecanten von CD und zur zweiten Tangente an CD, hierauf 


wieder zu ideellen Secanten und zur zweiten Tangente an AB und 
endlich zuriick in die urspriingliche Lage. 

24) Zweiter Fall. Die vier Pinchpoints der Regeljfliiche sind alle 
vier imagindr, Nehmen wir wieder a,, >0, so entsprechen dem 
Punkte 4 = 0 zwei reelle oder zwei imaginire Punkte, je nachdem 
Ay, <0 oder a, >0. Ist a. > 0 und also nach Nr. 22: a,, + dy. > +43, 
so entsprechen jedem reellen Punkte der Raumcurve zwei imaginiire 
Punkte derselben, die Doppelcurve 3. Ordnung ist dann villig isolirt. 
Ist Gy, <0 und also: (a,,-+-4@..)? << a2, so entsprechen den reellen 
Punkten der Doppelcurve wieder reelle Punkte auf ihr, die Doppel- 
curve verliuft also hier ganz reell auf der Fliiche. 

a) Die Doppelcurve ist isolirt, d. h. a.. > 0; die Erzeugenden der 
Regelfliiche kénnen demnach, falls sie tiberhaupt reell sind, nur ideelle 
Secanten der Doppelcurve sein. Die Parameter a + if und « — if 
dieser Secanten miissen der Relation (25) geniigen. Dieselbe stellt 
eine ganz imaginiire Curve 4. Ordnung dar, wenn a,, > dy. — a4, ist; 
ist dagegen a,,; < @. —a,,, so stellt jene Gleichung eine Curve 
4. Ordnung mit zwei Ovalen dar, welche die Axe a = 0 schneiden 


*) Neuntes Modell der Serie. 
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und zur Axe 6 =O symmetrisch liegen. Die zugehdrige Regelfliche 
ist demgemdss entweder ganz imagindr, oder sie besitet einen hyper- 
boloidartigen Theil, der von ideellen Secanten der Doppelcurve ge- 
bildet wird. 

b) Die Doppelcurve verliuft ganz reell auf der Fliche, a. h. a., <0, 
dann geht die Ungleichung: (a,,-+-4@,.)* < a,2 entweder in: 


yy > + (Gy: +Gy2) Oder in: ays < + (4, +429) 

iiber. Tritt das Erstere ein, so sind die Doppelpunkte imaginiir; die 
Regelfliiche besteht nur aus reellen Doppelsecanten der Raumcurve 
3. Ordnung. Sie besitet nur einen einsigen Mantel, der sich lings der 
ganzen Erstreckung der Doppelcurve selbst durchsetat. Erzeugt wird 
diese Fliche durch eine Doppelsecante, welche an der Raumcurve 
3. Ordnung so hingleitet, dass ihre beiden Schnittpunkte dieselbe je 
ein Mal und zwar in gleichem Sinne durchlaufen. 

Hat die Ungleichung: a,, < + (a,,+4,.) statt, dann sind die 
vier Doppelpunkte reell, unter den Erzeugenden der Fliche giebt es 
also vier reelle Tangenten der Doppelcurve. Die Regelfliiche besteht 
aus reellen und ideellen Doppelsecanten der Rawmcurve. Die Para- 
meter der ideellen Secanten a + if und a — i bestimmen sich wieder 
durch die Gleichung (25), welche entweder eine Curve 4. Ordnung 
wie in Nr. 23, oder eine Curve mit zwei ineinander liegenden Ovalen 
_ vorstelli, = denen das eine durch 4, und — A, und das andere durch 


7 und —+ hindurchgeht; eine wesentlich andere Gestaltung der 


Regelflache wird dadurch jedoch nicht bewirkt. 

Ohne mich linger bei dem Detail der Untersuchung aufzuhalten, 
gebe ich die Resultate, zu denen man leicht gelangt. Liisst man einen 
Punkt die Raumeurve 3. Ordnung durchlaufen, so durchlaufen die 
beiden correspondirenden Punkte die Raumcurve in umgekehrter Rich- 
tung, wodurch dann ersichtlich jene vier Doppelpunkte in 4,, — 4,, 
1 1 
i -e 
welche der Regelfliche angehéren, bilden zwei Serien, die von den 


entstehen. Die reellen Doppelsecanten der Raumcurve, 


Tangenten in 4, und — + , Yrespective von den Tangenten in — 4, 
i 


und + begrenzt werden. Auch die ideellen Secanten bilden zwei 
1 


Serien, von denen die eine durch die Tangenten in 4, und a die 
1 


andere von den Tangenten in — A, und —} begrenzt wird. Die 
i 


ganze Fliiche*) besteht aus einem einsigen Flichentheil. Geht man von 
der Tangente in A, aus und lisst man diese Erzeugende stetig sich 


*) Zehntes Modell der Serie. 
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auf der Flache weiterbewegen, so wird dieselbe zuerst zur reellen 
Secante, deren Schnittpunkte die Raumcurve in entgegengesetzter 


Richtung durchlaufen, bis sie zur Tangente in —+t wird. Jetzt wird 
1 


die Erzeugende zur ideellen Secante, um dann in die Tangente des 
Punktes — A, tiberzugehen, abermals wird sie reelle Secante, erreicht 


die Lage der Tangente in eo wird nun nochmals ideelle Secante, 


um schliesslich in die Lage der Tangente in 4, zuriickzukehren. Hier- 
mit ist ein klares Bild dieser Fliche gegeben. 

25) Dritter Fall. Von den Pinchpoints der Regelfliiche sind 
zwei reell und zwei imagindr. Dann gilt in den Gleichungen von 
Nr. 22 das untere (negative) Zeichen; desshalb werden von den Doppel- 
punkten ebenfalls zwei reell und zwei imaginir. Ein Segment der 
Doppelcurve verliuft reell auf der Fliche, es sei mit AB bezeichnet, 
das andere ist isolirt. Die Fliiche besteht aus einem einzigen Theile, 
der von reellen und ideellen Secanten gebildet wird. Geht man von 
einer der beiden Erzeugenden aus, welche die Doppelcurve tangiren, 
so werden bei continuirlicher Bewegung ihre Schnittpunkte auf AB 
sich fortbewegen, ‘bis sie wieder coincidiren und die Erzeugende zur 
zweiten Tangente wird. Hierauf durchliuft die Erzeugende die ideellen 
Secanten und kehrt in ihre urspriingliche Lage zuriick. Der Beweis, 
dass die ideellen Secanten hier nur eine einzige Serie bilden, folgt 
daraus, dass die Curve: 

Ay, (a? + B?)? — ay, + 2a, (a? — B*) 4+ 2a,;(a? +f?) = 0 
nur aus einem einzigen Ovale besteht. 

26) Specialfille der Regelflichen mit Doppelcurve 3. Ordnung er- 
halten wir, wenn zwei Pinchpoints zusammenfallen. Dann wird die 
Gleichung der Verwandtschaft: 

Gy, 4? uw? + dy. (A?-+-w*) + 2a,,44 = 0, 
und demnach die Gleichung der Fliche: 
(26) Gy, X* + Gy, Y? + 2(ay3 — Ay) XZ = 0. 
Existiren ausser dem singuliiren*) Punkte 4 = 0 noch swei reelle Pinch- 


2 2 
points, was durch die Ungleichung hate S > 0 bedingt wird, so 
11 


Age 
sind noch drei Fille zu unterscheiden, niimlich a,, > 0, a. > 0 und 
G3 > Gyo, respective a), > 0, dar > 0, ais << — Gyo, respective a,,>0 
und a. <0. Die erste Flache ist ein Specialfall der Regelfliche mit 
4 reellen Pinchpoints, welche aus nur reellen Secanten besteht, die 


*) Der singuliire Punkt, welcher durch Zusammenriicken zweier Pinch-points 
entsteht, hat die Eigenschaft, dass die Schmiegungsebene in ihm aus der Regel- 
fiche die doppelt zihlende Tangente der Doppelcurve sowie einen Kegelschnitt 
ausschneidet, der jene Tangente im singuliren Punkte beriihrt. 
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man gewinnt, indem man B und C zusammenriicken lisst. Die beiden 
andern Flichen sind Specialfille der Regelfliiche mit 4 reellen Pinch- 
points, welche reelle und ideelle Secanten besitzt, sie entstehen je 
nachdem man bei dieser Fliche die Pinchpoints B und C, oder B 
und A vereinigt. 


Existiren neben dem singuliiren Punkt 4 = 0 keine reellen Pinch- 
2 


2 

points mehr, d. h. ist = < 0, so sind ebenfalls noch drei Még- 
lichkeiten ins Auge zu fassen. Ist erstens a,, > 0 und a,, > 0, so 
verlauft die Doppelcurve ganz isolirt, nur an einer einzigen Stelle be- 
riihrt sie den hyperboloidartigen Flichentheil, den die ideellen Secanten 
bilden, Ist zweitens a,, > 0, dy <0 und a,3 > — ay, so verliuft 
die Doppeleurve ganz reell auf der Fliche. Hier giebt es keine reellen 
sich selbst entsprechenden Punkte, so dass alle Erzeugenden der Regel- 
fliche reelle Secanten sind. Die Fliiche entsteht, indem eine Secante 
so an der Doppelcurve hingleitet, dass ihre Schnittpunkte dieselbe in 
gleichem Sinne durchlaufen, und dass der eine Schnittpunkt bei seiner 
Bewegung den andern an der singuliiren Stelle einbolt, um dann wieder 
hinter ihm zuriickzubleiben, Ist drittens a,, >0, do.<0 und a), < Gyo, 
so liegt die Doppelcurve ebenfalls ganz reell auf der Flaiche; dieselbe 
besteht aus reellen und ideellen Secanten, da es jetzt noch zwei reelle 
sich selbst entsprechende Punkte giebt. Geht man von der Tangente 

im singuliiren Punkte aus und schreitet stetig auf der Fliiche fort, so 
 durehlaufen die Schnittpunkte der Erzeugenden die Doppelcurve in 
‘entgegengesetzter Richtung, bis die Erzeugende die Lage der Tangente 
in einem, sich selbst entsprechenden Punkte annimmt. Nun wird die 
Erzeugende zur ideellen Secante und gelangt fortschreitend in die Lage 
der andern Tangente, um wieder zur reellen Secante zu werden und 
schliesslich in die Ausgangslage zuriickzukehren. 

Es kinnen auch drei Pinchpoints zusammenriicken und einen singu- 
laren Punkt bilden, dann giebt es stets noch einen reellen Pinchpoint 
und einen reellen sich selbst entsprechenden Punkt. Diese Fliiche ent- 
steht, wenn man bei der Regelfliiche mit vier reellen Pinchpoints, 
welche aus reellen und ideellen Secanten gebildet ist, die Punkte 
A, B, C zusammenfallen lisst. Ihre Gleichung ist: 

(27) (X—Y)? —4XZ=—0. 

27) Eine besondere Beachtung verdient der Specialfall, wo zwei 
Mal zwei Pinchpoints coincidiren, wo also die Verwandtschaft die 
Form (7) annimmt. Demzufolge wird die Flichengleichung : 


(28) Y?+ 2aXZ=0. 
Die zwei-zweideutige Verwandtschaft zerfillt hier in die linearen 
Factoren: (A-+-nu) (a oe + “) =(; jeder Factor fir sich bestimmt 
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eine ein-eindeutige Beziehung; beide sind so beschaffen, dass sie die 
Punkte der Raumeurve 3. Ordnung in derselben Weise einander zu- 
ordnen. Man iibersieht unmittelbar folgenden Satz: 

Verbindet man die entsprechenden Punkte sweier projectiver Punkt- 
reihen auf einer Raumeurve 3. Ordnung, so bilden die Verbindungs- 
linien eine Regelfliiche 4. Ordnung, deren Pinchpoints paarweise coin- 
cidiren. Diese Fiche besitet einfach unendlich viele lineare Trans- 
formationen in sich, némlich: x =x, y = oy, 2 =o62, w = w, 
wo man dem 6 alle méglichen Zahlenwerthe beilegen kann, ferner 
besitzt sie noch eine Transformation in sich, némlich: 

gmew, ¥=—s, omy, Ww —-2s. 

Ist  reell, so liegt die Doppelcurve véllig reell auf der .Fliche; 
ist m imaginiir, so verliiuft die Doppeleurve ganz isolirt, nur wird sie 
von dem Mantel der Fliiche an zwei Stellen beriihrt. Geht man von 
der Regelfliiche mit 4 reellen Pinchpoints aus, welche aus reellen und 
ideellen Secanten zusammengesetzt ist, und lisst A mit B und C mit 
D zusammenriicken, so gewinnt man letztere Fliiche, riickt dagegen 
B mit C und D mit A zusammen, so entsteht erstere Fliiche. Endlich 
kénnen die beiden singuliren Punkte noch conjugirt imaginir sein. 
Die zugehérige Fliiche kann dann noch doppelter Art sein, wird sich 
aber von den Flichen mit 4 imaginiiren Pinchpoints und 4 imaginiiren 
sich selbst entsprechenden Punkten gestaltlich nicht unterscheiden. 

Wenn schliesslich alle vier Pinchpoints coincidiren, so dass die 
Verwandtschaft die Form 8).annimmt, dann wird die Gleichung der 
Regelfliche: 

(29) X*?+ Y?+4XZ=—0. 

Die Fliche enthilt die Doppelcurve entweder ganz reell, oder dieselbe 
verliiuft ganz isolirt, je nachdem das uniere oder obere Zeichen gilt. 
Eine solche Fliche wird gebildet von den Verbindungslinien entsprechen- 
der Punkte gweier projectiver Punktreihen einer Raumcurve 3. Ordnung, 
welche sich in parabolischer Lage befinden. 

Nimmt man endlich zwei identische Punktreihen auf der Raum- 
curve 3. Ordnung, so erhilt man die abwickelbare Fliche derselben. 
Aus 4—w=0 folgt (A—p)? = 0, oder (A+u)? —4A4u=—0, und 
also als Gleichung der Regelfliche: 

(30) Y?—4XZ=0. 
Auch hier hat man wieder unendlich viele lineare Transformationen 
der Fliche in sich. 
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§ 5. 
Die Regelflichen mit einem Doppelkegelschnitt und einer Doppelgeraden. 


28) Man wird eine Parametervertheilung auf der Doppelgeraden 
und dem Doppelkegelschnitt am zweckmiissigsten so vornehmen, dass 
man dem Punkte, welcher beiden Gebilden gemeinsam ist, beide Mal 
den Parameter Null zuertheilt. Die zwei-zweideutige Verwandtschaft 
zwischen den Punkten 4 der Doppelgeraden und den Punkten w des 
Doppelkegelschnitts muss so beschaffen sein, dass dem Parameter 40 
die Parameter 470 und dem Parameter uO die Parameter 4? —( 
zugehéren. Mit andern Worten: von den 4 singuliren Punkten der 
beiden Punktreihen miissen je zwei in den Punkt 4 = wu = 0 fallen, 
und demnach wird unsere Correspondenz durch die Gleichung: 

(5) Ay, A? ? + a2 (uw? +4?) + 2adu = 0 
dargestellt. 

Um die Gleichung der zugehérigen Regelfliche zu erhalten, muss 
man noch das Coordinatentetraeder festlegen. Die Ebene des Doppel- 
kegelschnitts sei = 0, die Ebene ¢ = 0 gehe durch die Doppelgerade 
und beriihre den Kegelschnitt, die Ebene w — 0 gehe ebenfalls durch 
die Doppelgerade und den Punkt #—oo, endlich soll die Ebene y—0 
durch die Punkte 2 = co und ¢ = oo hindurchgehen und den Kegel- 
_ schnitt beriihren. Bei geeigneter Wahl des Einheitspunktes wird dann 

die Gleichung des Doppelkegelschnitts: yz — w? — 0. Die Punkte der 
Doppelgeraden haben die Coordinaten: 2, 1, 0, 0 und diejenigen des 
Doppelkegelschnitts die Coordinaten: 0, 1, wu’, w; folglich stellt: 

=i, y=l+oe, =’, w—u 

einen beliebigen Punkt der Regelfliche dar, wenn 4, w der Gleichung 
(5) geniigen. Setzen wir demnach p = = und 4 = sw in diese 
Gleichung ein, so erscheint als Gleichung der Regelfliiche: 
(31) ay, 2? 2? + ay» {(ys —w*)? + a? w*) + 2a,,00(ys—w?) = 0. 

29) Es sind nun hier vier Fille zu unterscheiden. rstens die 
Pinchpoints auf beiden Doppelgebilden sind reell, dann gilt das obere 


ae 
Zeichen in (5) und es ist ae > 0. Doppelgerade und Doppel- 
11 


kegelschnitt bestehen aus je zwei Segmenten, von denen jedes Mal 
das eine reell und das andere isolirt verléuft. Ist a,,>0 und a,,<0, 
so sind die beiden Segmente, auf welchen der singulire Punkt 
A=p=0 liegt, isolirt, ist dagegen a,, > 0 und a,, > 0, so liegen 
diese Segmente reell auf der Fliche.*) 


*) Achtes Modell der Serie. 





Ueber Regelfliichen 4. Ordnung. 307 


Zweitens die Pinchpoints auf beiden Doppelgebilden sind imagindr, 


=e 
dann gilt wiederum in (5) das obere Zeichen und <a it 


O41 M2 
a;, > 0 und a,, < 0, so liegen Doppelgerade und Doppelkegelschnitt 
villig reell auf der Fliche, ist dagegen a,, > 0 und a,, > 0, so ist 
die Fliiche mit Ausnahme der Doppelgebilde ganz imagindr. 

Dritiens die Pinchpoints der Doppelgeraden sind reell, die des 
Doppelkegelschnitis sind imagindér. Jetzt gilt in (5) das untere Zeichen 
und es ist a,, > 0, a. <0. Der Doppelkegelschnitt liegt ganz reell 
auf der Fliche, ebenso das Segment der Doppelgeraden, welches den 
singuliren Punkt 4 = «=O triagt. Viertens die Pinchpoints der 
Doppelgeraden sind imaginir, die des Doppelkegelschnittes sind reell. 
Dann gilt wieder das untere Zeichen in (5) und es ist a,, >0, a,.>0. 
Die Doppelgerade liegt véllig reell auf der Fliche, ebenso das Segment 
des Doppelkegelschnitts, welches den singuliren Punkt 4 = wp = 0 
triigt. Wie die Bewegung einer Erzeugenden auszufiihren ist, damit 
die aufgezihlten Flichen entstehen, ist leicht anzugeben und kann 
hier tibergangen werden. 

30) Der einzige Specialfall, welcher hier existirt, ist der, dass je 
ein Pinchpoint der Doppelgeraden und des Doppelkegelschnitts in den 
singuliren Punkt 4 =u =—0 hereinriickt, das heisst, dass die Ver- 
wandtschaft die Form (7) annimmt. Die zugehdrige Regelfliiche erhiilt 
somit die Gleichung: 

(32) a2? — 2xe(aw+ys—w’) + (cw—ys+u’)? = 0. 


Diese Fliche beriihrt die Ebene z=0 — abgesehen von der 
Doppelgeraden — liings der Geraden «+ w=—0, Jede Ebene durch 
den singuliren Punkt schneidet aus der Fliiche eine Curve mit Spitze 
aus, welche durch Vereinigung einer gewdhnlichen Spitze mit einem 
Doppelpunkt entstanden ist. 


§ 6. 
Die Regelflichen mit einer dreifachen Geraden. 


31) Bei der Aufzihlung dieser Regelflichen, welche sich bereits 
volistiindig in meiner in der Einleitung citirten Abhandlung vorfinden, 
kann ich mich ganz kurz fassen und verweise beziiglich der Details 
auf jene Abhandlung. Hier giebt es keine zwei-zweideutige Zuordnung 
mehr, welche zum Ausgangspunkt der Betrachtung genommen werden 
kénnte, vielmehr legen wir hier die Gleichung: 


Us + 20; + u, = 0 
zu Grunde, wo w, und v, homogen vom 3. Grade und u, homogen 
vom 4. Grade in Bezug auf zy ist. Es giebt dann im Allgemeinen 








: 
| 
| 
; 
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in jedem Punkte der dreifachen Geraden drei von einander verschiedene 
Tangentialebenen, nur vier Punkte machen eine Ausnahme, indem in 
ihnen zwei Tangentialebenen coincidiren; wir bezeichnen dieselben 
wieder als Pinchpoints. Von diesen Pinchpoints kénnen 4 reell, oder 
4 imaginiir, oder 2 reell und 2 imaginir sein, Im ersten Fall zerfiillt 
die dreifache Gerade in 4 Segmente, durch zwei derselben gehen drei 
durch die beiden iibrigen nur ein Mantel der Fliiche*); im dritten Falle 
besteht die dreifache Gerade aus 2 Segmenten, im einen durchsetzen 
sich 3, durch den andern geht nur ein Mantel der Fliche. Im zweiten 
Falle endlich giebt es durch die dreifache Gerade liings ihrer ganzen 
Erstreckung entweder einen oder drei Miintel der Fliche. Speciell kénnen 
von den Pinchpoints zwei, oder auch zwei Mal zwei zusammenriicken. 

32) Haben u, und v, einen gemeinsamen linearen Factor, so ist 
von den drei Tangentialebenen in den Punkten der dreifachen Geraden 
eine constant**) und nur zwei bleiben beweglich. Zugleich riicken zwei 
Pinchpoints zu einem héheren singuliéren Punkt zusammen und es 
bleiben nur noch zwei gewéhnliche reelle oder imaginiire Pinchpoints 
iibrig. Speciell kann noch einer dieser Pinch-points in den singuliiren 
Punkt hineinriicken. 

Stimmen zwei lineare Factoren von u, und v, tiberein, so sind von 
den Tangentialebenen in den Punkten der dreifachen Geraden zwei 
constant und es treten auf derselben zwei hoéhere singuliire Punkte 
auf, Speciell kénnen die constanten Tangentialebenen zusammenfallen 
und eine Riickkehrkante bilden, dann tritt Gleiches fiir die singuliiren 
Punkte ein. Letztere Fliiche bildet den Uebergang von den Flichen 
mit zwei constanten und reellen Tangentialebenen lings der dreifachen 
Geraden zu den Fliichen, bei welchen dieselben imaginiir sind. 


Dresden, den 25, Juli 1886. 


*) Sechstes Modell der Serie. 
**) Siebentes Modell der Serie. 








































Zur Theorie der elliptischen Functionen. 
Von 


Geora Pick in Prag. 


Wenn ein elliptisches Integral erster Gattung in irgenwelcher 
Form gegeben ist: so hat man es immer als eine fundamentale 
Forderung fiir jede weitere Rechnung anzusehen, die elementaren 
elliptischen Functionen, wenn das Argument derselben durch das ge- 
gebene Integral ersetzt wird, als explicite Ausdriicke in den Grenzen 
und Constanten des Integrals darzustellen. Formeln, welche dieses 
wenigstens zum Theil leisten, sind seit lingerer Zeit bekannt fiir die 
Form des elliptischen Differentials 

_ ae 

Via)’ 
worin f(x) ein Polynom vierten (oder dritten) Grades in 2 bedeutet; 
und zwar aus den Untersuchungen von Hrn. Weierstrass*) und von 
Hrn. Scheibner™). Allein erst von Hrn. Klein***) ist dieses 
Formelsystem vervollstindigt, und, was wichtiger ist, den Ausdriicken 
eine Schreibweise ertheilt worden, welche ihr wahres Bildungsgesetz 
aufdeckt, und so den Fortgang zu verwandten héheren Problemen er- 
moglicht. Es ist dies diejenige Schreibweise, welche den Charakter 
der verwendeten Ausdriicke als Covarianten einer biniren Grundform 
4'en Grades (des homogen gemachten Polynoms /(x)) zum Ausdruck 
bringt. 

Wenn man nun die in Rede stehende Aufgabe fiir irgend eine 
andere Darstellungsform des elliptischen Gebildes zu lésen unternimmt, 
so wird man von vornherein eine invariantentheoretische Darstellung 
anstreben. Denn abgesehen von der erwihnten principiellen Wich- 
tigkeit einer solechen Darstellung, bietet sie noch den Vortheil, dass 


**) In Bd, 12 d. Abhandl. d. math. phys, Classe der k. siichs. Ges. d. W.: 
»Zur Theorie der Reduction elliptischer Integrale in reeller Form.“ 
***) Ueber hyperelliptische Sigmafunctionen, Math, Ann,, XXVII (§ 11). 
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die Giiltigkeit der erhaltenen Formeln vollstindig durch Uebergang 
zu einer passend gewiihlten Normalform erwiesen werden kann. Dies 
ist von Bedeutung in Fallen, wo die gewiinschten Formeln zunichst 
nur hypothetisch aufgestellt werden kénnen; was gerade in den fol- 
genden Entwickelungen zur Geltung kommen wird. Dass iibrigens 
die invariante Darstellung stets méglich sein muss, ist klar: die ellip- 
tischen Functionen des Integrals erster Gattung sind ihrem Begriffe 
nach Covarianten des eiliptischen Gebildes. 

Die allgemeine so charakterisirte Aufgabe soll hier gelést werden 
unter der Voraussetzung, dass das elliptische Gebilde in Form einer 
allgemeinen ebenen Curve dritter Ordnung vorgelegt ist*). Wir werden 
zwei Reihen von Formeln finden entsprechend zwei verschiedenen An- 
nahmen fiir das Argument der elliptischen Functionen. Die erste 
Reihe stellt das genaue Analogon der Klein’schen Formeln des 
biniren Gebietes vor; die zweite ist hauptsiichlich um deswillen inte- 
ressant, weil in ihr als ganz specieller Fall jenes Gleichungssystem 
enthalten ist, welches Hermite und Brioschi*) fiir die Transfor- 
mation einer Curve dritter Ordnung auf die sogenannte Weierstrass’ - 
sche Normalform angegeben haben. 

Hinsichtlich der Schreibweise, welche im Folgenden verwendet 
wird, muss noch folgendes bemerkt werden. Es ist von vorneherein 
klar, dass fiir die Durchfiihrung der zu den vorliegenden Zwecken 
erforderlichen Rechnungen die Aronhold-Clebsch’sche (oder eine 
gleichwerthige) Symbolik von wesentlichem Vortheil sein muss. Wenn 
also diese hier durchaus festgehalten wird, so ist doch im Interesse 
der Symmetrie in den Endformeln eine kleine Abweichung beliebt 
worden, niaimlich von der Verwendung verschiedener (gleichwerthiger) 
Zeichen fiir ein und dasselbe Symbol Umgang genommen worden. 
Da zusammengehérige Symbole in jenen Formeln nie riiumlich ge- 
trennt erscheinen (also auch verschiedene Symbole nie in Wechsel- 
beziehung treten), so war diese Abweichung ganz unbedenklich. 


§ 1. 
Erster Ansatz. 


Es sei 
(1) a,* = 
die Gleichung einer ebenen Curve dritter Ordnung ohne Doppelpunkt; 
«x und y (ausfiihrlicher z,, 7, x, und y,, Y, Y,) seien variable Punkte 
derselben, & ein beliebiger Punkt der Ebene. Unter dieser Voraus- 
setzung werde das Integral erster Gattung 


*) Vergl. Sitzungsberichte der Wiener Akademie vom Juni 1886. 
**) Crelle’s Journal Bd, 63, pag. 30. 
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zx 


(2) om ra 


2 
a, ae 


lings der Curve erstreckt, und als Argument in die elliptischen Trans- 
cendenten 
pu, pu, ou 
eingesetzt. Unsere Aufgabe soll sein, diese drei Gréssen durch 2, y 
und die Constanten der Curve in covarianter Form auszudriicken. 
Wir beschranken uns zuniichst auf gu und g’u, welche von x und y 
rational abhingen. 
Unter der Voraussetzung eines unendlich kleinen u, ist bekanntlich 
in erster Annaherung 
1 , 2 
PU = a "eer 
Wenn wir nun y und @ einander sehr nahe riicken lassen, so 
wird in der That « unendlich klein und zwar 
an — 29) 


a, a,” 
nach (2). Also ergiebt sich unter solcher Annahme 
a,a,°)? F 2(a,a,?)8 
pu ee ee 

Hieraus entnehmen wir folgende Directiven fiir die Aufstellung 
jener beiden Ausdriicke: 

gu und gv kénnen als Quotienten mit den Nennern (kxy) resp. 
(kay)® angesetzt werden. Die Zahler sind bezw. homogen vom zweiten 
und vom dritten Grade in den Coefficienten der Grundcurve und jeder 
der Coordinatenreihen k, x, y, und reduciren sich fiir y= auf 

(a,a,”)? resp. 2(a,a,*)°. 
Die gesammten Ausdriicke kénnen selbstverstindlich den Hilfspunkt k 
nur scheinbar enthalten. 

Ausserdem folgt noch aus dem bekannten Verhalten von gu und 
g’u bei Umkehrung des Vorzeichens von wu, dass beide Zihler in 2 
und y symmetrisch gebildet sein miissen. Diese Bestimmung ist indess 
schon in den vorigen implicite enthalten, wie der Erfolg unserer Ent- 
wickelungen zeigen wird. 

Wir versuchen nun die fraglichen Zihler unter der Hypothese zu 
bestimmen, dass sie ganze Functionen der Coefficienten von a,° sind. 
Gelingt die Durchfiihrung, so ist nachtriiglich die Richtigkeit der ge- 
fundenen Formeln erst noch strenge zu beweisen. 
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§ 2. 
Formeln fiir gw und 9’u. 


Um den Zihler Z von gu aufzustellen, haben wir nach dem 
Gesagten zuerst den allgemeinsten ganzen covarianten Ausdruck zu 
ermitteln, welcher vom zweiten Grade in den Coefficienten von a,°* 
und jeder der Coordinatenreihen k, z, y ist. Die unbestimmten 
numerischen Constanten, welche in denselben eingehen, werden wir 
dann so zu bestimmen haben, dass der Ausdruck fiir y= in das 
Quadrat von aa,” tibergeht, und dass er, durch (kxy)* dividirt, von 
den & unabhingig wird. 

Nun kann man bekanntlich jede ganze Covariante, deren Gesammt- 
grad in den Variablen mit dem Gesammtgrade in den Symbolen der 
Grundform iibereinstimmt, als ein Aggregat von Termen anschreiben, 
deren jeder ein Product aus Polaren der Grundform ist. In unserem 
Falle werden immer je zwei Polaren mit einander multiplicirt ein Glied 
des Ausdrucks bilden, weil zwei der Grad in den Coefficienten von a,° 
sein soll. Vertheilen wir nun die Coordinatenreihen in allen méglichen 
Weisen auf zwei Polaren, so ergiebt sich folgende Tabelle von iiber- 
haupt moéglichen Termen: 


. . 2 
(@xQzQy)?; Gey? + Apdy?s AM, + AeAy*; ay? Ay * Ay az”. 


- Diese multipliciren wir der Reihe nach mit den unbestimmten Coeffi- 
cienten M, N, P, Q@ und addiren. 
Fiir y= verwandelt sich der so erhaltene Ausdruck in 


(M + N) (a a,”)’, 
so dass wir als eine erste Bedingung 
(3) M+N=1 
zu verzeichnen haben. 
Oe a 
(kay)? 
Grund folgender Ueberlegung. Der Nenner (kxy)? stellt, gleich Null 
geseizt, die doppelt gezaihlte Verbindungslinie von x und y dar, falls 
k als variabler Punkt aufgefasst wird. Z— 0 hingegen ist unter dieser 
Auffassung die Gleichung eines Kegelschnitts. Soll nun die gefor- 
derte Unabhingigkeit stattfinden, so muss dieser Kegelschnitt in die 
doppelt geziihlte Gerade zy iibergehen. Wir erreichen dies, indem 
wir demselben sowohl bei k — x als bei k — y je einen Doppelpunkt 
ertheilen; wir setzen also in Z fiir k einmal «-+ Ak, dann y + Ak, 
und lassen beidemal die Glieder 0'', sowie 1'** Dimension in 4 sich 
wegheben. Dies giebt folgende Gleichungen fiir die Coefficienten 
I, N, P, @: 


von den k unabhiingig zu machen, verfahren wir auf 








(ID 
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M+ Q=0, M+ P =0, 
N+2P=0, N+2Q =0, 
2M+2Q=0, 2M+4+2P—0. 


Hieraus und aus der friiher erhaltenen Gleichung (3) ergeben sich die 
Werthe der unbestimmten Coefficienten in eindeutiger Weise, wie folgt: 


1 2 1 1 
U=-—, N=>5; P=—-, @=—Fz: 


Somit erhalten wir die hypothetische Formel: 


(I) 2 == (442%) + 74S ‘4a — ata, i a, ay? — aa, “aya,” 
, 3(kay)* 


In ahnlicher Weise beziiglich g’u verfahrend, gelangen wir zu 
der Formel 


2 . . tgat¢g. 2.42a —a,2a.- 2.q@2 —a,3-a2a- 2 
(Il) g’'u= 2a,4,4, OG y' 4, Ay — 4A, A, 4,*- aa, — OG, -,4,°-,* a, — a, 4,*0, a, a, : 
' (kay)* 





§ 3. 
Darstellung von ow. 


Die erforderliche Verification der eben gefundenen Formeln soll 
im nichsten Paragraphen nachgetragen werden. Fiir jetzt nehmen 
wir sie als richtig an, und griinden auf sie die Darstellung von ow. 
Den Ausgangspunkt*) bildet dabei folgende Formel: 


—Sfe@Wapay 
1 ww 


ifn ee _ 
(4) oo - p(o—w)— p+) © . 
deren Richtigkeit leicht eingesehen wird durch Auswerthung des 
Doppelintegrals auf Grund der bekannten Identitit**) 


#loge(p+¥) 
— p(p + ¥) 


und nachherige Benutzung der Relation ***) 


-o(2 
p(v + w) — p(v—w) = — aes; CS 
*) Vgl. F. Klein, a. a, O. 

**) §. ,,Formeln und Lehrsitze zum Gebrauche der elliptischen Functionen.“ 
Nach Vorlesungen und Aufzeichnungen des Hrn. K. Weierstrass bearb. u. 
herausg. v. H. A. Schwarz § 9 (1). 

***) Ebend. § 11 (1). 
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Wir werden nun das Integral 
WS (faiee 
a, ae 
y 


als Differenz zweier anderer v und w auffassen, indem wir einen be- 
liebigen Hiilfspunkt 2° auf der Curve annehmen und setzen 





“eeas) «= Fkeaw _ 


2 ? 2 
a, ay a, ae 


Es handelt sich jetzt darum neben g(v — w), das wir kennen, 
auch noch g(v + w) zu bilden. Um zu diesem Zwecke die Forme! (1) 
des vorigen Paragraphen verwenden zu kénnen, muss (v + w) in die 
Form eines einzigen Integrals gebracht werden. Diess leistet das 
Abel’sche Theorem, Bezeichnen wir mit ¢ den Tangentialpunkt von 
2°, mit 2 den dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie von y und z 
mit der Curve, so sind die Punkte y, x’ dem doppelt geziihlten Punkte 
2° corresidual, und es ist daher 


y J 
fata 4 [one =°- 
5 os a, ae” 
ry - 


vbw (-atae. 


Also wird 





2 
a), Gy 


Wendet man nun Formel (1) des vorigen Paragraphen zur Her- 
stellung von g(v-+w) an, so empfiehlt es sich, den willkiirlichen 
Punkt & derselben mit z zusammenfallen zu lassen. Man erhiilt so 
zunachst 


f 2 9 2 2 2 . 2 2 2 
(4,4, a,) +24, 4,?-a,4,*—a%a,-4,4,*—a,a,-a,a, 
(0-4 09) ae Sateen 8 “cs 


8ea2 = ~— . 





und es bleibt nun noch, « durch y und ¢ zu ersetzen. Dies geschieht 
leicht, indem man die Coordinaten von z linear aus denen von y und z 
zusammensetzt : 
t= 4a; — BY, 
und A: uw aus 
az = 0 
entnimmt: 
A: = 4,0," : a," dy. 


Die Ausfiihrung der Rechnung ergiebt: 


. 2. 2ata. 2 ata. 2 
(4,4, %y) @,4,?-a,a,?—aZa,-a,4,?—a?a,-a,a, 





(5) gv w)= 


3(eay)? 
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Indem wir nun auch in g(v — w) (= gu) den willkiirlichen Punkt 
k mit 2 coincidiren lassen, ergiebt sich: 


penne. ee 
p(v—w)—p(v-+w)  a,a,?-a, 





a, : 

Um das in (4) vorkommende Doppelintegral umzugestalten, fiihren 
wir an Stelle von und w zwei neue Integrationsvariable, die Punkte 
€ und €’ der Curve, vermdge der Relationen ein: 


f Ne 
(kedg) _ “Weer. 
/ a, ay? mel | ay: a.? = yw. 


Es wird auf solche Weise: 


2 
a, a» 


_ (e'ds’) 

dy= a. a? ? 

und die Integratiousgrenzen verwandeln sich augenscheinlich in 2, y 
(fiir v, w). Indem wir g(p + yw) aus Formel (5) entnehmen, ergiebt 
sich der gewiinschte Ausdruck fiir das Doppelintegral, und mit Riick- 
sicht auf (4) wird endlich 


—_ (ey 5-9) 
(ILI) . ou = a,a,?-a,a,? e— Wey), 
wobei 
Zz z 
"(keds (k'g'dg’) 
(ad IIl) Qe,.n— ff a, ay? ; Oy Ae? ~< 
yy 


(4.4%)? — 4, 9%? 4,0" — Pigg? —O,8p eet 


—. 





Formel (III) enthalt ausser den giinzlich willkiirlichen Punkten 
k und kK noch den auf der Curve gelegenen Hiilfspunkt 2, welcher, 
als Tangentialpunkt des beliebigen und in der Formel nicht mehr 
vorkommenden Punktes 2° der Curve, selbst auf dieser ganz will- 
kiirlich angenommen werden darf. Der Ausdruck fiir ou ist in Wahr- 
heit ebensowol von & und k’, wie von ¢ unabhingig. 

Man wird leicht erkennen, dass die Entwickelungen dieses Para- 
graphen im Grunde genommen auf der Projection der Curve aus einem 
beliebigen ihrer Punkte (z) in das biniire Gebiet (die bekannte doppelt- 
tiberdeckte Gerade resp. complexe Ebene mit vier Verzweigungspunkten) 
beruhen. 
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§ 4. 
Verification der Formeln fiir gu und g’u. 


Die Formeln (I) und (II) des § 2 besitzen, wie zum Theil schon 
angedeutet, zwei Eigenschaften, welche es erméglichen, ihre Rich- 
tigkeit miihelos sicherzustellen. Die eine besteht in der Invarianz bei 
linearen Transformationen; die andere in der ganzlichen Unabhingig- 
keit der Ausdriicke von dem Hiilfspunkt &. Wir werden also im 
Folgenden einerseits als Grundcurve eine geeignete Normalform wihlen, 
welche nur, wie man zu sagen pflegt, projectivisch allgemein sein 
muss; andererseits den Punkt & in beliebiger zweckentsprechender 
Weise specialisiren. Erweisen sich die Formeln unter solchen speciellen 
Voraussetzungen richtig, so sind sie es allgemein. 

Als Normalform der Curve dient in unserem Falle am Besten die 
sogenannte ,, Weierstrass’ sche“; und zwar setzen wir dementsprechend 


(6) a, = ; (42,° — g,%,%,? — ggx,° — X, x5") = 0. 
Ferner wahlen wir fiir k einen Punkt der Curve selbst, und zwar 
k=0, =0, k=l. 


Nun kénnen wir die variablen Grenzen x, y des Integrals u in 
der Gestalt 


“=v, ~m®=1, a=—P_v, * 

¥ =v, y=1, Y; = 9 w 
annehmen, wodurch ja bei variablen v, w in der That zwei will- 
kiirliche Punkte der Curve (6) ausgedriickt sind. Zuniichst wird dann 

u=v0— Ww; 

die Formeln (1) und (2) verwandeln sich daher in Ausdriicke fiir 
g(v—w) und g’(v—w) durch gv, g'v, gw, gw, Es wire iiber- 
fliissig die ganz elementare Rechnung hier wirklich durchzufiihren. 
Das Resultat ist, dass die Formeln vollstiindig mit den bekannten 
Additionstheoremen der Functionen gu und g’u*) iibereinstimmen. 
Hierdurch ist nach dem Gesagten die Richtigkeit der Formeln fir gu 
und g’w und also auch der fiir ow strenge erwiesen, 


§ 5. 
Anwendungen. 


Die in den vorigen Paragraphen aufgestellten Ausdriicke der ele- 
mentaren elliptischen Transcendenten (I), (II), (IIL) sind die Grund- 


*) S. ,,Formeln und Lebrsiitze etc.“ § 12, (4) und (11). 
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formeln fiir die Anwendung der Theorie in Fallen, wo eine Curve 
dritter Ordnung als Grundgebilde vorliegt. Die allgemeinste Form 
nimlich, unter welcher das Argument wu sich einstellen kann, ist die 
einer Summe von Inutegralen erster Gattung. Eine solche aber wird 
durch das Abel’sche Theorem jederzeit zu einem einzigen Integral zu- 
sammengefasst werden kénnen, worauf die entwickelten Formeln un- 
mittelbar verwendbar werden. 

Es ist indess nicht ohne Interesse jene Formeln direct ftir Argu- 
mente der erwahnten complicirteren Art umzugestalten , und wenigstens 
der niedrigste Fall soll hier noch zur Sprache gelangen, derjenige, 
wo das Argument u 


) -( J+ J +/) SHED ey 


ist, unter xz, y, 2 willkirliche, unter a, 6, y Punkte auf einer Geraden 
verstanden, welche simmtlich der Curve angehéren. Welches die 
Gerade aBy ist, ist fiir den Werth von « in Folge des Abel’schen 
Theorems gleichgiiltig. Insbesondere kann man dieselbe also durch 
zwei der Punkte x, y, 2 selbst hindurchlegen. Bezeichnen wir den 


dritten Schnittpunkt von yz mit der Curve durch 2’, den von 2x 


mit y’, den von zy mit 2’, so ergiebt sich hiernach folgende Reihe 
von Darstellungen der Grésse u durch ein einziges Integral: 


(7a) v= “(kedg) — ee = fae 


2 2 2 
a, Gy ars ae a, ay 


Wenn wir nun etwa auf die erste dieser Darstellungen die Formeln 
fiir gw und gw zur Anwendung bringen wollen, so erkennen wir, 
dass die Aufgabe fiir gw schon in § 3 gelést ist, und zwar durch 
die Formel (5), welche wir hier in vollkommen symmetrischer Schreib- 
weise wiederholen: 


— 2. Wea 2. 2_@ 2. 2 
a: (@ a,a,) 4,4," 4,4,’ —4,a?-a,a,*—@,4,*-a,a, 


ssi sey? 


In ahnlicher Weise geht durch Anwendung der Formel (II) auf 
unseren Fall, wenn man wieder 2 in bekannter Weise durch seinen 
linearen Ausdruck in y, ¢ ersetzt, folgende Formel fiir g’w hervor: 
a,?a,-a,?a,-a,*a,—a,a,"-a,a,*-a,a,* 


(iL’) gus — bi aya 





*) In leicht verstindlicher Abkiirzungeweise. 
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Beide gefundenen Ausdriicke zeigen die zu erwartende Symmetrie 
in «, y, & Nicht das Gleiche ist der Fall, wenn man nun auch fiir 
ou auf Grund von (III) einen Ausdruck herstellt, Es ist nicht méglich 
die Constructionspunkte x (resp. y’, 2) ganz aus demselben zu ent- 
fernen, weil sie in den Grenzen des Doppelintegrals als nothwendig 
auftreten. Aus diesem Grunde iibergehen wir hier die explicite Auf- 
stellung der Formel*). 


Neuberg in Steiermark, im August 1886. 


*) Es sei gestattet hier noch folgende Bemerkungen hinzuzufiigen. Den 
Formeln des § 2 entsprechen andere, als Umkehrung derselben. Setzt man 
niimlich die eine Grenze des Integrals (etwa a) als bekannt voraus und ferner 
gu und g’w, so ist die andere (y) dadurch bestimmt. Man findet Ausdriicke fir 
die Coordinaten von y bei Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie, 
8. 653, Gl. (75). 

Die Formeln des letzten Paragraphen sind es, welche beim Uebergange zur 
Grenze x=y=2z in die oben erwihnten Ausdriicke von Hermite-Brioschi 
sich verwandeln miissen. Denn man lasse dann a, B, y mit einem der Wende- 
punkte der Curve zusammenfallen, so lautet das Argument der Functionen 


3 f Gest) 
a, Ae 


- welches in der That den Hermite-Brioschi’schen Formeln zu Grunde liegt, 




















Ueber Gruppen von Bewegungen. 
(Erste Abhandlung). 
Von 


A. Scutnruies in Gittingen. 


Die aus Bewegungen gebildeten Gruppen sind zuerst von Herrn 
Camille Jordan*) ausfiihrlich untersucht worden. 

Derartige Gruppen besitzen ausser dem mathematischen Interesse, 
welches ihnen innewohnt, grosse Wichtigkeit fiir die Theorie der 
Krystallstructur. Die Aufgabe, alle theoretisch méglichen Krystall- 
formen zu finden, fiihrt auf Bewegungsgruppen. Bravais**) war der 
erste, welcher systematische Untersuchungen auf mathematischer Basis 
hieriiber anstellte; in neuster Zeit hat Herr Sohncke in seinem Buch 
»,Hntwicklung einer Theorie der Krystallstructur“ eine vollstindige 
Zusammenstellung derselben gegeben ***). 

Wie Herr Sohncke zuerst bemerkt hat, weist die Jordan’sche Ab- 
handlung einige Liicken auf. Diese Liicken sind in dem eben ge- 
nannten Buche ausgefiillt worden}). Da jedoch bei Herrn Sohncke die 
gruppentheoretische Seite des Problems mehr in den Hintergrund tritt, 
so soll im Folgenden die Untersuchung der aus Bewegungen gebildeten 
Gruppen nochmals aufgenommen werden. Ich gewinne die allgemeinen 
Bewegungsgruppen durch Zusammensetzung von Gruppen einfacher 
Art. Die Methoden glaube ich so gewihlt zu haben, dass sie jede 
Gruppe, und jede nur einmal liefern;}). 


*) Mémoire sur les groupes de mouvements. Annali di mat. Serie II, Bd. 2, 
pg: 167 und 322. 

**) Mémoire sur les systémes formés par des points etc, Journ. de l’école 
polyt. Heft 33, pg. 1. 

***) Beziiglich der iibrigen Literatur, soweit sie die krystallographische Seite 
der Frage betrifft, verweise ich auf die historische Einleituug des oben genannten 
Sohncke’schen Buches. 

t) Vgl. z. B. pg. 26 und pg. 131. 
++) Bei Herrn Sohncke tritt eine Gruppe doppelt auf; vgl. spiter § 4, 13. 
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§ 1. 
Eintheilung der Gruppen. — Bezeichnungen und Definitionen. 


1. Die Gesamintheit aller Bewegungsgruppen zerfallt in drei Classen. 
Die erste Classe enthilt diejenigen Gruppen, welche nur aus Trans- 
lationen bestehen. Die Gruppen der zweiten Classe bestehen aus Rota- 
tionen, deren Axen sich simmtlich in einem Punkte schneiden. Alle 
iibrigen Gruppen gehéren zur dritten Classe. Diese drei Arten von 
Gruppen sollen resp. Translationsgruppen, Rotationsgruppen und all- 
gemeine Bewegungsgruppen genannt werden. 

Von diesen Gruppen verdienen diejenigen ein besonderes Interesse, 
bei welchen aus den erzeugenden Bewegungen nicht beliebig kleine 
Ortsveriinderungen abgeleitet werden kénnen. Im Folgenden wird nur 
von derartigen Gruppen die Rede sein. 

2. Ueber die Translationsgruppen dieser Art*) bemerke ich Fol- 
gendes. Denkt man sich durch einen Punkt O des Raumes Strecken 
gezogen, parallel zu simmtlichen Translationen der Gruppe, so kénnen 
drei Fille eintreten; die Endpunkte dieser Strecken liegen nimlich ent- 
weder in einer Geraden, oder in einer Ebene, oder sie erfiillen den 
ganzen Raum. 

Im ersten Fall soll die Gruppe eine lineare Translationsgruppe 
heissen, Jede Translation der Gruppe ist ein ganzes Vielfaches einer 
_ primitiven Translation t. 

Im zweiten Fall heisse die Gruppe eine ebene T'ranslationsgruppe. 
Es giebt Systeme von zwei primitiven Translationen t und t,, die so 
definirt sind, dass keine Translation ganz innerhalb des von t und 1, 
gebildeten Dreiecks fallt, Das von t und 1, gebildete Parallelogramm 
moige primitives Parallelogramm heissen. Fir alle Paare primitiver 
Translationen haben die zugehérigen Dreiecke denselben Flacheninhalt 
und umgekehrt. Die Endpunkte der Translationsstrecken bestimmen 
ein Netz von Parallelogrammen. Jede Translation ist die geometrische 
Summe zweier Strecken mt und m,t,, wo m und m, ganze Zahlen sind. 

Im dritten Fall nenne ich die Gruppe eine rdwmliche Translations- 
gruppe. Sind +t, t,, t, drei nicht in einer Ebene liegende Trans- 
lationen von der Art, dass keine Translation in das Innere oder die 
Seitenfliichen des von 1, t,, t, gebildeten Tetraeders fillt, so soll 
T, T,, T, ein System primitiver Translationen, das zugehérige Tetraeder 
ein primitives Tetraeder und das zugehdrige Parallelepipedon primitives 
Parallelepipedon genannt werden. Ueber diese Tetraeder erkennt man 
leicht die Richtigkeit der folgenden Sitze: 

I. Alle primitiven Tetraeder haben denselben Rauminhalt und um- 
gekehrt. 


*) Vgl. auch Jordan, a. a. O. pg. 172. 
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Il. Irgend drei Kanten eines primitiven Tetraeders, die nicht in 
einer Ebene liegen, bilden ein System primitiver Translationen. 

Die Endpunkte aller Translationen bilden ein parallelepipedisches 
Netz. Jede Translation ist die geometrische Summe dreier Strecken 
MT, M,T,, M,T,, WO mM, m,, m, ganze Zahlen bedeuten. 

3. Fir die Rotationsgruppen, welche nur Drehungen endlicher 
Grésse enthalten, werde ich mich der von Herrn Klein*) eingefiihrten 
Namen: cyklische Gruppe, Vierergruppe, Diedergruppe, Tetraedergruppe, 
Octaedergruppe, Ikosaedergruppe bedienen. 

4. Die allgemeinen Bewegungsgruppen der oben bezeichneten Art 
sollen den Gegenstand dieser Abhandlung bilden. Von ihnen habe 
ich an anderer Stelle**) bewiesen, dass sie — von einem Fall ab- 
gesehen — eine der eben genannten Rotationsgruppen als Hilfsgruppe 
besitzen. Damit ist der Gang, welchen die Untersuchung zu nehmen 
hat, vorgeschrieben. Es sind die allgemeinen Gruppen aufeustellen, 
welche eine der sechs Rotationsgruppen als Hilfsgruppe haben. 

5. Blosse Rotationen sollen durch 


8 7 ee 
ibre Axen durch 
24 peer 
bezeichnet werden. Dagegen sollen 
U,B,€@.., 
Gy. Oy. @ a0 


Bewegungen, resp. Axen bedeuten, deren Translationscomponente von 
Null verschieden ist***), Die Axen a, b,c... sollen Schraubenazen, 
die Axen a’, b’, c’ ... Drehungsaxen genannt werden. 

Ferner mégen Bewegungen von gleicher Rotation und gleicher 
Translation gleichartige Bewegungen, ihre Axen gleichartige Axen ge- 
nannt werden. 

Endlich soll eine Schraubenbewegung, deren Axe die im Raume 
feste Gerade a, deren Drehungswinkel , und deren Gleitungscompo- 
nente ¢, ist, durch 





*) Vorlesungen iiber das Ikosaeder, pg. 1— 19. 
**) Nachrichten von der Gesellschaft der Wiss. zu Gdttingen, 1886, pg. 495. 
Die Hilfsgruppe ist folgendermassen definirt. Sind 4%, 8, © ... irgend welche 
Bewegungen einer Gruppe, und ist R die resultirende Bewegung, so hingt der 
Drehungswinkel von % nur von den Rotationen w,, o,, @,... der Bewegungen 
4, 8, ©... ab, Zieht man daher durch einen Punkt O Geraden a’, b’, c ... 
parallel den Axen a,b,c... von A, B, €..., so miissen die Rotationen 
©,, @,, @,... um resp. a, b’,c ... eine Rotationsgruppe bilden. Diese Gruppe 
heisst die Hilfsgruppe. Vgl. pg. 501. 
***) Die letztere Bezeichnung wird auch angewandt werden, so lange iiber 
die Grisse der Translation noch nicht entschieden ist. 
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W(@a, ta) 


8 (@,, ty) 
eine zweite Schraubenbewegung, so soll unter dem Product von A und B 
diejenige Ortsveriinderung verstanden werden, welche eintritt, wenn 


zuerst die Bewegung %{ und dann die Bewegung % ausgefiihrt wird. 
Das Product 


bezeichnet werden. Ist 


R= A.B 
giebt daher die durch Zusammensetzung von % und % entstehende 
Bewegung. 


§ 2. 
Hilfsitze itiber Zusammensetzung von Bewegungen. Andere Fassung 
der Aufgabe. 


1. Es seien 2(w,¢) und 8(@, ¢) zwei Bewegungen von gleicher 
Rotation und gleicher Translation, deren Axen a und 6b parallel sind, 
so ist 

A- BS — A(, #)- B(— a, — 4) 
einer zu @ und 6b senkrechten Translation t iiquivalent. Sind (Fig. 1) 
A und B die Punkte, in denen die Axen a und b 
# a. von einer zu ihnen senkrechten Ebene geschnitten 

\ < werden, und zeichnet man den Punkt A, so, 
— “4 dass 

Vig }. AB=A,B, xA,BA=@ 
ist, so stellt AA, die Translation rt nach Grésse und Richtung dar. 

Umgekehrt folgt, dass die Translation t in Verbindung mit der 
Schraubenbewegung % durch die gleichartige Schraubenbewegung A 
ersetzt werden kann. 

Sind die Translationen von % und $ ungleich, so giebt A. B- 
eine gegen die Axen a und Db geneigte Translation, deren Componente 
senkrecht zu den Axen den Werth rt hat. 

2. Sind A(x, 0) und B(x, 0) zwei Umklappungen, deren Axen a 
und 6b sich im Punkt O rechtwinklig schneiden, so stellt &.B eine 

Umklappung um eine durch O gehende, zu a 
“und b senkrechte Axe ¢ vor. 

i% 3. Schneiden sich (Fig. 2) die Axen a und b 

ee Yo der Bewegungen A(z, ¢,) und B(x, &) wieder 

rechtwinklig im Punkt O, so findet man bekannt- 

b lich die Bewegung & . 8, wenn man die Rota- 

ae: 2. tionen und Translationen fiir sich zusammensetzt. 

Mit Riicksicht auf Satz 1. und 2. folgt daher, dass &.% eine Um- 

klappung 


0% 
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G(x, 0) 
um eine Axe c liefert, die gegen a und b rechtwinklig geneigt ist, 
und die Ebene der Axen a und b in C so schneidet, dass C von a 


resp. b um at ad» rep. + t, entfernt ist*), 
Ist im Besondern ¢, = 0, oder 4 = 0, so trifft c die Axe b, resp. 
die Axe a. 
4. Sind (Fig. 3) U(z, ¢.) und B(x, &) zwei Bewegungen, deren 
Axen a und 6 rechtwinklig geneigt sind und 
den Abstand Pa t, von einander haben, so er- 


setze man nach Satz 1. B(x, &) durch die 
Translation ¢, und eine zu 8 gleichartige Be- 
wegung um die Axe b,, die zu b parallel ist 
und durch den Schnittpunkt von ¢, und a geht. 
Alsdann folgt nach Satz 3., dass das Product 
4 .B die Bewegung 





c (x, te) 
giebt, und zwar hat die Axe c von a und b den Abstand + t, resp. + 4°). 
Die Axen a, b, ¢ liegen daher so, dass sie drei sich nicht schneidende 
Kanten eines rechtwinkligen Parallelepipedons bilden, dessen Dimen- 


' 1 1 1 . 
sionen resp. > ta; r te, rt t, sind. 

Ist im Besondern ¢, = 0 oder & = 0, so schneidet ¢ die Axen b 
resp. a; und ist 4, = 0 und & —0, so fallt c mit dem kiirzesten Ab- 
stand von a und b zusammen. 

5. Aus den Sitzen 3. und 4, folgt, dass die Axe ¢ nur dann wind- 
schief gegen a und b ist, wenn é, und é, beide von Null verschieden sind. 

6. Seien jetzt 

W(@a, ta.) und Ba, b) 
zwei beliebige Bewegungen, so ist 

B-W-B-* — A, (@a, ta) 
und zwar ist die Axe von %, diejenige Gerade a,, mit welcher a in 
Folge der Bewegung $ zusammenfillt. Wir sagen, dass die Be- 
wegung U,(@a, ta) durch Transformation mit 8 aus U hervorgeht***). 

7. Aus Translationen kénnen durch Transformation mit beliebigen 
Bewegungen immer nur Translationen hervorgehen; andrerseits bilden 
die Translationen stets fiir sich eine Untergruppe, also folgt: 


*) Aendern wir die Reihenfolge, in der die Bewegungen &% und 8 aus- 
gefiihrt werden, und geben ¢, und ¢, positives, resp. negatives Zeichen, 80 er- 
halten wir 4 Axen ¢c, resp. 4 Punkte C, die zu a und b symmetrisch liegen. 
Welche dieser vier Axen sich ergiebt, ist fiir unsern Zweck gleichgiltig. 

**) Vgl. die vorstehende Anmerkung. 
***) Vgl. Jordan, a. a. O. pg. 171. 
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In jeder Gruppe von Bewegungen bilden die Trenslationen eine 
ausgezeichnete Untergruppe. 

Dieser Satz gilt fiir jede Bewegungsgruppe. Unter denjenigen 
Bewegungsgruppen, welche eine Rotationsgruppe als Hilfsgruppe haben, 
sind aber die Rotationsgruppen selbst die einzigen Gruppen, fiir welche 
sich die von den Translationen gebildete Untergruppe auf die Identitit 
reducirt; wir kénnen daher sofort schliessen, dass jede allgemeine Be- 
wegungsgruppe der hier betrachteten Art wirkliche Translationsgruppen 
als Untergruppen enthiilt. 

Die allgemeinen Bewegungsgruppen lassen sich daher auf die 
Weise herleiten, dass Translationsgruppen mit andern Bewegungs- 
gruppen zusammengesetzt werden. Es wird sich jedoch zeigen, dass 
nicht jede Translationsgruppe hierzu geeignet ist. Im Gegentheil giebt 
es nur wenige derartige Gruppen. Das Problem, welches den Gegen- 
stand dieser Abhandlung bildet, schliesst daher das folgende ein, die- 
jenigen besonderen Translationsgruppen zu suchen, mit denen sich all- 
gemeine Bewegungsgruppen bilden lassen. 

Die Ableitung der allgemeinen Gruppen soll hieran angekniipft werden. 
Dazu bemerke ich noch Folgendes: Die fraglichen Translationsgruppen 
sollen durch Transformation mit Bewegungen von der Form % (4, ta) 
in sich tibergehen. Diese Bedingung kann durch die einfachere er- 
setzt werden, dass die Translationsgruppe durch Transformation mit 
- der Drehung a’ (27) in sich tibergeht. 

8. Die Bewegungen, welche aus irgend einer Bewegung % durch 
Transformation hervorgehen, sollen gleichberechtigte Bewegungen und 
ihre Axen gleichberechtigte Axen heissen. Wie leicht zu sehen, sind 
siimmtliche Axen einer Gruppe periodisch durch den Raum vertheilt. 
Andrerseits weiss man von den hier betrachteten Gruppen, dass in 
jeden endlichen Bereich des Raumes nur eine endliche Anzahl ihrer 
Axen eindringt*); und daraus folgt, dass jede Gruppe eine endliche 
Zahl von Schaaren gleichberechtigter Axen enthilt, und dass das pri- 
mitive Parallelepipedon (§ 1, 2) von mindestens einer Geraden jeder 
Schaar getroffen wird. 

Sind 

1,R,, Re... R.. 
die simmtlichen Bewegungen einer Gruppe, und ist a, die Gerade, 
in welche a durch die Bewegung ®t, tibergeht, so lassen sich die 
Axenschaaren durch 

i ee a ae 

2 eS ee ee 


Cy Gy Gy os Ge. 


*) Vgl. meine oben erwihnte Note, pg. 501, 
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bezeichnen. Jede dieser Axenschaaren wird durch jede Bewegung der 
Gruppe einseln in sich dibergefiihrt. Denn kommt z. B. irgend eine 
Gerade a, durch die Bewegung ft; nach a;, so gelangt a durch die 
der Gruppe zugehérige Bewegung ‘tj . 8, nach a;, also ist a, eine 
der Geraden ay. 

Es giebt andererseits stets eine Bewegung der Gruppe, welche 
zwei beliebige Geraden einer Schaar in einander iiberfithrt; z, B. gehen 
die Axen a und a durch die Bewegung §t,—', in einander tiber. 
Die Bewegungsgruppe enthalt daher alle Bewegungen, durch welche 
jede Axenschaar einzeln in sich tibergefiihrt wird. Jede Bewegungs- 
gruppe liisst sich demnach auch so definiren, dass sie die Gesammtheit 
aller Bewegungen enthiilt, durch welche eine oder mehrere Schaaren 
gleichberechtigter Axzen, wnd swar jede fiir sich, in einander tiber- 
gefiihrt werden. 

Hieraus ziehen wir noch eine praktische Folgerung. Um nimlich 
die verschiedenen Schaaren gleichberechtigter Bewegungen resp. Axen 
zu finden, welche eine gewisse Gruppe enthilt, brauchen wir nur die- 
jenigen nicht gleichberechtigten Axen zu suchen, welche ein primitives 
Parallelepipedon treffen, und deren zugehdrige Bewegungen irgend eine 
Axenschaar in sich iiberfiihren. Jede derselben vertritt eine Classe 
gleichberechtigter Axen. Fiir jede Gruppe soll die Zahl und die Lage 
dieser Axen angegeben werden*), 


§ 3. 
Die Hilfsgruppe ist die cyklische Gruppe. 


1. Alle Bewegungsaxen sind einander parallel. Ist ¢ irgend eine 
zu den Axen senkrechte Ebene, und sind A, B, C ... ihre Schnitt- 
punkte mit den Axen a, b, c ..., so sollen in diesem Paragraphen 
je nach Bediirfniss statt der Axen a,b,c... die Punkte A, B,C... 
betrachtet und auf sie die vorstehenden Definitionen iibertragen werden. 

Ueber die Translationsgruppen wollen wir zunichst die Bestimmung 
treffen, dass eine der Translationen — sie soll stets durch t bezeichnet 
werden — der Axenrichtung parallel liuft. Dies ist stets der Fall, 
wenn wirkliche Schraubenbewegungen auftreten. Setzen wir alsdann 
in den gefundenen Gruppen t 0, so erhalten wir diejenigen speciellen 
Gruppen, in denen eine Translation parallel den Axen nicht vor- 
handen ist. 


Da die cyklische Gruppe die Rotation as enthalt, so existiren 


*) Ich habe die obigen Entwickelungen so ausfiihrlich gehalten, einerseits, 
weil mir die abgeleiteten Sitze eines Beweises zu bediirfen scheinen, anderer- 
seits, um mich bei Ableitung der Gruppen selbst desto kiirzer fassen zu kénnen, 


Mathematische Annalen. XXVIII. 22 
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jedenfalls Bewegungen, deren Rotationswinkel = ist ; ihre Axen sollen 


Hauptaxen*), die anderen Axen dagegen Nebenaxen heissen. Ver- 
stehen wir ferner unter der Translation der Bewegung X eine Trans- 
lation, deren absolute Linge kleiner als t ist**), so folgt, dass die 
Translationen der einzelnen Bewegungen nur die Werthe 


0 1 2 n—1 
? sy tT, my Tt, ** ’ er ae 
haben kénnen. 

2. Ist zuniichst die Translationsgruppe eine lineare, so kann es 


nur eine zu t parallele Bewegungsaxe geben; ist dieselbe a, so ist 


2 
Wt ~~; ~~), m=0,1,2,---,n—1 
die zugehérige Bewegung. Die Potenzen derselben, mit der aus t 
abgeleiteten Translationsgruppe zusammengesetzt, liefern eine Gruppe 
@& ***), die durch 
2 

wt = . mn t), T 
charakterisirt ist. Diese Gruppe kann aus t und den Bewegungen 

1, &, Sy ..4 0 
zusammengesetzt werden. 

3. Im Fall einer ebenen oder riumlichen Translationsgruppe exi- 


stiren stets unendlich viele parallele Axen. Ist a eine Hauptaxe, 
e irgend eine andere Axe, und sind 


a (2,4), €(78#, 4) 


die zugehérigen Bewegungen, so ist das Product © . %—™ stets einer 
Translation fquivalent (§ 2, 1). Mit Riicksicht auf 1. ziehen wir 
hieraus zuniichst den Schluss, dass die zu t parallele Componente dieser 
Translation nur die Werthe 


0, 2 €, £ T, +++ ———t 
n n 
haben kann. 
Ferner folgt, dass sich jede Bewegung durch Multiplication einer 
Translation mit 2%” ergiebt, und daraus folgt weiter, dass jede der 


*) Hierin folge ich Herrn Sohncke; a. a. O. pg. 48, 

**) Der Beweis, dass diese Festsetzung statthaft ist, kann fiiglich iiber- 
gangen werden. 

***) Zum Vergleich mit den Arbeiten von Herrn Camille Jordan und Herrn 
Sohncke soll fiir jede Gruppe die Jordan’sche resp. die Sohncke’sche Nummer 
angegeben werden. Die obigen Gruppen sind enthalten in J. 18 — 20 (a. a, O. 
pg. 340). Auf diejenigen einfachen Gruppen mit einer Axe, deren Rotationswinkel 
irrational ist, bin ich im Text nicht eingegangen. 
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hierhergehirigen Gruppen durch Multiplication einer Translationsgruppe 
mit einer Gruppe &, also auch durch Multiplication einer Translations- 
gruppe, welche t enthilt, mit 

i, S$. ..< oF 
abgeleitet werden kann. 

Stehen die beiden Translationen, die mit t ein primitives System 
bilden, auf t senkrecht, so folgt noch, dass alle Bewegungen der 
Gruppe gleichartig sind. 

4. Denken wir uns wieder von einem Punkte O aus alle Trans- 
lationen gezeichnet, und a mit t zusammenfallend, so sei t= OT 
irgend eine von t verschiedene Translation, die nicht auf t senkrecht 
steht. Durch Drehungen von der Grosse 3s *= 
in die Lagen t’ = OT", t” = OT” .-- kommen. Da die Translations- 
gruppe durch jede dieser Drehungen in sich iibergeht, so sind ¢’, ¢”... 
also auch 7'7", 7’ T” ... Translationen der Gruppe. Dieselbe enthilt 
demnach stets Translationen, die in einer zu t senkrechten Ebene 
liegen, und in derselben ein regulires Polygon bilden. 

Andererseits miissen die in dieser Ebene befindlichen Translationen 
ein Netz von Parallelogrammen bestimmen. Es giebt aber ausser dem 
reguliren Dreieck, Viereck und Sechseck kein anderes reguliires Po- 
lygon, welches Basis eines Netzes von Parallelogrammen sein kann. 
Daher kann n nur die Werthe 


2, 3, 4, 6 


+> um a moge ¢ 


haben. 

5. Sind rt’ und r” zwei Translationen, die mit t zusammen ein pri- 
mitives System bilden, so soll die Projection des von t’ und t” be- 
stimmten Parallelogramms auf die zu t senkrechte Ebene «¢ ein pri- 
mitiver Bereich genannt werden. 

Da alle Axen parallel sind, so erhalten wir (§ 2, 8) hier alle 
Axenschaaren, wenn wir diejenigen nicht gleichberechtigten Axen be- 
stimmen, welche den primitiven Bereich treffen. 


6. Sei zuniichst die Translationsgruppe eine ebene, so bestimmen 
die von O aus construirten Translationen ein ebenes Netz. Soll dasselbe 
durch Drehung um die mit t zusammenfallende Axe a in sich tiber- 
gehen, so muss der Drehungswinkel den Werth x haben, und ft eine 
Symmetrieaxe des Netzes sein. Das letztere ist aber nur mdglich, 
wenn das Netz aus Rhomben resp. Rechtecken besteht. Alle Bewegungs- 
axen fallen in dieselbe Ebene. 

Wir diirfen z als eine der primitiven Translationen wahlen; ferner 
soll die zu t senkrechte Translation t, heissen. Alsdann sind zwei 
Falle zu unterscheiden. Zuniichst kann t und t, ein Paar primitiver 
22° 
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Translationen bilden. Alsdann ergeben sich die Gruppen 6,’ und ©,’ *), 
charakterisirt durch 


x(x, * +), t,t, m=O, 1, 


Alle Bewegungen sind (§ 3, 3) gleichartig. Der primitive Bereich 
reducirt sich hier auf die Strecke t,. Es giebt daher noch eine zweite 
Schaar gleichberechtigter Axen, reprisentirt durch die Axe b (Fig. 4), 


die von @ um > t, entfernt ist. Die Axen a, und b, folgen ab- 


wechselnd im Abstand $ t, auf einander. 


Fiir t = 0 erhalten wir eine specielle Gruppe ©,’ **). 




















Fig. 4. Fig. 5. 


7. Bilden rt und 1, nicht ein Paar primitiver Translationen, so 
muss (Fig. 5) t zusammen mit der halben Diagonale tz des von t und 


’ t, bestimmten Rechtecks ein solches Paar sein. In diesem Fall ent- 


hilt die zugehérige Gruppe stets reine Umklappungen. Denn aus der 


Schraubenbewegung © (x , + t) ergiebt sich durch Multiplication mit 


— : (c + t,) ***) stets eine reine Umklappung. Die zugehérige Gruppe 


kann durch 
, 1 
Ct) = Ua, 0), t, 4, | (e+) 
charakterisirt werden. Sie enthilt zwei Schaaren gleichberechtigter 


Axen a,’ und b,; dieselben folgen im Abstand ; t, abwechselnd auf 


einander. Zu den Axen b, gehdren die Bewegungen %, (x, ; r): 


8. Ist die Translationsgruppe eine riumliche, und zuniichst n—2, 
so darf die zu t senkrechte Ebene ein Netz von beliebigen Parallelo- 





*) J. 28 und 30. 
**) J. 26. 
***) Fiir die Bezeichnung der Translationen ziehe ich vor, die geometrische 
Addition beizubehalten. 
+) J. 32, Bei der Angabe der Translationen empfiehlt es sich, nicht bloss 
die primitiven Translationen anzugeben, 
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grammen enthalten. Sind (Fig. 6) +, und t, zwei primitive Trans- 
lationen dieses Netzes, so kénnen zuniichst +, t,, t, drei primitive 
Translationen der Translationsgruppe bilden. 





Alsdann ergeben sich die allgemeinen Be- A Bit A 
wegungsgruppen @,(2) und ©, (2) *) D yA 
u (x, ed r), T, %, %; man, 1. , 
;' ee kr 
Aile Bewegungsaxen sind gleichartig. me ¢ 


Das Parallelogramm aus t, = AA, und 

t, = AA, bildet den primitiven Bereich. Es giebt daher ausser den 
Axen a, noch drei audere Schaaren gleichberechtigter Axen, repriisen- 
tirt durch die Halbirungspunkte B, C, D der Seiten AA,, AA,, 
AA,. Alle Axen schneiden die Ebene ¢ in einem Netz von Parallelo- 
grammen, dessen Basis A BCD ist. 

Fir t = 0 ergiebt sich eine specielle Gruppe ©,(2) **). 

9. Bilden t, t,, t, kein primitives System, so mégen (Fig. 7) 
t, tg und t, drei primitive Translationen sein. Alsdann wird ent- 
weder nur eine der Translationen ty und 
t, oder jede von ihnen mit t einen Ae — ” 
spitzen Winkel einschliessen. Diese zwei \ : 7 
Fille sind aber identisch. Setzen wir 4’ 
nimlich zunichst voraus, dass tz = OA, “ 
und t,==0O.A, spitze Winkel mit r=20A 
bilden, und sind ry OA, und t,=OA, 
die Translationen, in welche tg und rt, 
durch Umklappung um t iibergehen, so ist 
A,A,Aj A; ein Parallelogramm, dessen 
Ebene t in A halbirt und auf t senkrecht steht. Wir bezeichnen noch 
AqgA,, AgAe, 20A durch t,,t,, OT. Nun ist O7A,A, ein primitives 
Tetraeder, also bilden auch (§ 1, Il) t, t,, tg ein System primitiver 
Translationen, woraus in der That folgt, dass die oben genannten zwei 
Fille identisch sind. 

Es folgt iibrigens noch, dass (§ 1, II) auch 1,, t,, tg drei pri- 
mitive Translationen sind, und daraus ergiebt sich, dass tr, und t, zu 
primitiven Translationen in den zu t senkrechten Ebenen gewihlt 
werden kénnen, 

Die zugehérige Gruppe ©, (2) ***) kann daher, wie folgt, charak- 
terisirt werden: 








Fig. 7. 


U(x, 0), t, 1, m, ~ (e+ +m) 


ve YS 
+t) J, 33, 8. 4. 
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Diese Gruppe hat sowohl Gruppen G,’, als auch Gruppen ,’, ©,’ zu 
Untergruppen; z. B. enthalten die Ebenen parallel tz und t, lauter 
Gruppen ©,', dagegen diejenigen parallel t, und rt, Gruppen G,’ und G,’. 

Ausser der Schaar der Axen a, existiren noch drei andere Schaaren 
gleichberechtigter Axen. Das durch AA, und A A, bestimmte Parallelo- 
gramm liefert den primitiven Bereich. 

Sind nun B, C, D die Mitten der Seiten A,A,, AAg, AA,, so 
sind 6, c, d die Reprisentanten jener drei Schaaren gleichberechtigter 
Axen; ¢ und d sind Schraubenaxen, b’ ist Drehungsaxe. 

10. Im Anschluss hieran mége noch folgende fiir die spiteren 
Entwicklungen wichtige Frage behandelt werden. 

Sei in der zu t senkrechten Ebene ABCD ein Parallelogramm, 
so dass 2AB=rt, und 2AC —t, primitive Translationen einer 
Gruppe ©,(2) oder ©,(2) sind, und es werde verlangt, aus ©,(2) 
resp. ©,(2) durch Einfiigung neuer Axen eine Gruppe ©, (2) zu bilden, 
jedoch so, dass die Translationen dieser Gruppe lings AB und ACU 
nicht kleiner als t, resp. t, sind. 

Die Erginzungspunkte kénnen nur in die Mitte des Parallelo- 
gramms ABCD oder in die Mitten seiner Seiten fallen. Da nun in 
den zu AB resp, AC parallelen Geraden der Abstand zweier Er- 


° . 1 1 : ° 
ginzungspunkte ebenfalls gleich = %» Tesp. > t sein muss, so sind 


nur folgende drei Fille méglich: 
1) Ein Erginzungspunkt liegt (fig. 8) im Mittelpunkt von ABCD; 
dann fallt keiner mehr in die Seiten. 


B 








D c 

Fig. 8. Fig, 9. 
2) Jede Seite erhilt (Fig. 9) einen Ergiinzungspunkt; dann ge- 
hért auch der Mittelpunkt von ABCD zur Gruppe; dieselbe ist 
daher um die Mittelpunkte aller analogen Pa- 


_—— ad rallelogramme zu vermehren. 
/ / 3) Nur ein Paar paralleler Seiten enthiilt (Fig. 10) 
/ / einen Erginzungspunkt. 
oe 11. Fir » — 3 sind die Drehungswinkel 
me & 2 und “=, also folgt zuniichst, dass alle Axen 


x) 
Hauptaxen sind. Das in die Ebene ¢ fallende Translationsnetz besteht 
aus reguliiren Dreiecken. Sei (Fig. 11) t,—= AA, die Seite des Netzes; 


° . : 2a 
dieselbe komme, wenn wir die Ebene ¢ um t resp. a um —- oder 
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4n ° ° an ° > 
3 drehen, in die Lagen rt, AA, und t,—=AA,, so kéunen irgend zwei 


der Strecken t,, t., t; als primitive Translationen der Ebene ¢ be- 
frachtet werden; iiberdies ist 
%Z+% +1; = 0. 

Bildet nun t mit zweien der Translationen t,, t,, t; ein primi- 
tives System, so ergeben sich die Gruppen 6, (3), ©,(3), ©,'(3)*); d. h. 
w (= ‘ = t), T,T,, To, Ty; m=O, 1, 2. 

Alle Axen dieser Gruppe sind gleichartig. Das aus t, und rt, ge- 
bildete Parallelogramm ist ein primitiver Bereich. Ausser den Axen 








Fig. 11. 


a, giebt es daher noch zwei andere Schaaren gleichberechtigter Haupt- 
axen, reprasentirt durch die Punkte Bund C, die auf A, A, so liegen, 
dass A,B = BC=CA, ist. Die zugehdrigen Bewegungen 


2% m 2x ™ 
8g) 6G 9 
fiihren in der That die Axen a, in sich tiber. Die Punkte A,, B,, C, 
bilden je ein Netz von gleichseitigen Dreiecken mit den Seiten t,, t,, T;. 


Fiir t = 0 ergiebt sich eine specielle Gruppe ©, (3) **). 
12. Sind +, t,, t, keine primitiven Translationen, so giebt es 


eine Translation ¢, deren Componente parallel zu t gleich : t ist. 
Diese Componente kann nimlich nur : t oder 4 t sein; ist das letztere 


1 
3 
Nun sei (Fig. 12) t, = OA, so definirt, dass unter allen Trans- 


der Fall, so ist ts — ¢ eine Translation mit der Componente -; t. 


lationen mit der Componente ; t keine existirt, die mit r= OT =30A 








*) J. 61, 63, 64. §.17. 15.16. Die zu m=1 und m= 2 gehidrigen Gruppen 
sind nur darin verschieden, dass die eine aus rechtsgewundenen, die andere aus 
linksgewundenen Schraubenbewegungen besteht. 

**) J. 60. 
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einen kleineren Winkel einschliesst, als t;. Durch Drehung um *, resp. 


= mige t, in die Lagen t,,— OA, und t,—=OA, gelangen, sg 
bilden 1, tm, Tt, ein System primitiver Translationen; und zwar ist 
T + tm + Tt, = T. 

Es bildet aber auch t mit irgend zweien der Translationen 
T, Tm, T Cin primitives System (§ 1,1). Wahlen wir nun die Ebene 
A,A,,A, zur Ebene ¢, so ergiebt sich, genau wie eben, dass ausser 
den Axen a, noch zwei Schaaren gleichberechtigter Hauptaxen b, und 
c, existiren, repriisentirt durch die Punkte B und C auf A,A,, fiir die 
A,B = BC=CA,, ist. 

Die Punkte ABC bilden ein gleichseitiges Dreieck. Die zu A 
und B gehdrigen Bewegungen sind jedenfalls von der Form 


a(=%,%) und (=, 4)- 
Nun giebt aber %-' B—' eine Bewegung 
c(—F, —&—4)— (FF, &) 


um den Punkt C, und daraus folgt, dass 
lath +t, =—0 
_ist. Da aber nicht alle Axen gleichartig sind, so ist 


4=0, b= >t, h=— Zt 


zu setzen. Wir gelangen daher zu folgender Gruppe: 
‘ (2% 2% ft 22 ut 
6,3)*) w(=*, 0), BCA, =), 6%, =) 
T, Ti, Tm, Tn- 
13. Fiir n=—4 giebt es ausser dem Drehungs- 


winkel ~ auch den Winkel z. Die Trans- 


lationsgruppen kénnen also nur solche Gruppen 
sein, welche fiir n = 2 auftreten. Ferner be- 
steht jetzt das in die Ebene « fallende Trans- 
lationsnetz aus Quadraten. Seien (Fig. 13) 
t, = AA, und t, = AA, die primitiven Translationen des Netzes, so 
ist die Translationsgruppe entweder durch 














T, Ty Tr, 


oder (§ 3, 9) durch 


*) J. 62. S. 18. Die Bewegungen % und © sind nur zur Charakteristik der 
Gruppe angefiihrt. 
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TT Tos : (t+ t+) 
bestimmt. 
Im ersten Fall bestehen die Gruppen ©, (4), ©, (4), ©,(4), ©,’ (4)*); d.b. 


a (=, * ); T,%, 3; m=O, 1, 2, 3. 





Ausser den Hauptaxen a, giebt es noch eine Schaar gleichbe- 
rechtigter Hauptaxen, repriisentirt durch den Mittelpunkt B des durch 
AA, und AA, bestimmten primitiven Bereiches. Alle Hauptaxen sind 
gleichartig. Endlich existirt noch eine Schaar gleichberechtigter Neben- 
axen ¢,, die durch die Mittelpunkte der Seiten des Netzes gehen. Da 
W,?, B.?, C, eine Gruppe ©, (2) resp. ©,(2) bilden, so sind 


€, (x, =" t 
die zugehérigen Bewegungen. 

Fiir t = 0 ergiebt sich die specielle Gruppe €,(4)**). 

14. Im zweiten Fall (Fig. 7) kénnen wir die Translationsgruppe 
auch durch t = OT =20A, ta = OA, t, = OA, definiren (§ 3, 9). 
Dann ist das von AA,g und AA, gebildete Quadrat ein primitiver 
Bereich. Daraus folgt wieder, dass noch eine Axenschaar b, existirt, 
die zum Mittelpunkt B von A, A, gehdrt, und eine Schaar von Neben- 
axen ¢,, gegeben durch die Mitten der Seiten AA,y und AA,. 

Fiir die von den Bewegungen %,”, B,”, ©, gebildete Gruppe ©; (2) 
sind die Bewegungen ©, jedenfalls gleichartig. Dies ist aber noch auf 
zwei Arten mdglich; niimlich die Axen c, kénnen Drehungsaxen oder 
Schraubenaxen sein. Beachten wir noch, dass 2%, und %, selbst un- 
gleichartige Bewegungen sind, so ergeben sich demnach die folgenden 
beiden Gruppen 


(4) (2, +), BCG, ), €,, 
TT, %) > (C++), 

G41) «(F,0), 8G, 3), (= 9), 
ty Tt, > (t+% +t). 


15. Im Fall n =6 giebt es ausser dem Drehungswinkel ; auch 





die Winkel = und x. Die zugehérige Translationsgruppe muss daher 





*) J. 54, 55, 56, 57. S. 30. 26, 29,27. Beziiglich m=1 und m=8 vergl., 
pg. 331, Anmerkung 1. 
**) J. 58. 
***) J, 59, S. 28) Die oben diesmal noch besonders erwihnten Bewegungen 
+) J. 58, S. 31) S und € dienen nur zur Charakterisirung der Gruppen. 
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gleichzeitig den Bedingungen der Fille »—3 und n = 2 geniigen. 
Das ist aber nur mdglich, wenn die Translationen, die mit t ein 
primitives System bilden, auf t senkrecht stehen, und ein regulires 
Dreieck bestimmen. Die Translationsgruppe ist daher 1, 1,, t,, 73. 


Wir erhalten die Gruppen ©, (6), ©,(6), ©,(6), ©,(6), 6,’(6), G,’(6)*) 


a (=, ; t), T, Ty Ty, Ty 
t +t +t,=—0, m=), 1, 2, 3, 4, 5. 
Alle Axen a, sind gleichartig. Dieselben schneiden (Fig. 14) die 
Ebene ¢ in den Ecken von reguliren 
Dreiecken. Daraus folgt, dass noch zwei 
andere Schaaren gleichberechtigter Axen 
vorhanden sind, die eine mit dem Winkel 


=, reprisentirt durch die Dreiecks- 
schwerpunkte C,, die andere mit dem 
Winkel xz, vertreten durch die Mitten 
D,, der Dreieckseiten. 
Die Bewegungen %,? und ©, bilden 
Fig. 14. eine Gruppe ©(3), %,°undD, eine Gruppe 
(2), daher sind die zu ¢, und d, gehérigen Bewegungen 


¢. (=, > t) und D(x, ™ +). 





Fiir t = 0 ergiebt sich noch eine besondere Gruppe ©,(6)**). 


§ 4. 
Die Hilfsgruppe ist die Vierergruppe. 


1. Die Axen sind drei zu einander senkrechten Richtungen parallel ; 
sie sollen durch x, y, 2 bezeichnet werden, Der Drehungswinkel ist 
fiir alle Axen gleich x. Diejenigen Ebenen, welche Axen enthalten, 
und zu 2, y, 2 senkrecht sind, sollen resp. durch &, 9, § bezeichnet und 
Hauptebenen genannt werden. Ferner seien t,, t,, t, die den Axen 
parallelen Translationen. Endlich sollen die Ebenen, welche gegeniiber- 
liegende Kanten eines aus t,, ty, t, gebildeten Parallelepipedons ver- 
binden, Diagonalebenen heissen. 

Die Geraden zx, y, 2 bilden je eine der Gruppen €(2). Diese 
Untergruppen miissen die ndmlichen primitiven Translationen enthalten. 
Im Speciellen ergiebt sich hieriiber noch Folgendes: 


*) J. 47—52, S. 47, 42, 44, 46, 45, 43. Beziiglich m=1,m=—5 und m=2, 
m=4 vergl. Anmerkung 1, pg. 331. 
*t) J. 46. 
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2. Ist von einer Geradenart, z. B. von den Geraden x bekannt, 
dass sie eine Gruppe ©, (2) bilden, so enthilt dieselbe jedenfalls die 
Translationen t,, ty, t,. Wir kénnen daher diese Gruppe aus einer Gruppe 
©, (2) oder ©,(2) mit den primitiven Translationen 1,, t,, t, entstanden 
denken. Wie §3,7 gezeigt, ist dies auf drei Arten méglich, und 
zwar ergiebt sich gemiiss den dortigen Resultaten: 

1) Bilden die Geraden 2 in den Diagonalebenen eine Gruppe G,', 
so bilden sie in den Hauptebenen Gruppen G,’ resp. ©,’ und umgekehrt. 
Die Gruppe der x enthilt die Translation 


s(et+y+n). 


Nunmehr folgt aber, dass auch die Geraden y und z je eine Gruppe ©; (2) 
bilden, und zwar in derselben Art, wie die Geraden 2. 

2) Wenn die Geraden x in den Hauptebenen y und € je eine 
Gruppe ©,’ bilden, so enthalten die Diagonalebenen Gruppen G,’ und 
&,’. Alsdann ergeben sich die Translationen 


1 1 
z (tz + ty), z (tz + 1%), 
daher existirt auch die Translation 
1 
z (ty + Ts) 


und nun folgt wieder, dass auch die Geraden y und ¢ je eine Gruppe 
©, (2) bilden, wie die Geraden z. 

3) Bilden die Geraden z nur in den Hauptebenen € Gruppen 
©,’ dagegen in den Hauptebenen y nicht, so enthilt die Gruppe die 
Translation 


= (te + ty) 


und es folgt, dass nun auch die Geraden y in den Ebenen € Gruppen 
€,’, in den Ebenen £ Gruppen 6,’, ©,’ bilden. Dagegen kénnen jetzt 
die Geraden ¢ keine Gruppe ©,'(2) bilden. 

4) Kann auch der Fall eintreten, dass die Geraden 2, y, 2 je eine 
Gruppe ©,(2) oder ©, (2) bilden. 

3. Aus der Existenz der Translationen t,, t,, t, folgt, dass in den 
Hauptebenen der kiirzeste Abstand zweier parallelen und gleichartigen 


Axen resp. Sfies >t > t, ist. Ferner kann jede in einer Gruppe 
enthaltene Bewegung nur gleichartige Axen zur Deckung bringen. 
Die Axen verschiedener Richtung miissen sich daher entweder schneiden ; 
oder, wenn dies nicht der Fall ist, so muss es resp. Axenpaare y, 2, 


2,2, £,y geben, deren Abstand gleich ; Tz; + Sy» ; t; ist. 
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Im Speciellen ergiebt sich, dass fiir die Lage der Axen x, y, 2 
nur folgende Fille méglich sind. 

a) Es kann vorkommen, dass eine Axe z, eine Axe y, und eine 
Axe gz durch denselben Punkt gehen. 

b) Dies kommt niemals vor; aber es giebt Axen der einen Richtung, 
die von Axen beider anderen Richtungen geschnitten werden. 

c) Jede Axe wird héchstens von Axen einer Richtung geschnitten ; 
es giebt aber Axen, die sich schneiden. 

d) Es kommt niemals vor, dass Axen verschiedener Richtung sich 
schneiden. 

Die Gruppen, welche einem dieser vier Fille entsprechen, bilden 
die Gesammtheit aller Gruppen, deren Hilfsgruppe die Vierergruppe ist. 

Die weitere Untersuchung dieser vier Fiille soll an die Betrachtung 


. i 1 1 : ; 
eines aus den Kanten > t., > ty, 5 ts construirten Parallelepipedons 


TT angeschlossen werden. Die Configuration der Geraden in ihm 
wiederholt sich periodisch durch den ganzen Raum. Wir betrachten 
zunichst den ersten Fall. 


a. 


4. Sei P ein Punkt, in dem sich drei Axen, x, y, ¢ schneiden. 
Wir nehmen diese Axen zu Kanten des Parallelepipedons Tl. Wenn 
nun 2, y, 2 nicht simmtlich Drehungsaxen sind, so giebt es doch stets 

~ einen Punkt O, durch welchen drei Drehungsaxen hindurchgehen. Dies 
folgt unmittelbar aus § 2,3, wenn die Producte je zweier der drei 
Bewegungen X, 9), 3 gebildet werden. Sind alle Axen Schraubenaxen, 
so liegt der Punkt O im Mittelpunkt von TT; sind dagegen nur zwei 
Axen, z. B. x und y Schraubenaxen, so liegt er im Mittelpunkt der 
von x und y bestimmten Seitenfliche. 

Alle dem Fall a) entsprechenden Gruppen enthalten daher Vierer- 
gruppen als Untergruppen. Nun sahen wir aber, dass sich die Gruppen 
©, (2), ©,(2), ©,(2) aus der Translationsgruppe und einer einzigen 
Umklappung oder Schraubenbewegung zusammensetzen lassen; also ist 
jede dem Fall a) entsprechende allgemeine Gruppe aus der Translations- 
gruppe in Verbindung mit einer Vierergruppe herstellbar. 

Nehmen wir jetzt den Punkt O als einen Eckpunkt des Paralle- 
lepipedons TI, so ergeben sich mit Riicksicht auf § 4, 2 unmittelbar 
folgende Resultate: 

5. Besteht (Fig. 15)*) die Translationsgruppe aus den Trans- 
lationen 

Cay Sys Mos + (te+ty +1), 





*) Die Figuren sind nach folgendem Princip gezeichnet. Gleichberechtigte 
Axen habe ich fiir jede Axenrichtung gleich bezeichnet. Schraubenaxen sind durch 
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so enthalten die Diagonalebenen nur Gruppen €,’, die Hauptebenen nur 
Gruppen G,’, ©,’. Daher schneiden sich in jeder Ecke von TT drei Axen 
«, y', #, wahrend durch den Mittelpunkt drei at 


























Schraubenaxen 2, y, ¢ gehen. Durch lo I 
¥,*) X'(z, 0), Y'(x, 0), 3'(z, 9), H =" 
1 : a 
Tx» Ty, Ts, 2 (ta Ty+%s), -4--4-S+- 
roe oor -% p Ag 
ye)")=@x)—@y)=0 4 ss 
ard 
ist die Gruppe %, charakterisirt. he. y 
Alle Axen 2, alle Axen y, alle Axen ¢ rl 
Fig. 15. 


sind gleichberechtigt; durch die Umklappungen 
kommen sie zur Deckung. Dagegen zerfallen die Axen 2’, y’, 2’ in zwei 
verschiedene Classen gleichberechtigter; die in den Diagonalebenen 
liegenden sind simmtlich gleichberechtigt, die in den Hauptebenen 
liegenden nicht. 

Die Gruppe enthialt 9 Classen von Geraden. 

6. Sind die Translationen 


y (ty+t) 5 (e+e); ; (te-+Ty), 


so enthalten die Hauptebenen Gruppen 6,’, die Diagonalebenen nicht. 
Daher schneiden sich in den Eckpunkten, wie 
im Mittelpunkt von TT drei Drehungsaxen 2’, 
y, & (Fig.16)***); jede Seitenfliche enthalt 
zwei durch ihren Mittelpunkt gehende Schrauben- 
axen. 


BT) ¥'(x, 0), Y'(x, 0), 3(x, 0), 
F 1 
> (ty+7.), 2 (t.+72), > (tx-+ Ty), 
(y' 2’) = (2 a’) = (a’y’) = 0 Fig. 16. 

bilden die zugehérige Gruppe &,. 
Die Axen gleicher Art zerfallen in je zwei Classen gleichbe- 
rechtigter. Zwei benachbarte gleichartige Axen, die in einer Diagonal- 
ebene liegen, sind nicht gleichberechtigt. Es giebt daher 12 Classen 


von Geraden; dieselben werden durch die 12 Kanten eines der acht 
Theilparallelepida repriisentirt, in welche TT zerfallt. 











gestrichelte Linien kenntlich gemacht. Die ausgezogenen Linien bedeuten Drehungs- 
axen, die punktirten Linien dagegen sind keine Axen, sondern dienen nur dazu, 
die Figur kirperlich erscheinen zu lassen. 
*) J. 100, S. 10, 
**) Durch (y’2’)... soll der Abstand der Axen y’ und ¢’ bezeichnet werden. 
***) Fig. 16 enthilt nur den achten Theil von TT. 
t) J. 99, 8. 8. 
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7. Sind die Translationen 
1 
Te, Ty, Tey | (Tey), 


so bilden die z-Axen eine Gruppe ©, (2); es giebt also nur Drehungs- 








x axen 2. Die Axen a und y bilden (Fig. 17) 

jag ao ¢ je eine Gruppe ©, (2); doch enthalten von den 

aT ; Hauptebenen nur die Ebenen § eine Gruppe G,’. 

ae ae 8 Da die Gruppe die Translation 5 (te + t,) ent- 

2" halt, so geht auch durch denMittelpunkt von TT 
Ae eine Gerade 2’. 




















ve | ee 3 
aad 7y 





Hierdurch wird eine Gruppe definirt, ge- 
Fig. 17. geben durch 
%,*) X'(x, 0), Y’(x, 0), 3'(x, 0), 
Tx, Ty, Tey = (te+t,), 
(ye) = (#2) = (wy) = 0. 

Von den Geraden x und y sind in den Ebenen € die gleichartigen 
auch gleichberechtigt; dagegen zerfallen in den Ebenen & und » die 
gleichartigen Axen in zwei Classen gleichberechtigter. Endlich giebt 
es drei Classen gleichberechtigter Geraden 2’. 

Die Gruppe enthiilt daher 11 verschiedene Classen gleichberech- 
tigter Axen. 

8. Endlich kann auch eine Gruppe existiren, die lauter Unter- 
gruppen ©, (2) enthilt, deren primitive Translationen also 

Ta, Ty, eo 
sind. Dann sind (Fig. 18) alle Axen Drehaxen; ausser den Kanten 
me des Parallelepipedons TT giebt es in den Seiten- 
f, , flichen oder Diagonalebenen keine weiteren 
Axen. Hierdurch wird eine Gruppe 


b ad b 4 ¥,**) X'(x, 0), Y (x, 0), 3'(a, 0), 
Tz, Ty, Tey 
(y2) = 2’) = (wy) =0 
: definirt, Die Axen 2’, y’, 2’ zerfallen in je vier 
Fig. 18. Classen gleichberechtigter, Alle Kanten von TT 
reprisentiren verschiedene Geraden; es giebt 12 Classen von Axen. 
Wird in den Gruppen %, und &%, t,—0 gesetzt, so ergeben 
sich specielle Gruppen %,'***) und %,'f). Zu einer noch specielleren 
Gruppe %," gelangt man, wenn man 7, = 0 und t, = 0 setzt. 


Zz 




















x 





*) J. 92, S. 7. 
**) J, 91, S. 5. 
9%) J. 87. 

+) J. 86. 
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b. 


9. Unter den hierhergehérigen Gruppen ist die einfachste ein 
specieller Fall einer allgemeinen Gruppe, welche fiir beliebiges und ¢ 


aus den Bewegungen 
¥'(x,0), 3(@,8) 


unter: der Bedingung erzeugt werden kann, dass die Axen a und J’ 
sich rechtwinklig schneiden.*) In der That ergiebt sich nach § 2, 
3 und 4 unmittelbar, dass fiir @ = eine Gruppe besteht, die sich, 
wie folgt, beschreiben lisst. Sie enthalt die Translation 2¢, eine 
Axe z, dagegen unendlich viele Axen x und y, die simmtlich ¢ 
schneiden, und je eine Gruppe ©,’ bilden. Die Punkte, in denen ¢ von 
den Axen 2 und y’ geschnitten wird, wechseln mit einander ab, und 


je zwei auf einander folgende haben den Abstand +t. Ersetzen wir 
noch 2¢ durch t,, so lisst sich die Gruppe, wie folgt, charakterisiren. 


B) (x, 0), Y'(x, 0), 3 (x, >) 
tz, (y's) = (ea) = 0; @y) = pt. 


Diese Gruppe spielt fiir den Fall b) dieselbe Rolle, wie die Vierer- 
gruppe fiir den Fall a). Es wird sich zeigen, dass jede der Gruppen, 
welche dem Fall b) entsprechen, Untergruppen %, besitzt. 

10. Um die Begriffe zu fixiren, werde festgesetzt, dass es eine 
Axe g giebt, die von zwei Axen 2 und y geschnitten wird, wihrend 


x und y sich nicht schneiden. Der Abstand von « und y ist + Gee 


Die Axen 2 und g mégen mit zwei Kanten des Parallelepipedons TT 
zusammenfallen; alsdann ist y Mittellinie einer Seitenfliche. 

Ist nun ¢ eine Schraubenaxe, so muss, wenn 2 Drehungsaxe ist, 
gemiiss Gruppe %, auch y Drehungsaxe sein. Sind dagegen 2 und y 
gleichzeitig Schraubenaxen, so bilden wir die Producte je zweier der 
der Bewegungen X, ¥), 3, und gelangen dadurch zu den Bewegungen 
(§ 2, 3 und 4) 


X'(x,0), Y'(#,0), 3(x, 42) 


welche eine Gruppe %, bestimmen; denn y und zg’ gehen durch den 
Mittelpunkt von TT, wihrend 2’ in eine Seitenfliiche € fallt. 

Ist dagegen z eine Drehungsaxe, so miissen x und y Schrauben- 
axen sein, weil sich sonst (§ 2,2) drei durch einen Punkt gehende 
Axen einstellen. Dann liefern (mach § 2, 3 und 4) die Producte je 
zweier der Bewegungen X%, ¥), 3’ ebenfalls Bewegungen 


*) Vgl. meine friiher erwihnte Note, pag. 498. 
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X'(x, 0), Y' (x, 0), 3 (a, >t) 


welche eine Gruppe %, bestimmen; und zwar gehen jetzt x’ und ¢ durch 
die Mitte von TT, wihrend y' in die Seitenfliche ¢€ fiallt. 

Alle dem Fall b entsprechenden Gruppen ergeben sich demgemiiss 
durch Zusammensetzung der Gruppe &, mit den Translationsgruppen. 
Wir haben dabei nur zu priifen, ob die so gebildeten Gruppen auch 
Gruppen b) sind, d. h. die Eigenschaft haben, dass niemals eine Axe 
x, eime Axe y, eine Axe g durch denselben Punkt hindurchgehen. Es 
geniigt, dies fiir das Parallelepipedon TT zu untersuchen, 

11. Durch Verbindung der Gruppe %, mit den Translationen 


Coe Tos Gs 3 (t2-+ ty +1.) 
entsteht die Gruppe %,*), niimlich 
¥'(x,0), Y'(@,0), B(x, 5%), 
ey Ty, Tey > (tatty +t)> 
(y'2)=0, (ca’)—0, Wy) = pn. 


Die Geraden x, y, 2 bilden (Fig. 19) je eine Gruppe ©,(2); die Gruppen 
©,’ liegen in den Diagonalebenen, G,’ und 6,’ 
in den Hauptebenen. Die Schraubenaxen 2, y, 2 
zerfallen in je zwei Classen gleichberechtigter 
Axen. Die Drehungsaxen 2’, y’, ¢ bilden nur 
je eine Classe. Wir erhalten daher 9 Arten 
Geraden, 

Es mége noch bemerkt werden, dass jede 
Gerade 














xz von y und 2, x von y und 2, 
y von 2 und a, y von gz und gz, 
2 von # und y, 2@ von £ und y 


geschnitten wird. Die Lage der Geraden ist symmetrisch nach den 
drei Richtungen. 


12. Mit den Translationen > (t.+ 2), resp. . (t.+ ty) lasst sich 


keine Gruppe bilden, die dem Fall b) entspricht. Jede dieser Trans- 
lationen fiihrt auf drei sich in einem Punkt schneidende Axen. 


13. Die Translationen t,, t,, T., + (t2-+t,) ergeben die Gruppe 


*) J. 101, S. 11. 
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B,*) X'(x, 0), Y' (x, 9), 3 (x, +h), 
Tx, Ty, Ts > (t2+ Ty), 
’ ’ te 1 
y 2) =0, (ex) =0, (vy)= zt. 
Die Geraden x und y bilden (Fig. 20)**) je eine 


Gruppe ©, (2), die Geraden z eine Gruppe ©,(2). yy LO 
Nur die Hauptebenen € enthalten Gruppen ©), 6-------“-p---~ 

und zwar abwechselnd nur Geraden a, resp. 2 | ’ 
nur Geraden y. Die Axen ¢ zerfallen in drei | <pet—-—>“ 
Classen gleichberechtigter; dagegen bilden die ae f 


| 
| 
| ' ' 
Geraden 2, y, 2’, y’ nur je eine Classe. Es giebt WA i: IG 


daher 7 Classen von Geraden, 2 nena yn 
14. Endlich ergiebt sich noch die Gruppe ae 
Be) Xx, 0), Ye, 0), 8(% F%): 
Tz, Ty, Tay eS 
on ieee oe | Va P 
(y 2) 0, (sx) 0, (vy) qt 4 ‘ i 
Dieselbe enthilt (Fig. 21) nur Untergruppen | j - 
€, (2), resp. ©,(2). Die Geraden zg zerfallen in vier A v4 
Classen gleichberechtigter, die Geraden 2 und > : a 
y nur in je zwei. Es giebt daher 8 Classen + am wa 
von Geraden. Deigineli” 
Aus %, erhalten wir fiir t,—0, resp. Fig. 21, 


t; = 0, t,=0 zwei specielle Gruppen %,’ 
und %,”. Die letztere ist nichts anderes, als die Gruppe ¥)., 
c. 


15. Seien x und y die beiden sich schneidenden Geraden; sie 
mogen (Fig. 22)+) mit den Mittellinien einer 











Grundfliche von TT zusammenfallen. Aus § 2, 5 ys OA iit 
folgt, dass « und y Schraubenaxen sein miissen.  (*-"}>-“"""-""" 
Ferner giebt das Product von X und 9) eine Be- : 
wegung 3'(z, 0), deren Axe 2’ in eine Kante 4 we a 
von TT fallt. Daes keine Gerade 2 geben kann, 

die von einer Geraden x oder y yeschnitten yp me ge be 
wird, so folgt sofort, dass die Geraden # eine  \>—~---<%.- J” 
Gruppe ©, (2) bilden, und dass die Translationen Fig. 22. 


MUI Tz, Ty, T, Sein kimnen. 
*) S. 9 und 13, Diese beiden Gruppen von Herrn Sohncke sind identisch 
Bei J, fehlt diese Gruppe. 
**) Die punktirten Linien der Fig. 21 sind keine Axen. 
***) S. 6; fehlt bei J. 
+) Die punktirten Linien der Figur sind keine Axen. 
Mathematisciic Annalen, XXVIIi. 
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Die Bewegungen 
Bs) -&(x, £ ee), D(x, +4,), 3, 0), 
Tx,» Ty, Tas 
: 1 P 
(yz) me ag (¢ 2) = = (xy) = 0 


bilden in der That eine Gruppe. Dieselbe enthalt nur Untergruppen 
von der Gattung €, (2) oder ©,(2). Die Geraden x und y zerfallen in je 
zwei Classen gleichberechtigter Geraden; die in den Ebenen § liegen- 
den sind gleichberechtigt; dagegen sind zwei dieser Geraden, deren 


Abstand 5 t;, ist, nicht gleichberechtigt. Die Axen 2’ zerfallen eben- 


falls in zwei Classen gleichberechtigter; es giebt daher 6 Arten von 
Geraden. 
Fiir t, = 0 ergiebt sich eine specielle Gruppe ¥,'**). 


d. 


16. Aus § 2,5 folgt, dass sdéimmtliche Axen Schraubenaxen sein 
miissen, und zwar so, dass drei Axen 2, y, 2 kiirzesten Abstandes drei 
windschiefe Kanten eines Parallelepipedons bilden, dessen Dimensionen 

1 1 1 : 


on sme, Ey Yn ti, sind. Wir erhalten in der That 
' “3 d 


Aaa | 
(Srseeebenegeeeeeebeney” eine Gruppe, definirt durch 
; et raed ; 
* 4 ; : A _ i ” 1 9 1 ‘ 1 
mt bia Bm x(x, > tz), » (x, oy ty); 3(z, ,), 
ra. Fe . 7 
{ tt f | Tzy Ty, Ty 
a a sales - 1 1 1 
Ki HTS CRO TH COTS 
Fig. 23. Dieselbe enthalt (Fig. 23)+) nur Untergruppen 


€,(2). Die in den Diagonalebenen liegenden Geraden sind gleichberechtigt, 

diejenigen in den Hauptebenen nicht. Die Axen z, y, 2 zerfallen in je 

zwei Classen gleichberechtigter, es giebt daher 6 Arten von Geraden. 
(Fortsetzung folgt). 


Gottingen, Juli 1886. 


*) J. 98, S, 12. 
**) J. 88. 
**t) S. 14; fehlt bei J. Die in obiger Abhandlung nicht enthaltenen, aber 
von Herrn Jordan aufgestellten Gruppen 90 und 94 bis 98 geben nichts Neues, 
+) Die Kanten des Parallelepipedons TT sind keine Axen der Gruppe, 





























Ueber die Deformation eines dreidimensionalen Raumes in 
einem ebenen vierdimensionalen Raume. 


Von 


Friepricu Scuur in Leipzig. 


Nachdem in friiheren Abhandlungen unrichtige oder ungenaue 
Angaben iiber die Deformirbarkeit eines Raumes von » Dimensionen 
innerhalb eines ebenen (m-+1)-dimensionalen Raumes gemacht worden 
waren, habe ich in meiner Schrift ,,iiber die Deformation der Raiume 
constanten Riemann’schen Kriimmungsmaasses‘‘*) gezeigt, dass die 
Nicht-Deformirbarkeit solcher Riume nur unter gewissen Voraus- 
setzungen behauptet werden darf, und habe auch Beispiele deformir- 
barer Raiume gegeben. Bereits vorher war freilich Herr Killing**) zu 
demselben Resultate gekommen und hatte auch seinerseits in denjenigen 
n-dimensionalen Riumen, welche eine Schaar ebener (x — 1)-dimen- 
sionaler Riume enthalten, Beispiele von Raumen gefunden, die innerhalb 
eines ebenen (m-+ 1)-dimensionalen Raumes deformirbar sind. 

Was indessen die weitere ohne Beweis von Herrn Killing auf- 
gestellte Behauptung betrifft, dass hierdurch alle »-dimensionalen 
innerhalb eines ebenen (n-+1)-dimensionalen Raumes deformirbaren 
Raume gefunden seien, so schien mir dieselbe schon bei Abfassung 
der o. a. Schrift zweifelhaft. In der That fand ich sehr bald, dass 
dieser Zweifel begriindet sei, insofern gerade die von mir dort ange- 
gebenen Raume keine ebenen (n — 1)-dimensionalen Riiume zu enthalten 
brauchen. Es schien mir daher der Miihe werth, die Frage nach allen 
innerhalb eines ebenen (n-+1)-dimensionalen Raumes deformirbaren 
Raumen von » Dimensionen niher zu untersuchen, wobei ich mich 
indessen auf den Fall »—3 beschriinkt habe, der mir besonderes 
Interesse zu bieten scheint. In diesem Falle ist es mir auch gelungen, 
die Frage bis zu einem gewissen Grade zu erledigen. 


*) 8. Math. Ann, Bd. XXVII, p. 172. 
**) §. Killing, Die nicht-euklidischen Raumformen in analytischer Behand 
lung, Leipzig, 1885, p. 238. 


23* 
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Man findet nimlich, dass diese Riiume co? gerade Linien enthalten 
miissen, dass ferner jede derselben von zwei unendlich benachbarten 
getroffen wird, sodass man dieselben zu zwei Schaaren abwickelbarer 
Flichen zusammenfassen kann. Ordnet man nun die Richtungen der 
geraden Linien des ebenen vierdimensionalen Raumes den Punkten 
eines dreidimensionalen sphirischen Raumes in bekannter Weise zu, 
so entsprechen jenen co? geraden Linien die Punkte einer gewissen 
Flache innerhalb desselben und jenen beiden Schaaren abwickelbarer 
Flachen entsprechen zwei Schaaren von Linien, welche die Flaiche in 
unendlich kleine sphiirische Vierecke theilen, also conjugirte Linien 
sind. Die Entscheidung nun, ob der gegebene dreidimensionale Raum 
innerhalb des ebenen vierdimensionalen deformirbar sei oder nicht, ist 
dann zuriickgefiihrt auf die Entscheidung dariiber, ob jene Fliche 
innerhalb des sphirischen Raumes so deformirbar sei, dass jenen beiden 
Schaaren von Linien auf derselben die Eigenschaft erhalten bleibt, sie 
in unendlich kleine sphirische Vierecke einzutheilen. Hierbei bediirfen 
allerdings einige Ausnahmefille einer besonderen Untersuchung. 

Was nunmehr das Problem betrifft innerhalb eines sphirischen 
dreidimensionalen Raumes alle Flaichen aufzustellen, die so deformirbar 
sind, dass zwei Schaaren conjugirter Linien auf derselben in eber- 
solehe iibergehen,*) so ist es mir nicht gelungen der Lésung desselben 
naher zu kommen. Es lisst sich nur so viel sagen, dass bei Annahme 
einer beliebigen F'liiche und irgend zweier Schaaren conjugirter Linien 
auf derselben die Deformation i. A. nicht unter obigen Bedingungen 
modglich ist, dass also die von mir a. a. O. aufgestellten nothwendigen 
Bedingungen fiir die Deformirbarkeit eines dreidimensionalen Raumes 
innerhalb eines ebenen Raumes von vier Dimensionen nicht zugleich 
auch hinreichend sind. 

Wenn es mir also auch nicht gelungen ist, das im Titel gemeinte 
Problem vollstindig zu erledigen, so diirfte das Folgende doch zur 
besseren Einsicht in die Natur desselben beitragen. 


I. Im zweiten Paragraphen meiner o. a. Schrift habe ich als 
nothwendige Bedingungen dafiir, dass ein Raum von » Dimensionen, 
der innerhalb eines ebenen (n-++-1)-dimensionalen Raumes durch die 
Gleichung: 


n 
1 
(1) Gap = F(x, Hy). +) Ma) = > Deatta tty > ++ 
, a,b 


*) Offenbar enthiilt dies Problem als speciellen Fall dasjenige: eine Fliche 
so zu deformiren, dass die Kriimmungslinien derselben in ebensolche tibergehen, 
welches fiir den ebenen Raum von Bonnet in seinem ,,mémoire sur la théorie des 


surfaces applicables sur une surface donnée“, Journal de I’école polyt. ton, XXV, 
p. 58. behandelt worden ist. 
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gegeben ist, innerhalb desselben in der Nihe des Anfangspunktes 
deformirbar sei, die angegeben, dass alle Unterdeterminanten 3. Ord- 
nug der aus den ¢,, gebildeten Determinante verschwinden. Es folgte 
dies aus der Betrachtung des Riemann’schen Kriimmungsmaasses, welches 
fiir den Anfangspunkt die Form annimmt: 


n 
= (Cap Coy — Cac % ») (dx, dx, _ dx, dx.) (dx, x, —_ dx, 3 x4) 
(2) Ke =» a,6; c,d kh 


> (da, 8, - dx,dx,)? 
ae 


Denn nur dann ergaben sich aus vorgelegten Werthen der Unter- 
determinanten 2. Ordnung Cap¢:» — Cac Cp» nicht eindeutig die Werthe 
der Ca, selbst. 

Um diese Bedingungen nun auch in dem Falle zu erhalten, dass 
der zu deformirende Raum in der Form: 


(2) La = Paltz, Uy, « «+> Un) (a1, 2,..., +1) 
gegeben ist, wird es vortheilhaft sein, das Riemann’sche Kriimmungs- 
maass durch die sogenannten Fundamentalgrissen 1. und 2. Ordnung 


auszudriicken. Als Fundamentalgréssen 1. Ordnung bezeichnen wir 
die Ausdriicke: 





4 NO Ox, 0%, 
( ) Cab = Ou, Ou, ? e 
c 


und als Fundamentalgréssen 2. Ordnung die Gréssen: 


1 1 * n+1 ‘i 
5 EB Sp _ oa, ~ oP, 0x, ~ é P. Cx, 
6) Bom 22 age, sou, Duy ae, Oe, 
c c ¢ 


Hier sind die Gréssen P,, die sogenannten Richtungscosinus der Normale, 
bestimmt durch die Gleichungen: 


1 
(6) Sp, 
b 


und: 


(7) > Pe owt: 


Falls die Fundamentalgréssen 1. und 2. Ordnung in geeigneter Weise 
als Functionen der uw, gegeben sind, so ist der Raum (3) bekanntlich*) 
bis auf seine absolute Grésse und Lage im Raume vollkommen bestimmt. 





Ox p 
Fu, =0 (as=1,2,...,m), 


*) S. Runge, Ueber die Kriimmung, Torsion u. s. w., Diss. Berlin, 1880. 
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Um nun aus (2) einen Ausdruck fiir das Riemann’sche Kriimmungs- 
maass herzuleiten, miissen wir zuniichst einen Uebergang suchen von 
dem hier vorausgesetzten allgemeinen Coordinatensysteme zu dem 
speciellen, welches der Gleichungsform (1) zu Grunde liegt. Bezeichnen 
wir die Coordinaten in demselben mit y,, so mag der Anfangspunkt 
desselben, welcher ja ein Punkt von (3) ist, in dem allgemeinen Co- 
ordinatensysteme die Coordinaten ~,°,..., 72,, haben. Da seine y»41- 


Axe die Richtungscosinus P,°,..., P,1 hat, so ist offenbar: 


n+l 
(8) Yui = Luts +>P Bo. 
a 
Nun ist doch: 
OPUn ts ) 
¢ . —_— 
(9) Cab — ( OYgOYs ” 
und: 


ng niin ne - n+l; n, ne 
(10) PY SY p° x, Ou, Ou, +>'P Oz, Oy 
CY,0Y, at  ° OUdUu, DY, OY -- “ 6%, OY,0Y5 


, 0,1 


Es wird demnach auf Grund von (5) und (6): 


n 
ou. Ou 
0 d 
(11) as= >) Ey st 5 
: ” OY, OY 
¢ 


Wir erhalten daher nach iihnlichen Umformungen, wie ich sie in § 4 
meiner Abhandlung*) ,,Ueber den Zusammenhang der Riiume constanten 
Kriimmungsmaasses mit den projectiven Riiumen“ vorgenommen habe, 
fiir das Riemann’sche Kriimmungsmaass in irgend einem Punkte des 
Raumes (3) den Ausdruck: 


n 


> (Bigg Boy — By My y)(du, Fu, -- du, dui.) (du, du, — du, du) 
a,b; ¢,d 
(12) K =“! - ——_—___—_—_—_—__————— 


" 
Dy (tao Coy — Cac Spy) (AU I My — Au, duU,) (du, Fu, — du, d uy) 
a,b; ¢,d 
Da bei Deformation das Riemann’sche Kriimmungsmaass erhalten 
bleiben muss, so lehrt er ohne Weiteres, dass eine solche nur dann 
modglich ist, wenn alle Unterdeterminanten 3. Ordnung der aus den 
Fundamentalgrissen 2. Ordnung E,» gebildeten Determinante verschwinden. 


I]. Beschriinken wir uns nunmehr auf den Fall n = 3, so giebt 
es offenbar unter den gemachten Voraussetzungen in jedem Punkte 
des Raumes (3) eine ausgezeichnete Richtung von der Beschaffenheit, 


*) S. Math. Ann, Bd. XXVII, p, 537. 
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dass alle dieselbe enthaltenden geodiitischen Flichen verschwindendes 
Kriimmungsmaass besitzen. Aus diesen Richtungen setzt sich ein 
System von doppelt endlich viel Linien zusammen, welche man zu 
- Linien «, = const., «, = const. machen kann. Dann muss offenbar 
sein: 





(13) £,,;=90, £,,=0, Ey =0. 
Aus diesen Gleichungen folgt nun zunichst in Verbindung mit: 
4 
¢ P, 
(14) 2? ja = 9» 
i= 
dass die P, von u, unabhingig sind. Es besagen daher die Gleichungen: 
4 4 4 
oP, 0x, — oP, 0x, oP, 0x, 
(15) “Ou, Ow ” Ot, OUs’ = Ott, Cus’ 
a=1 a=1 a=1 
und 
A tet ut 
a) 3 (eon 
g=1 : ; 
welch letztere Gleichung nur den Parameter w, niiher definirt, dass 
auch die = unabhingig von w, sind, d.h. dass die s, lineare Fono- 


tionen von u, sind, dass der zu deformirende Raum also gerade Linien 
enthalten muss. 
Wir kénnen denselben daher darstellen in der Form: 


(17) La = Pa(Uy, Uy) thy Wa (tl, , My) (a= 1,2, 3, 4), 
wo: 

4 
(18) be = 1. 

a 


Hierdurch wird E,, von selbst 0, Sollen also auch E,, und £,, 
unabhiingig von u, verschwinden, so liefert das die vier Determinan- 
tengleichungen : 


| OV, OPy 0%, : 




















(ou Bat: oe Ya | =, 
OP, 2%, OW, 

— ’ = ( 
(19) | Om, > Oty 7 tty? Pa | )» 
fo 
(Ou, ’ Ou’ Om’ “* hes 

| dp ow ow 
S41 al a +, Wa | =(, 


| OU ’ Ou ’ CU, 


welche in dem Verschwinden der Matrix: 
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OM, OPq OW, OW, 
@9) Om? Oe? Om” Oa” 
einen gemeinsamen Ausdruck finden. 
Dies besagt nun geometrisch, dass es zu jeder Geraden zwei un- 
endlich benachbarte giebt, von welchen sie getroffen wird. Denn dann 


miissen fiir gegebene Werthe von u, und u, die 4 Gleichungen befriedigt 
werden kénnen: 


Wo |= 0 


0%, 





be ow 
(21) = “duy+5 5a © dy + ts, = 2. “du, + %;' 5 wag Ut + (es —Us) Ya=0 


(a= 1,2,3,4). 


Wir wollen hier zuniichst von dem Fall absehen, dass diese zwei 
benachbarten und schneidenden Geraden fiir jede Gerade des betrachteten 
Raumes zusammenfallen. Dann kinnen wir offenbar die Geraden des- 
selben zu zwei Schaaren abwickelbarer Fliichen zusammenfassen und 
annehmen, dass dies die Flichen u, = const. und u, = const. seien, 
dass also die Gleichungen (20) durch du, = 0 resp, du, = 0 befriedigt 
werden kénnen. Es miissen daher die Matrices: 


| OQ, 0%, 09, 2%, 


@2) laa? Fur? Ve] Md [Gee Gaye [=O 








sein, wodurch die Matrix (20) von selbst verschwindet. 
Diesen Gleichungen geniigt man nun auf die allgemeinste Weise 
- dadurch, dass man setzt: 


ae = 


OY, 
(23) —_— =Aivat ne - 


=A, Yat My Ot, ? 

wo die A, und w, gewisse Functionen von wu, und wu, sind; sind die- 

selben sowie die %, den Integrabilitiitsbedingungen gemiiss gewiihlt, 

so sind die g; dadurch bis auf willkiirliche Constanten bestimmt. 
Offenbar wird jetzt: 


Cy =A? + (Uy +u,)? Fy, 3 = 4, 
(24) Cyy = Ay Ag + (Ug Hy) (Ug + He) Fy, Cy; = A,, 
C9 = A? + (Uy ty)? Pp2, es; = 1, 
wo: 
57 24, Ow, 
(25) Fas= | 


Ou, OU, 
Was nun die ne betrifft, so lauten dieselben: 


ow a ow 
a a Ug a 
fy) + a a,) . a — 4) 3 = 


‘ BV, 
(26) Gardeq 


a 
+ th oie) a = 0. 
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lll. Hier sind zuniichst einige specielle Fille gesondert zu be- 
handeln. Es kann zuniichst der Fall eintreten, dass die %, tiberhaupt 
von u, und w, unabhiingig, also constant sind, durch welche Annahme 
die Matrix (20) von selbst verschwinden wiirde, wie auch die g, be- 
schaffen sein mégen. Bei geeigneter Wahl des Coordinatensystems 
wird man dann y, = ¥, == Y, = 0 und y, — 1 setzen kénnen; fihrt 
man noch fiir uv, als dritten Parameter u, + 9, (u,, %,) ein, so kommt 
man gerade auf den cylindrischen Raum, welchen ich schon a. a. O. 
p- 172 als deformirbar erwihnt habe. 

Es kann zweitens der Fall eintreten, dass die % nur von u, ab- 
hingig sind. Dann muss offenbar nach (25) sein: 


5 . Ou CLP CLA 

(27) tly —_ A, =0O und Oty — Ou, = 0. 

Fiihrt man daher statt des Parameters u, den neuen Parameter 
Us = fy + Uy 

ein, wodurch die Gleichungen (17) unseres Raumes iibergehen in: 

(28) Tq = Pa(My , My) + Uy Yas 

wo: 


; Pi = Pa — My Vas 
so wird auch: 


0% 
ri 
unser Raum wiirde sich also auf eine Fldche reduciren, welche natiir- 
lich innerhalb eines ebenen vierdimensionalen Raumes deformirbar ist. 
Nehmen wir endlich an, dass die Integrabilitiitsbedingungen da- 
durch erfiillt sind, dass ausser den Gleichungen (27) noch die Glei- 
chungen: 


Ol, 
(29) #, —¥.=O0 und in 49 


0, 


bestehen, so wiirde: 


- (80) ce i 


OU, OU, 





sein. Fiihrt man demnach wu,’ = uw, + u, wiederum als neuen Para- 
meter ein, so ist unser Raum darstellbar in der Form: 


(81) Lq = thy Wa (My, Uy), 


und es ist evident, dass jede Deformation der in dem sphiirischen 
Raume (18) gelegenen Fiche: 


(32) qa = Wa (Uy » Uy) 
eine Deformation des conischen Raumes (31) liefert. 
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IV. Was nun den allgemeinen Fall betrifft, so folgt aus den 
Integrabilitaitsbedingungen (26) zuniichst die Gleichung: 


(33) | 


Ist dieselbe erfiillt, so kann man die Gleichungen (26) durch die drei 
symmetrischen ersetzen: 


‘. OF y +(5n Sees d,) Pyy+ (a, — a Fy, — 0, 


Fv, OW, OW, 
OM, Cte’ OM,’ Oty’ 





Yq |= 0. 


1 
2 OU, OU, 
(34) + (uy — M2) yam 4(2 ee d,) Fy+(a, es se) Fy, = 0 
— (4; — He) Fy +(5u a a) = 0. 
Indem man die ersten beiden Gleichungen nach of — A, und 
Olle 


4, auflést, ist es leicht aus diesen drei Differentialgleichungen 


7 
1. Ordnung eine Differentialgleichung 2. Ordnung fiir 


Ss 
=z (ih) = 4 
von folgender Form abzuleiten: 
or O* Ou Ou ae 
(35) OU, Oly ¥ Ou A, + OU 4, +pin?, 


‘wo die A, A,, A, rationale Functionen der /,, und deren ersten und 
zweiten Ableitungen sind. Auf Grund dieser Differentialgleichung ist 
«w durch die J',, bestimmt bis auf je eine willkirliche Function von 
u Tesp. U3 “, und w, selbst und in Folge dessen auch A, und A, kann 
man sich dann dadurch vollstiindig gegeben denken, dass man etwa 


1 hd bd h4 se ° ’ s 
> (i +H) noch gleich einer willkiirlich gegebenen Function von wu, 


und «, setzt. Man bemerke jedoch, dass diese willkiirliche Function 
nicht als weiteres willkiirliches Element in der Bestimmung des ge- 
suchten Raumes auftritt, dass dieselbe vielmehr ihren Ursprung darin 
hat, dass tiber die Fliiche u, = 0 innerhalb desselben noch nichts fest- 
gesetzt ist, wiihrend ja u, selbst die Entfernung irgend eines Punktes 
jeder Geraden vom Punkte u, = 0 derselben bedeutet. So wiirde z. B. 
die Annahme, dass uw, + 4, = 0, geometrisch darauf hinauskommen, 
dass eine gewisse Mittelfliiche als die Fliche u,—0 gewihlt wird, 
niimlich der Ort der Mitten zwischen den beiden Schnittpunkten jeder 
Geraden mit den beiden unendlich benachbarten, welche sie treffen. 
Was aber die beiden zur niheren Bestimmung von w dienenden Func- 
tionen von w, resp. u, betrifft, so kann man, nachdem man etwa festgesetzt 
hat, dass wu, resp. u, die Bogen der Curven u, = 0 resp. u, = 0 auf 
der Fliiche (32) bedeuten, diese Functionen sich dadurch gegeben denken, 
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dass die Bégen der Curven wu, =O resp. u, = 0 auf der Mittelfliche 
als Functionen von «, resp. u, vorgelegt sind, 

Nachdem also die Fliche (32) innerhalb des sphirischen Raumes 
(18) willkiirlich angenommen ist und auf ihr die Linien u, = const. 
und u, = const. der Bedingung (33) gemiiss gewihlt worden sind, ist 
durch die eben gemachte weitere Festsetzung vollstiindig ein Raum 
bestimmt, welcher die friiher gefundenen nothwendigen Bedingungen 
der Deformirbarkeit befriedigt. 

Nun hat offenbar die Bedingung (33) die geometrische Bedeutung, 
dass die Linien «, = const, und uw, = const. die Fliche (32) in un- 
endlich kleine Vierecke eintheilen, deren Ecken in gréssten Kugeln 
des sphiirischen Raumes (18) liegen, oder dass jene Linien conjugirte 
Linien sind. Betrachten wir daher die Ausdriicke (24) fiir die Coef- 
ficienten des Linienelements und bedenken, dass die developpabeln 
Fliichen sowohl, zu welchen sich die Geraden zusammenfassen lassen, 
als auch die Mittelfliche in unserem allgemeinen Falle eine bei Defor- 
mation invariante Bedeutung haben, so folgt, dass der so bestimmte 
Raum dann und nur dann wirklich innerhalb des ebenen vierdimen- 
sionalen Rauwmes deformirbar ist, wenn die Fiche (32) innerhalb des 
sphirischen Raumes (18) so deformirt werden kann, dass die Linien 
u, = const. und u, = const. die Higenschaft beibehalten, einander con- 
jugirt zw sein. 

Es ist klar, dass bei willkiirlicher Annahme der Fliche (18) sowohl 
als des einen Systems von Linien auf ihr eine solche Deformation 
nicht mdglich sein wird. Wir erhalten demnach das Resultat, dass 
cin innerhalb eines ebenen vierdimensionalen Raumes gelegener Raum 
von 3 Dimensionen, fiir welchen die aus den Fundamentalgréssen 2. Ord- 
nung E,5 gebildete Determinante (oder das Kriimmungsmaass im 
Kronecker’schen Sinne) iiberall verschwindet, im Allgemeinen noch nicht 
deformirbar ist. Die weiteren Bedingungen, welche hierzu nothwendig, 
aber auch hinreichend sind, zeigen, dass die Aufstellung aller solchen 
deformirbaren Riiume, die Integration der Differentialgleichung (35) 
vorausgesetzt, hinauskommt auf die Lisung des Problems, innerhalb 
eines sphdirischen dreidimensionalen Raumes alle F lichen zu finden, 
welche in ihm so deformirbar sind, dass gwei conjugirte Liniensysteme 
derselben in ebensolche iibergehen. Dieses, wie es scheint, sehr schwierige 
Problem zu lésen, ist mir nicht gelungen. Ich will mich hier damit 
begniigen, auf sehr einfache Beispiele solcher Flichen hinzuweisen. 
Es sind die Rotationsfliichen, d. h. die durch Rotation irgend einer 
Curve innerhalb des sphirischen Raumes (18) um eine durch den An- 
fangspunkt gehende Ebene entstandenen Flichen. Sie sind stets in 
andre Rotationsflichen so deformirbar, dass die Parallelkreise und 
Meridiane in ebensolche tibergehen. Man sieht leicht, dass dieselben 
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i. A. keine gréssten Kreise, die ihnen entsprechenden dreidimensionalen 
Riiume also keine Ebenen enthalten werden. 


V. Es bleibt uns zuletzt noch iibrig den bisher ausgeschlossenen 
Fall zu untersuchen, dass die zwei jeder Geraden benachbarten, welche 
sie treflen, jedesmal zusammenfallen, dass die Geraden des betrachteten 
Raumes also nur ein System abwickelbarer Fliichen bilden. Sind dies 
die Flichen u, = const., ist also wieder: 


28 0%, Ow, 
(36) au, = Aa + Uy Du, ? 


so ergiebt die Bedingung, dass jede Gleichung der Determinantenform 
(efr. (21)): 


’ | Op, , OW, 0%, , O, 

< ’ aan - . : = ( 
(37) lout Get Gar tt yn He =O 
die Doppelwurzel u,’ = — mw, haben muss, dass sein muss: 
‘ OPq OW, OY, 

‘ 8 = 4 

(3 ) OUg Ay Wa + Uy OU + v Ou, ? 


woraus sich die Integrabilitiitsbedingungen : 


Oa 7 Ov, a oy 
(90) 2% 4 (a, 4 2 — 9m) 2% 4 (Bm _ 2.) 20 


OU, OU, J OU Ou, OU, 
Olp OA, kal 
+ (oe ou ) ve = 0 


ergeben. 

Sehen wir wiederum von denselben Specialfiillen ab, die bei Be- 
handlung der Integrabilitiitsbedingungen (26) in Betracht kamen und 
auch dieselbe Erledigung finden, so folgt aus den Gleichungen (39), 
dass die Determinante: 

a*@, 0%, OW, 
(40) Ou? > Oty? Ct,’ 
sein muss. Es bedeutet dies, dass die Curven wu, — const. der Fliiche 
(32) Haupttangentencurven sind. Es kommt also darauf an, diese 
Fliche imnerhalb des sphiirischen Raumes (18) so zu verbiegen, dass 
eine Schaar von Haupttangentencurven derselben in ebensolche tiber- 
geht. Das ist aber, wie hier nicht niher ausgefiihrt werden soll, nicht 
anders méglich, als wenn diese Haupttangentencurven grisste Kreise 
sind, die abwickelbaren Fliichen, zu welchen wir die Geraden des zu 
deformirenden Raumes zusammengefasst haben, also Ebenen. Dass in 
diesem Falle wirklich eine Deformation mdglich ist, hat ja Herr Killing 
a, a. O. bewiesen, Aus unserer Behandlung der Frage geht noch hervor, 
dass mit Ausnahme eines sogleich zu erwiihnenden Specialfalles diese 
Deformation nur auf dem von Herrn Killing angegebenen Wege 
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geschehen kann, nimlich so, dass jene Ebenen wieder in Ebenen iiber- 
gehen. (Kine Ausnahme bilden natiirlich auch die oben erwihnten 
cylindrischen und conischen Riiume). Man bemerke noch, dass hier 
bei der Deformation noch tber eine willkiirliche Function einer Ver- 
iinderlichen verfiigt werden kann, wiihrend in dem oben behandelten 
sogenannten allgemeinen Falle nur eine willkiirliche Constante disponibel 
sein wird, 

Hingegen kann bei der Deformation noch iiber drei willkirliche 
Functionen je einer Veriinderlichen verfiigt werden eben in jenem 
Ausnahmefalle, niimlich, wenn die Fliche (18) auf eine grésste Kugel 
abwickelbar ist. Denn da sich in diesem Falle je zwei aufeinander- 
folgende dieser gréssten Kreise schneiden, so haben auch zwei aufeinan- 
derfolgende Ebenen des zu deformirenden Raumes eine Gerade gemein- 
sam, dieser Raum kann also in einen ebenen Raum deformirt werden 
oder er hat verschwindendes Riemann’sches Kriimmungsmaass. Dies 
lisst sich auch leicht analytisch verificiren. 

Niher auszufiihren, wie die Deformation in diesen Fallen wirklich 
vorzunehmen ist, scheint mir von geringerem Interesse. Die grosse 
Anzah] von Specialfiillen, auf welche schon in diesem einfachsten Falle 
der Deformation eines dreidimensionalen Raumes innerhalb eines ebenen 
vierdimensionalen Riicksicht zu nehmen ist, mag erkennen lassen, wie 
sich dies Problem beim Aufsteigen zu héheren Dimensionen complicirt 


Maciejewo, im September 1886. 








Zum Umkehrproblem in der Theorie der Abel’schen Functionen. 
Von 


Max Noerner in Erlangen. 


In den hier mitzutheilenden Betrachtungen*) verfolge ich mehrere 
Zwecke. 

Zunichst handelt es sich um Herstellung einer méglichst symmetrischen 
Gestalt fiir die Formel, durch die einfache Thetaquotienten algebraisch 
durch die oberen Grenzen derjenigen Integralsummen ausgedriickt 
werden, welche die Argumente der Thetafunctionen bilden. Wiahrend 
die Herren Prym, Weber und H. Stahl**) der Symmetrie durch Ein- 
fihrung einer Summe von p -+ 1 Integralen sich nihern, erreiche ich 
-durch Einfiihrung einer Summe von 2p — 2 Integralen eine Formel 
(§ 4, (13)), welche auch noch in den unteren festen Grenzpunkten 
symmetrisch geworden ist; welche ferner den sonst in den unteren 
Grenzen nach Clebsch und Gordan’s Vorgang formal eingefiihrten 
einen Punkt der Grundcurve mit den p Beriihrungspunkten einer der 
zu diesem Punkte gehérigen Beriihrungscurven auch explicit nicht 
mehr enthilt, und in deren algebraischem Ausdrucke nur reine Be- 
riihrungscurven (vgl. § 2) auftreten. Auch die Herleitwng der sehr 
einfachen Formel geschieht véllig symmetrisch. 

Zweitens, und hauptsiichlich, gebe ich in § 5 einen einfachen 
Uebergang von dieser Formel zu einer neuen Lésung des Jacobi’schen 
Umkehrproblems. Ich gelange unmittelbar in (21), oder (21’), zu den 
Gleichungen zweier Curven (dritter, oder zweiter, Dimension in den 9), 
welche die Grundcurve in den gesuchten p Punkten treffen. 


*) Dieselben sind ein kurzer Auszug aus einigen Theilen einer eingehenden 
Vorlesung iiber algebraische und Abel’sche Functionen. 
**) Prym, Neue Theorie der ultraelliptischen Functionen, Wiener Akad. 1864, 
§ 29, und allgemeiner in Theorie der Functionen in einer zweiblittrigen Fliche, 
Ziirich 1866; Weber, Theorie der Abel’schen Functionen vom Geschlecht 3, Berlin 
1876, § 24; H. Stahl, Ueber die Behandlung des Jacobi’schen Umkehrproblems 
der Abel’schen Integrale, Dissert, Berlin 1882, oder Cr. J., Bd. 89. 
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Ein analoger Uebergang ist zwar auch bei Weber (Il. c. § 26) 
und Stahl (Dissert. p. 16) enthalten. Indessen wird dort erst der Zahler 
des Ausdrucks (12) mittels des Additionstheorems der #-Functionen 
zerlegt und die die unabhiingige Variable enthaltenden speciellen Theta- 
quotienten werden durch ihre algebraischen Ausdriicke ersetzt, wobei 
die vollstindige complicirte Constantenbestimmung in diesen Ausdriicken 
verlangt wird; wihrend in (21) und (21’) diese Constantenbestimmung 
wegfallt, dafiir aber auch an Stelle der gegebenen Argumente 1 
als Argumente Gréssen v, + x, treten, in welchen die x, Integral- 
summen mit gegebenen festen, tibrigens beliebig anzunehmenden, oberen 
Grenzen sind. 

Endlich wollte ich, da ich als Grundlage der Entwicklungen die 
den 2?” eigentlichen Halber-Charakteristiken entsprechenden 2?” Theta- 
functionen und die zugeordneten Classen von reinen Beriihrungscurven 
einzufiihren habe (§§ 1—3), nochmals*) auf die nothwendige Unter- 
scheidung zwischen eigentlichen und Gruppen-Charakteristiken hinweisen, 
indem ich (§ 2, Nr. 3) die zweierlei Arten der Zuordnung von halben 
Perioden zu Beriihrungscurven nach dem Abel’schen Theorem aus- 
einandersetze. Den letzten Paragraphen (§ 6) habe ich hinzugefiigt, 
um zu zeigen, wie auch das verschiedenartige Verhalten der Trans- 
formation erster Ordnung diesen beiden Arten von Charakteristiken 
gegentiber die Unterscheidung klar bedingt. Zugleich dient derselbe 
zur Herstellung des Zusammenhangs der Charakteristikentransforma- 
tionen mit denjenigen Untersuchungen iiber Charakteristiken - Systeme 
und -Substitutionen, welche ich in der u. c. Arbeit, Math. Ann. XVI, 
angestellt habe. Es zeigt sich — auf noch directere und explicitere 
Weise, als bei Weber ,,Ueber die Transformation der Thetafunc- 
tionen “**) —, welche Transformationen und Systeme, bez. Substitu- 
tionen, sich entsprechen. 


§ 1, 
Vorerinnerungen. 


1. Sei f(a,, 2,23) = 0 die Gleichung einer algebraischen Curve 
n‘ Ordnung, vom Geschlechte py. Nachdem deren Punkte eindeutig 
auf eine Riemann’sche Fliiche bezogen sind, welche man durch p ca- 
nonische Querschnittpaare a,,b (x= 1,2,---, p) in eine einfach- 
zusammenhingende verwandelt hat, seien die zugehérigen canonischen 
Integrale erster Gattung durch 


an Mey +0 op ty 0+ Mae 


*) Vgl. meinen Aufsatz: ,,Zur Theorie der Thetafunctionen von beliebig 
vielen Argumenten‘‘, Math. Ann, Bd. XVI. 
**) Annali di Matematica, Ser. 2, Bd. LX, 
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deren Periodensystem am Querschnitte a, mit 
oh 336: wee Oe 
(xi fiir u,, O fiir die tibrigen «,), am Querschnitte b, mit 
Ax, Age, +++ Apx 
bezeichnet. Das allgemeinste simultane Periodensystem bezeichne 
ich mit 


1...p 
we = me -ni+ >) nea,,, (h—=1,2,-->, p), 


wo die m*, 


ich zu einer Charakteristik 


a@ yo 
Ny NMy--- %, 
(«) m= me me 
1 M%y- +. Mm, 


zusammenfasse, wobei (0) die Elemente 


n= einen Complex von 2p ganzen Zahlen vorstellen, den 


n= 0, nk =0 
und (a) + (8) = (af) die Elemente 
ne + n3, m+ més 
haben moge. Dieser Charakteristik (@) wird die Thetafunction mit 


_den p Argumenten v,,,,..., vp und den Gréssen a, als Moduln 
zugeordnet: 


Da(V;, Vo, ~~ +) Up) = Fa((v)) 
1...p @ a 1..p @ Sag 
a da ue( 4+) (+,+ - )+2 >» (4+ +) (o,+ =) 


ili eh h 
ot » 5p 
1...p 1 . 1 1...p , 
Sei (at ymtait ht) 
oa O((0+ 52°) 
wo 
iain 5 ((v)) = O((v)) 
gesetzt is 


Fiir die Periodicititseigenschaften und Beziehungen dieser Func- 
tionen verweise ich etwa auf meine Arbeit in Bd. XVI dieser Annalen*). 
2. Setzt man in die erste der 2°? #-Functionen ein: 


§ 
am du,—e (h=1,2,---, p), 


*) Zur Theorie der Thetafunctionen von beliebig vielen Argumenten, 
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wo € ein festgewihlter, § ein variabler Punkt von f, die e gegebene 
Constanten sind, so verschwindet 


(V“-9) 


als Function von &, in p Punkten 2,, 2, ..., %» von f, fiir welche 
1..p “8 
& = > 3 du, (mod. ganzer Perioden), 
a e° 
t 


nur specielle Werthe der e ausgenommen, bei welchen die 2,, 2, ..-, Zp 
auf eine zu f adjungirte Curve (n — 3) Ordnung, eine Curve g, zu 
liegen kommen, in welchem Falle der Ausdruck fiir jedes & ver- 
schwindet. Die p Punkte «° sind dabei die 0-Punkte von 


(/)) 


und sind algebraisch definirt*) als die p Beriihrungspunkte einer ge- 
wissen unter den 2?” zu f adjungirten Curven C; von der (n—2)!" 
Ordnung, welche durch die » — 2 weiteren Schnittpunkte von f mit 
einer Tangente in € hindurchgehen und f in je p Punkten beriihren. 

Die in den ¢,° beriihrende Curve C;° ist bei der angenommenen 
Zerschneidung der Riemann’schen Fliiche durch die ausgezeichnete 
#-Function vor den iibrigen C; ausgezeichnet. Fiir die Berihrungs- 
punkte ¢f der tibrigen Curven C,* hat man: 


1...p of 
(1) al du, = 5 a, 


d. h. in diesen Punkten ¢“ verschwindet 


ay (( J d ‘)) 
als Function von &. ‘ 


Sobald @,((0)) = 0 ist, fallt einer der Punkte ef, ..., 6% in den 
Punkt €; und umgekehrt. Die iibrigen Beriihrungspunkte « seien 
dann mit 

NT» U3. +++ Mp 
bezeichnet; dieselben sind die Beriihrungspunkte einer f in p — 1 Punkten 


*) Clebsch-Gordan, Theorie der Abel’schen Functionen. 


Mathematische Annalen, XXVITT 24 
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je in 1** Ordnung beriihrenden Curve @ und sind vom Punkte € un- 
abhingig. Fiir eine wngerade Charakteristik (a), d. h. wenn 
1...p . 
nem*==|a|==1 (mod. 2), 
A 
tritt dieser Fall immer ein; fiir gerade (a), d. h. fiir 
|a|=0O (mod. 2), 

kann dieser Fall — bei speciellen Moduln — eintreten. Aber beide 
Fille lassen sich immer nicht nur an dem Verhalten der #,((v)), son- 
dern auch noch an den Punktsystemen (xf, . . ., 7%_,) unterscheiden. In 
den Ausnahmefiallen gehért nimlich eine solche Punktgruppe (7f, ..., 43_,) 
zu einer linearen unendlichen Schaar von (p — 1)-punktigen Gruppen, 
welche alle der Charakteristik (a) zugeordnet sind und immer die 
Eigenschaft haben, dass eine Curve @ in ihnen f beriihrt; und zwar 
zu einer Schaar von gerader oder ungerader Mannigfaltigkeit, je nach- 
dem (a) eine ungerade oder eine gerade Charakteristik ist. Es wird, 
fiir ungerade (a), diese Mannigfaltigkeit zu oo*', wenn @,((v)) und 
alle ihre Differentialquotienten bis zu den 2/-ten incl. fiir 

V,= 0, = +--+: =v = 0 
verschwinden; fiir gerade (a) zu oo?, wenn @,((v)) und ihre Diffe- 
rentialquotienten bis zu den (2/7 + 1)'" incl. fiir 

v7, =0,= ++: =v =0 
verschwinden*). 

3. Zu bemerken ist, dass die zu € gehérigen Punkte ¢*, also alles 

in 2. Gesagte unveriindert bleibt**), wenn man statt der Tangente in 
€ eine / in ¢ beriihrende Curve g, gr, betrachtet und statt der Curven 


Cf nun diejenigen, quadratisch aus den  gebildeten Curven ¥" nimmt, 
welche durch die weiteren 2p — 4 Schnittpunkte von g; mit f gehen 
und f in noch p Punkten — «* — beriihren. Dies gilt nur, bei will- 
kiirlich gelegenem ¢, fiir die hyperelliptischen Curven nicht; und auch 
bei diesen, wenn man € in einen Punk+ legt, in welchem die zwei 
Punkte eines der hier existirenden Paare zusammenfallen, was zu der 
bekannten einfachsten Normirung in diesem Falle fiihrt. 

4. Ich gebrauche im Folgenden die algebraisch darstellbaren Theta- 
quotienten. Aus dem Abel’schen Theorem fiir Integrale 3'" Gattung 
(vgl. Clebsch und Gordan’s Werk, § 62), oder aus den Periodicitiits- 
eigenschaften, schliesst man, dass 


*) Riemann, ,,Ueber das Verschwinden der Theta-Functionen‘‘, Ges. 
Werke XI. 

**) Vgl. meinen Aufsatz ,,Ueber die invariante Darstellung algebraischer 
Functionen, diese Annalen Bd. XVII. 
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ph") 
==) 


eine rationale Function der Coordinaten von & ist, wenn 


Rie 1...8 
Sor Sov 0=1,3,--40, 


t i 
(0, @y +++ @y) == (@,'a,'+-+a—), mod. 2. 


§ 2. 
Reine Beriihrungscurven und Charakteristiken. 
1. Die in §1 Nr. 2 benutzten Argumentwerthe 


1...p = 
(2) in, = du — >! fan (h=1, 2, rey p) 
i e 


der #-Function #((v)), welche fiir § = 2%,, 2, ..., Zp je zu 0' werden 
soll, hangen nur formal von & ab. Um in digselben auch explicit 
nur solehe Punkte einzufiihren, welche von § unabhiingig sind, bietet 
sich die Gleichung (1) dar: . 


1... p—1 "G 
(3) a f aus 4. faw = + a”, 
® a? . 


wo wir unter (@) irgend eine wngerade Charakteristik verstehen. Mit 
ihrer Hiilfe wird 


en =p 
(2’) n= - Py fans fons zee], 
a 


o((S far fs) 


d. h. 


verschwindet, als Function von &, in 2,,%,...,%p, Wenn diese auf 
keiner m liegen; andernfalls fiir jedes &. 

Fiir die spiiter auftretenden Argumente, welche § und die ¢;° doppelt 
enthalten, hat man noch einfacher: 


24* 
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—— & 1..9—-1 Sib t 


1.49 4 4 
(4) a J du, + a J du, + 2 J du, =O (mod. Perioden), 
. a? ‘ *° ‘. 


wo die Punkte J,,/,,...,lp»-2 die Schnittpunkte von f mit einer be- 
liebigen Curve » sind. 

2. Unter reinen Beriihrungscurven X“ will ich hier diejenigen 
Curven verstehen, deren Gleichungsformen ganze homogene Ausdriicke 
o, gw‘ Dimension, in den p linear-unabhingigen 9,, 9, ..., Pp 
sind, und welche f in w(p — 1) Punkten in erster Ordnung beriihren. 
Die einfachsten derselben sind, fiir w = 1, die in p — 1 Punkten be- 
riihrenden @ selbst; die nach (3) der Charakteristik («) zugeordnete, 
in 4f,---+ "g_, beriihrende Curve p bezeichne ich mit 9 . 

Fiir dieselben liefert der Satz von 4. § 1, wenn (a@,) und (a,) 
zwei solche ungerade Charakteristiken sind, denen nur je eine gq ent- 
spricht, eine Relation: 


§ 
a 
AVC ee OA 
(5) 5 =C V2 Pu, (8) : 
Ba, ((J in)) 
7 


wo ¢ von § und y unabhingig ist. 

Indem man y dem & sich unbegrenzt nihern lisst, ergiebt sich 
aus dieser Relation bekanntlich der lineare Ausdruck von g,,(&) durch 
diejenigen p linear-unabhingigen Formen 9: 

vy (&), ¥, (&), ee = %p (8), 
welche in den Differentialen der p kanonischen Integrale u,, u., ..., tp 
auftreten. 


Dasselbe ergiebt sich aber noch directer aus einer allgemeineren 
Formel. Die Gleichung 





1...p . 

ne) 

a -y E = 0, 
3 [AYO] 


wo der Index y bedeutet, dass man in die Differentialquotienten fiir 
die Argumente », die Ausdriicke 
1..p—1 Yi 
a J du, 


n@ 


mit willkiirlichen oberen Grenzpunkten y,, ..., Yp. von f einsetzen 
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soll, stellt diejenige Curve p(&) dar, welche durch die Punkte § = y,, 
Yo, - ++ Yp—1 hindurchgeht. Denn ihre linke Seite wird fir § = y% 
der Differentialquotient nach y; der fiir alle y,, y.,..., Yp—1 identisch 
verschwindenden Function 


1..p—1 
a S fa ; 


i a 
" 


und somit = 0. Setzt man 


=, Yom °° Yo—1 = ND» 
so folgt: 
1... 
, 04, ((v)) 
(6) DF [i ) -n@ =e o®, 


wo der Index 0 bedeutet, dass die Argumente » alle =O gesetzt 
werden sollen; c, ist unabhingig von &. 

3. Fiir die allgemeineren in 2. definirten reinen Beriihrungscurven 
X= habe ich in meiner oben cit. Arbeit in Bd. XVII dieser Zeit- 
schrift gezeigt, dass dieselben in zwei giinzlich von einander ver- 
schiedene Arten zerfallen, je nachdem mw ungerade oder gerade ist. 
Von beiden Arten giebt es je 2°” getrennte Classen von Curven; aber 
fiir ungerade w theilen sich diese Classen in 

R, = 2?—1(2 — 1) und S, = 2?-1(2? + 1) 
je unter sich gleichberechtigte; fiir gerade w in eine — an der Curve, 
nicht in der Zerschneidung der zugehérigen Riemann’schen Fliche — 
ausgezeichnete und in 2?” —1 unter sich gleichberechtigte Classen. 
Wie sich diese Verschiedenheit direct aus zweierlei Arten der Zu- 
ordnung zu Perioden ergiebt, wie also dementsprechend zweierlei Arten 
von Charakteristiken einzufiihren sind, die ich als eigentliche und 
Gruppencharakteristiken bezeichnet habe, soll nun dargelegt werden. 


(A): w ungerade. 

Die irgend einer Charakteristik (a) nach § 1, Nr. 3 mittels 
Gleichung (1) zugeordneten Y¢, die in é, ..., 6% bertihren, waren 
zwar Curven @), aber keine reinen Beriihrungscurven, da sie f noch 
in einer Reihe von einfachen Punkten schneiden, nimlich im weiteren 
Schnitt von f mit der f in € beriihrenden g-Curve g;¢; wobei zu be- 
merken ist, dass die (0) zugeordnete Curve 2, welche in ¢, ..., & 
berthrt, vor den tibrigen Y¢ mit gerader Charakteristik (a) nur in der 
Zerschneidung der Fliche, nicht an der Curve f, ausgezeichnet ist. 
S, Charakteristiken (a) sind gerade, R, solche ungerade und haben 
jedenfalls einen der Bertihrungspunkte «¢ in £, wie oben, § 1, Nr. 2, 
angegeben wurde. 








362 M. Noetuer. 


Diese Unterscheidung iibertraigt sich nun eindeutig auf alle reinen 
Beriihrungscurven X@*+), 

Sei © irgend eine Curve v'* Dimension, und seien ihre 0-Punkte 
mit 1.(r=1, 2, ---, 2v(p—1)) bezeichnet. Wir betrachten die 
Gleichung : 


1..2¥(p—1) 1..p—-1 Bv(p—-IHi 
a > faut > du + fau=0, —s 
ir é “a “ 


wo die «? durch (1) gegeben sind. 

Nach dem Abel’schen Theorem liefert dieselbe, mit 2 multiplicirt 
und mit Hiilfe von (4) reducirt, Punkte ¢4,, 2, ..-, S2v+1)@—1), im 
welchen f von einer Curve X@*+ beriihrt wird; und zwar wird diese 
Curve rational construirt aus der Curve Y¢; so dass sie selbst als der 
Charakteristik (a) zugeordnet einzutheilen ist. Umgekehrt fiihrt jede 
X®*+) nach demselben Theorem auf eine Gleichung der Art (7), mit 
gewissen Punkten «?. 

Nimmt man irgend zwei Curven X®’+) und X’@”+), welche 
derselben Charakteristik (a) zugeordnet sind und addirt die ent- 
sprechenden Gleichungen (7), so folgt, dass dieselben einfach dadurch 
rational aus einander construirt werden kénnen, dass ihre Beriihrungs- 
punkte zusammen den vollstiindigen Schnitt von f mit einer Curve 
~ oe+"+) pilden. Insbesondere bildet auch ¥?, verbunden mit ge, eine 
solche, (a) zugeordnete X®, und das genannte Schnittverhiiltniss der 
X@-+) zu dieser X’ wird eben durch (7) ausgedriickt. 

Die einfachsten Curven, auf welche man alle X®@*+ beziehen 
kann, sind fiir ungerade (a) die g,, fiir gerade (a) im Allgemeinen 
nur Curven X); jedenfalls aber jéne eben genannten speciellen 
X'() == WE + @,. 

Die Charakteristiken sind bei diesen Zuordnungen in derselben 


Weise aufgefasst, wie in § 1 bei den Thetafunctionen specieller Argu- 
§ 


mente, wie bei @, (( J in) oder bei #,((0)); und sollen als solche 
eigentliche Charakteristiken heissen, mit den Zeichen (a). — 


(B): mw gerade. 

Seien wieder /,, 1,,..., lev(p—1) die Schnittpunkte von f mit irgend 
einer Curve ”), Betrachtet man nun statt (7) eine Zuordnung durch 
eine Relation: 


1..2%(p—1) 4 all 
(8) > fan ——, (h—=1,2,--+p), 

















ee 


ie oe SOR 
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wo 


1... 
Ol = m- ri + > N2 An, 
x 


so werden die ¥; Y, -.., Y2x(p—1) Soleche Punkte, in welchen f von 
einer Curve X”) beriihrt wird, zugeordnet dem halben Periodensystem 


1 
ptt [a] 
2 BM, 


In dieser Art von Zuordnung besteht das Curvensystem pu = 2», 
welches den Zahlen m* = 0, n? = (0 (mod. 2) entspricht, nur aus den 
doppelt gerechneten Curven ) und stellt also ein wneigentliches 
Beriihrungssystem dar; aber ausgezeichnet an der Curve selbst, welches 
auch die Zerschneidung der Riemann’schen Fliche sein mag. Bei den 
iibrigen 222 — 1 Classen tritt hier die in § 1 und in(A), § 2 wesent- 
liche Unterscheidung zwischen geraden und ungeraden (a) gar nicht 
mehr auf: sie sind unter sich gleichartig. 

Dieser zweiten Art von Zuordnung entsprechend, haben wir fiir 
den Zahlencomplex ms, ¢, welcher in der Periode @{*! vorkommt, ein 
zweites Zeichen einzufiihren: 


nt ns ae nw 
=| poo wel? 
memy ... ms 
das Gruppencharakteristik genannt sei; wobei das Gruppenzeichen [0] 
ein uneigentliches ist. 

Aus (8) folgt wieder, dass irgend zwei Beriihrungscurven X‘®”) 
und X’(*), welche auf dasselbe [a] fiihren, sich rational aus einander 
ergeben, indem ihre Beriihrungspunkte zusammen den vollstindigen 
Schnitt von f mit einer Curve +”) bilden; und dass alle Curven 
X(») auf diese Weise aus Curven X®) abgeleitet werden kénnen. — 

Um den Zusammenhang der beiden Arten (A) und (B) zu er- 
halten, ist nur zu bemerken, dass irgend zwei reine Beriihrungscurven 
ungerader Dimension X?“+») und XU+», welche bez. den eigent- 
lichen Charakteristiken («) und (8) zugeordnet sind, zu einer aus 
ihnen zusammengesetzten Curve X@«+) . XOv+1) gerader Dimension 
fiihren, welche der Gruppencharakteristik [#6] zugeordnet ist. Denn 
die Addition zweier zu (@) und (8) gehdriger, Gleichungen der Art 
(7) ergiebt, nach (4), eine zu [af] gehérige Gleichung der Art (8). 

4. Der allgemeinen Zweitheilung der Abel’schen Functionen ent- 
sprechen nicht reine Beriihrungscurven, sondern solche Curven 9), 
welche durch eine Anzahl von 2v(p — 1) — 2p gegebenen Punkten 
& von f gehen und / weiter in p Punkten beriihren sollen. Solcher 
Curven giebt es, bei gegebenem v und gegebenen €,, 2°”. Sind die 
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Punkte §, nicht specielle, z. B. nicht paarweise zusammenfallend, so 
kann man in der Definitionsgleichung fiir die Beriihrungspunkte 
£1) +++ Sp der OW): ’ 


z, ¢ 
1...p § x 


b f au = = \h, — 4 f au . 


. o <<) 
i 3 h t 
‘ x 


re] = 


wo sich die € und z? auf eine gegebene ) beziehen, die bis zu den 
€, erstreckten Integrale auf solchen Wegen nehmen, dass irgend einer 
der 2%” Curven ”) eine beliebige Periode @ = @”® zugeordnet ist. 
Zwei Curven 9”) und ’) dagegen, welche zu denselben €, gehdren, 
und in den 2;, bez. 2; beriihren, bilden eine reine Beriihrungscurve 
2v'e Dimension, 
Xe”) — Oe) . go, 

welche in den Punkten €,, 2;, 2; die Curve f beriihrt; fiir diese Curve 
gilt also die Gleichung (8) dieses Paragraphen, d. h. 0”) - ’) ist 
einer bestimmten Gruppencharakteristik [a] zuzuordnen. ©’) gehort 
dann zur Periode @*®, wenn ©”) willkiirlich der Periode @® zu- 
getheilt war. 


§ 3. 
Algebraische Formulirung der Classenbeziehungen von § 2. 


1. In § 2, Nr. 3 wurden alle reinen Beriihrungscurven X von 
derselben eigentlichen Charakteristik (a@) in eime Classe zusammen- 
gefasst, ebenso alle zu einer Gruppencharakteristik |a| gehdrige. 
Algebraisch hat man hiernach (vgl. meinen o. c. Aufsatz in Math. 
Ann. XVII) fiir zwei Curven X) und X®e-“) einer Classe, wenn 
@) die durch deren Beriihrungspunkte gehende Curve o' Dimen- 
sion ist: 

(9) i02(G) — XUN) Kee) + Af, 
d. h. vermige f= 0 wird YX) X@e-“)(€) rational in den Coordi- 
naten von &. 

Die Gesammtschaar der Gruppen von je u(p— 1) Punkten, in 
welchen f von den X\“), bei festem w und (a), bez. [a], beriihrt wird, 
wird, da sie auch von der linearen Schaar der $‘¢) aus f ausgeschnitten 
werden kann, eine lineare co“(?—')-?-Schaar. Ausgeschlossen ist nur 
w==1, und ferner der uneigentliche Fall [0] von w—2. Nimmt 
man fiir gegebenes uw und (a), bez. [a], die Curve X@¢-“) fest an, 
so lassen sich alle durch deren Beriihrungspunkte gehenden Curven 
© aus (u — 1) (p— 1) speciellen linear zusammensetzen. Fiir die 
allgemeinste zu (a), bez. [a] gehérige X‘ erhilt man also einen Aus- 
druck derart: 
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1...(@—1)(p—1) 


10 _ SE eS 
( ) V a (§) V x @e-#) (g) . 


1...(@—1)(p —1) 


~ = A, V XW (6) ? 


é 


A, (9) (&) 


wo die 4; Parameter und die X“) irgend welche specielle Curven Xi) 
sind, fiir welche die Wurzelformen /X\)(§) linear unabhiingig sind. 
2. Ueber die Wahl der speciellen Wurzelformen von Gleichung 


Satz beweisen. Ich behaupte, dass es fiir w >3 immer miglich ist, 
zwei feste Wurzelformen 


Vp, und fX,e-) 
so zu wihlen, dass alle /X), mit demselben mw und a, ausdriickbar 
sind in der Form: 
(11) V9. VEL + VX. VEY. 
In der That enthiilt zuniichst YX“ noch (u — 2) (p — 1) Para- 
meter in homogener linearer Form, nach (10); ebenso // xe noch 
p —1 Parameter, wenn [ab] nicht = [0]. Der Ausdruck (11) ent- 
hilt also die nach (10) verlangte Zahl von (w — 1) (p — 1) Para- 
metern, wenn derselbe nicht fiir specielle Werthe dieser Parameter 
fiir alle Punkte von f identisch verschwindet. Nun nehme man aber 
(b) (bez. [b]) verschieden von (a) (bez. [@]}) an und wihle b und 
X,' ‘“—*) so allgemein, was immer méglich ist, dass X,'“-®) und g,’ 
keinen Punkt auf f gemeinsam haben. Wiirde dann eine Relation 
Ve VX + VEOH = 
bestehen, so miisste X/'*) durch alle Schnittpunkte von gq mit f hin- 
durchgehen, also*) von der Form sein 
Pa * Pada» 

WO Qasa eine zur eigentlichen Charakteristik (abe) gehérige be- 
riihrende g-Curve wiirde. Eine solche existirt aber nicht, sobald man 
nur durch Annahme von b noch (abe) zu einer geraden nicht speciellen 
Charakteristik macht. — 

Aus der wiederholten Anwendung dieser Darstellung schliesst man, 
dass man YX) nach (10) durch (u —1) (p—1) solche specielle 
Wurzelformen darstellen kann, welche siimmtlich Producte von je u 


*) S. meinen o. c. Aufsatz, Math. Ann, XVII, § 2. 
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Wurzelformen der einfachsten Art ga, — sogenannten _,,Abel’schen“ 
Formen — sind; vorausgesetzt nur, dass die analoge Darstellung 
durch je p — 1 Producte von 2 Abel’schen Formen fiir die /X,*), bei 
jedem von [0] verschiedenen [b], mdglich ist. Die Richtigkeit dieser 
Voraussetzung ist bei grésseren p direct nur fiir die hyperelliptischen 
Curven f leicht zu bestiitigen. 


§ 4. 
Darstellung einfacher Thetaquotienten. 


1. Sei X‘) eine der eigentlichen Charakteristik (a) zugeordnete 
Beriihrungscurve, von der 3' Dimension in den go, mit den Be- 
riihrungspunkten 

Br Bor +9 Bp si 


so hat man nach (7) und (4): 


3* 
Po 


g g g 1...p—3 i 1...p 
f au + f au + J du, + > J du, + >) fam 
2° re rt i 0 ia 
i413 


% 


1...p "2 p—3-+i 
+> i du, = 0. 


Wir nehmen nun die 3p — 3 Punkte 2*, mit irgend 3 weiteren 
Punkten , etwa dem 3-fach gezihlten Punkte §, als die Verschwindungs- 
punkte von drei Thetafunctionen; mégen also setzen: 


g c 1...p—3 f 
i= +f du, +f du, + > f au = Oe 
o e,° 8° i 0 
"3 


a 
1..p  .p-Sti 
>} fan = WwW, 
. °. 0 


2 : 
1..p 2p—S+i 


du, = — yy — Ws, - 


2 








Sea 











FPA Se 
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Ebenso sei X{* eine der Charakteristik (6) zugeordnete Beriihrungs- 
curve 3‘ Dimension, mit den Beritihrungspunkten 
R, Ry ..y & 


. 8p—3? 
und sei gesetzt: 


; : “S 1 
faw +f au +f+ Jf au = x, 
© @° @° é ee 
6 -“ 


bat 


1..p  ‘p—3+i 
> fauaes 


° e. 
J 


A : 
1..p 2p—3-+i 
du, =>=— On _ Wy 
i 


Dann hat man nach § 1, Nr. 4: 


oy le) (F) (er) 
yay do 


wo ¢ von § unabhiingig wird. — 
2. Es mégen nun weiter die 2p —3 willkiirlichen Berthrungs- 


punkte 2, . von X,*) in die Punkte 2, ..., von X\) 
gelegt, also 





79 Bo 2p—3 


n= Vn) W, = Wr 
gesetzt werden. Bezeichnet man diese 2p — 3 willkiirlichen Punkte 
von f mit 
By, Boy 0 + 09 Sop—3y 
so schreibt sich die Gleichung (12), nach (4), wenn man noch § 
durch 4g, ersetzt: 


(244) 


(13) 











x (2) 
oo Vee 
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wo die unteren Grenzen J,, 1,, ... laps wieder die Schnittpunkte 


fiir %) = 2, &, °°, Sep—s- 

Die linke Seite dieser Formel ist im Argumente z, und in den 
2p — 3 Parameterpunkten 4,, .,., 22p-3 symmetrisch; die unteren 
Grenzen der Integrale enthalten keinen ausgezeichneten Punkt mehr, 
selbst nicht die Beriihrungspunkte einer Curve X‘. 

Auch auf der rechten Seite der Formel (13) wird man die Quadrat- 
wurzel symmetrisch in 4%, 2,,..-, p—3 bilden kénnen, indem man 
nach (10) die Ausdriicke /X(¢,) und /X{*(g,) zuerst mit je 2p—2 
willkiirlichen Parametern anschreibt und durch Einsetzen der Null- 
punkte z,, ..., 4»-3 zu alternirenden Ausdriicken macht. 

Alsdann wird A unabhingig von 4, 2,,...-, ps. Die Be- 
stimmung von A geschieht dann bekanntlich dadurch, dass man eine 
solche Gruppencharakteristik [7] auswihlt, fiir welche (ra) und (rb) 
gerade eigentliche Charakteristiken sind, alsdaiin die 2p — 2 Be- 
riihrungspunkte y” irgend einer reinen Beriihrungscurve X® und die 
2p — 2 Beriihrungspunkte y’*’ irgend einer Curve X®, aufsucht, 
nach den Formeln: 


r rab 
0..a9-3 % 0... 2p—3 Yi 


. “J 7 1 
> J du, = : w,"!, Zz du, = > ain, 
2 . 24 


und die Punkte 2, 2,, ..., ésp—s das eine Mal mit den Punkten y’, 
das andre Mal mit den y’*’ zusammenfallen liisst. Auf diese Weise 
ergeben sich aus (13) 

1 Fa 1 

A’ Sy ud 73 
durch die algebraischen Classenmoduln (indem die willkiirlichen p — 2 
der Punkte y” und der Punkte y’* sich wegheben), also auch A und 


ra 


#5 





, und zwar A‘ eindeutig. 


In (13) sind (a) und (b) irgend zwei eigentliche Charakteristiken. 
Insbesondere kénnte man, wenn (a) und (b) beide gerade sind, [r] [ab] 
setzen und die Normirung der X® nach § 3 leicht so vornehmen, 


a 
dass A mit = identisch wird. Auf solche, nach § 3 leichte, Aus- 
6 


fiihrungen gehe ich aber hier nicht weiter ein, weil fiir die im Fol- 
genden beabsichtigte Anwendung sich die Bestimmung von A iiber- 
haupt als unnéthig erweist. 
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§ 5. 
Anwendung auf das Umkehrproblem. 


1. Die Formel (13) — der leicht viele analog gebildete Gleichungen 
des Riemann’schen Problems, wie schon (12), an die Seite gestellt 
werden kénnen — eignet sich, da die Argumente der #-Functionen 
vermége der Willkiirlichkeit der 2»—2 Punkte ¢ keiner Beschriinkung 
unterworfen sind, zur Aufgabe der Umkehrung, algebraische sym- 
metrische Functionen der oberen Grenzen der Integralsummen durch 
diese Summen darzustellen. 

Um aus (13) eine geniigende Zahl von Formeln zu erhalten, welche 
die symmetrischen Functionen von p Punkten 2,, @,..., 2 aufzu- 
finden gestatten, kann man entweder fiir die von 4,, 2,, ..., Sp ver- 
schiedenen Punkte 2 gegebene feste Punkte nehmen und an Stelle der 
Charakteristik (a) eine Reihe verschiedener eigentlicher Charakteristiken 
einsetzen; oder: man kann (a) und (0) festlassen, aber fiir 2), 2p, 
Sp4+2) +. + aps eine Reihe verschiedener Punktsysteme vor f einsetzen. 

Auf dem letateren Wege gelangt man leicht und eindeutig zu Glei- 
chungen von Curven, welche durch die gesuchten Punkte 2,, #2, ... &p 
hindurchgehen, Gleichungen, deren Coefficienten nur bekannte Theta- 
quotienten enthalten. 

Es geniigt zu diesem Zwecke schon, wenn man auch 2p41,..., 22p—s 
als constant annimmt und nur 4 = & variirt. Wir setzen: 


ptt = 61, Spt2 = bop ++ +) Sap—s = fps. 
2. Gegeben seien als Gleichungen des Umkehrproblems: 


i. 
(14) > fam= U,, (h=—1,2, ..., p). 
i Cy 
Seien wieder /,, 1,, ..., laps die Schnittpunkte von f mit irgend 
einer Curve g, so fiihren wir die Constanten ein: 


1...p—3 


(15) = S fans b fem 


pti 
Dann geht (13) tiber in: 


«((farte+s)) a 
e xf 
a6 aks 2) aad r @) 


xXP@ 
a, (( du+U+ ‘)) 
1, 
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Hier wollen wir die rechte Seite nach (10) in die Form setzen: 


xP ® x%@) Fi 
™ Vien — Vere 
wo ¢ von & unabhingig ist, X,*) und X,'® irgend welche speciell 
und fest gewahlte, zu (a), beziiglich zu (b), gehérige Beriihrungscurven 
dritter Dimension sind, z. B. aus je drei beriihrenden Curven 9. 
bestehend. 

Nimmt man p+ 1 linear unabhingige Formen 0!),(£) (i=0,1,...p) 
dritter Dimension in den g, so, dass die Curven ©) durch die Punkte 
£,,€&,---§&-s und durch die Beriihrungspunkte von X, einfach 
gehen; ebenso p + 1 Formen /°}(&), so, dass die Curven ) durch 
die Punkte £,,...,&-s und die Beriihrungspunkte von X,’® gehen, 


so wird 
0 


F,() = >'4,0%(8), 
(18) 


0... 
BO — uo, 


wo die Parameter 4; und mw; noch zu bestimmen bleiben. 

Zur Bestimmung der 2p + 1 Verhiltnisse der Parameter 4;, u;, 
geniigt es, fiir € irgend welche nicht von einander abhingige 2p-+-1 
Punkte 

E> ee bon41 
einzusetzen. So erhilt man aus (16) fiir §—& (j=—1,2,...,2p+1) 
2p + 1 Gleichungen 


0...p 0...p 
(19) > OSG) — G Sm OG) = 0, 


(j= 1,2,..., 2p+1), 


5 
a, (( fx +U+ ‘)) 
Xa"'(6) ce 8 


wo 


(20) 6-379 





& 
= 
> 


x) a 
a((farrv+s)) 
J 


3. Das System von 2p-+ 1 linearen Gleichungen (19) fiir die 
2p + 1 Verhiiltnisse der 4;, u; ist im Allgemeinen von einander unab- 
hingig. Denn wiirde eine, etwa die letzte, der Gleichungen (19) bei 
jedem 2,4, eine Folge der iibrigen 2p Gleichungen sein, so wiirden 
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alle unendlich vielen aus ihnen folgenden Werthsysteme der Verhiiltnisse 
der 4;, w; die Gleichung (16), welche fiir &:,;,—=§ aus der letzten 
von (19) hervorgeht, befriedigen. Es wiirde also das System (14) bei 
den angenommenen Werthen der U, unendlich viele Lésungen fiir die 
p Punkte g; zulassen. Sobald also das Umkehrproblem (14) selbst ein 
bestimmtes ist — was eintritt, wenn die Punkte 2,, 2,,..., 2p) nicht 
auf eine Curve g zu liegen kommen —, und wenn zugleich die Punkte 
E,, &,--- §2p41 nicht speciell gewahlt sind, so werden die 2p+1 
Gleichungen (19) von einander unabhingig. 

Im unbestimmten Fall des Umkehrproblems geniigen dagegen 
weniger als 2p + 1 der Gleichungen (19) zur Bestimmung der dann 
unendlich vielen Werthsysteme der Verhiiltnisse der 4;, u;; und jedes 
dieser Werthsysteme macht, wenn auch hier die &; nicht speciell ge- 
wahlt waren, die Gleichung (16), auf deren rechter Seite (17) und 
(18) einzusetzen ist, zu einer richtigen. 

Man hat also in (16), (19) eine gleichzeitig fiir den bestimmten und 
fiir den unbestimmten Fall des Umkehrproblems (14) giiltige Lésungsform. 

Wir bestimmen nun aus dem System von linearen Gleichungen 
(19) nur die Verhiiltnisse der 4; unter sich, ebenso die Verhiiltnisse der 
u,; unter sich. Alsdann werden die resultirenden Ausdriicke von der 
von € unabhiingigen Grésse c ganz unabhingig. 

Hernach hat man in 


0...p 0...p 
(21) DMO) =0, Dim O8i() = 0 


zwei Curven, dritter Dimension in den yp, welche, ausser in den gegebenen 
Punkten §, &,.~..+, &-s und in etwaigen gemeinsamen Punkten der 
speciell und fest gewdhlten Beriihrungscurven X,’) und X;’®), sich auf 
f nur noch in den gesuchten Punkten 2,, 2,..+, %p treffen. 

In die Gleichungen dieser Curven gehen ein: erstens bei der 
Bildung der Formen 3' Dimension in den gy, °)() und Of (8), 
die gegebenen Punkte € und die symmetrischen Functionen der Be- 
rihrungspunkte der speciellen Curven X,' und X,’); zweitens bei 
der Bestimmung der Verhiiltnisse der 4,, bez. der m;, nach (19), (20), 
die gegebenen Punkte &; und £, und zwar sowohl algebraisch, als auch 
als obere Grenzen von Integralen, die mit den gegebenen Gréssen Uj, 
zusammen als Argumente von @-Functionen auftreten. 

5. Eine kleine Vereinfachung der Formeln (17)—(21) erhalt man 
dass man die willkiirlichen Charakteristiken (a) und (b) als ungerade 
annimmt. Man kann dann in (16) setzen: 


' x® (g) V (6) ¥a(é) 
san AV x9@ °F o®' %O’ 
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wo nun ¥,(&), bez. ¥,(&), Formen 2't Dimension in den @ werden, 
welche fiir die Punkte ¢,, &, ..., &—s und fiir die Beriihrungspunkte 
iy - ++) 1%_, Von pa(&), bez. yt,..-,9%_, von g,(§), verschwinden; 
also sich in die Gestalt setzen lassen: 


Ye (8) = >) 4: O2.(8), 
(18’) 


0..,p 
¥o(E) => mi OP (€). 


Unter Einfiihrung von 2p +1 nicht speciell gelegenen Punkten 
E,, &,-+-, Sep41 erhiilt man demgemiiss fiir die 4;, uw; die 2p + 1 
Gleichungen: 


0...p 0...p 
(19) 311.0%. 6) — G Su &) = 0, 


(j=1,2,..., 2p+1) 


wo 


5 
— av, ((J du+ U+ ‘)) 
9 , — i gf & — K _ 
(20°) c P, (&) 5 . 
@, ((y du+U+ ‘)) 
lo 
und 


(21’) ¥.(&)=90, VW.(&)—0 
werden jetzt zwei Curven 2'* Dimension in den , welche durch die 
gesuchten Punkte z,, 2,,..., 2» von f hindurchgehen. 


§ 6. 
Charakteristikensubstitutionen und Transformationen erster Ordnung. 


1. In Ankniipfung an die §§ 1—3 soll in diesem Paragraphen 
angegeben werden, wie sich die dort hergestellten Zuordnungen von 
reinen Beriihrungscurven und von Thetafunctionen zu Charakteristiken 
vermége Transformation erster Ordnung der Thetafunctionen, also bei 
linearer unimodularer Transformation der Perioden, iindern. Auch hierbei 
wird sich das verschiedenartige Verhalten der eigentlichen und der 
Gruppencharakteristiken klar ergeben. 

Schon in meiner o. c. Abhandlung in Math. Ann. Bd. XVI habe 
ich die méglichen Zuordnungen der Beriihrungscurven zu Charakte- 
ristiken eingehend behandelt; aber nicht aus dem Standpunkt jener 
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Periodentransformationen, sondern aus dem der Gruppentheorie der 
Charakteristiken. Auf diesem Standpunkt wurden in die Gruppe die 
simmtlichen Substitutionen aufgenommen, welche die Charakteristiken- 
beziehungen unverindert lassen; welche niimlich den Charakter der 
geraden und der ungeraden eigentlichen Charakteristiken nicht andern 
und eine Summe von einer geraden Anzahl eigentlicher Charakteristiken, 
die = 0 ist, wieder in eine solche iiberfiihren; welche also auch die 
Beziehung zwischen Gruppencharakteristiken [a], [b]: 


l...p 
a a| — 0 
|a, b| —D m? + nt me| = i; (mod. 2) 


unverandert lassen. 

Um den Zusammenhang zwischen dieser Substitutionstheorie und 
der Theorie der Periodentransformation herzustellen, schicke ich die 
Resultate meiner Untersuchung aus der citirten Abhandlung in der 
folgenden Nummer voraus. 


2. Es wurde ausgegangen von irgend einem speciellen System 
von p Paaren von Gruppencharakteristiken 


(o:}, [6:]3; Loo}, [62)5 ---3 Lee], [op], 


| Qi, 6; | = i. } mod. 2 
1Qi, Qx| = lQi, On| = |G, Ox] =O (xZi); 
und zwar wahlte ich: 


1 0---0 010---0 , 0---01 
Lo,| =|) Q..-O}> [02]=1000..-O]>°*2 19r] =10...00]9 

' Q00---O]7 . 000---0 0---00 
[6,] =k ie [6,] = [0 1 | ee [6p] =(0.220 i]: 
Eine eigentliche Charakteristik («) soll in der Gruppencharakte- 
ristik [a] ,,enthalten“ sein, wenn (@) und (a@a@) gleichen Charakter 
haben, d. h. zugleich gerade oder zugleich ungerade sind; also wenn 

|aa|=|a| (mod. 2). 

Dann ist in den 2p Gruppen (22) nur eine einzige eigentliche 


Charakteristik gemeinsam enthalten, nimlich die gerade eigentliche 
Charakteristik 


wo 


(22) 


00---0 
(0) = (9 Q-..0)° 


Die 22(?-) in [@,] und [6,] zugleich enthaltenen Charakteristiken sind 
diejenigen, deren erste Verticalreihe aus 9 besteht, und sie ver- 


halten sich gegeneinander genau, wie die 2?(»—») iiberhaupt existiren- 
den (p — 1)-reihigen Charakteristiken; so dass es sachgemiss war, 
von jenen Gruppenpaaren (22) auszugehen, 

Mathematische Annalen, XXVIII. 25 








ee 


[ 
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Alle (22) analogen Systeme von Gruppen: 


(23) [ry], (51) Erol, [82]s + +3 Eros ES, 
welche durch 

ae ™ s|=1, mod. 2 
I lr, as ae (x2i), 


definirt sind, erhilt man aus (22), wenn man darauf simmtliche Sub- 
stitutionen anwendet, welche die Charakteristikenrelationen unverindert 
lassen (s. Nr. 1 dieses Paragraphen). Diese Substitutionen sind (vgl. 


a. a, O. § 5, Nr. 3) an Zahl 
Z= Ry. Ray»... R,. R,, 
R,, = 2#-1(2" — 1); 
und sie lassen sich aus Combinationen gewisser 2?” — 1 specielleren 
Substitutionen zusammensetzen, welche ich mit {a,;} bezeichnen will. 
Eine solche Substitution {a;} wird dadurch definirt, dass ihre 
Anwendung jede eigentliche Charakteristik («), welche in [a;] ,,ent- 
halten“ ist, in (a;a) tiberfihrt, die tibrigen (@) aber unveriindert lisst; 
in Folge dessen auch eine Gruppencharakteristik [b] in [a;b] oder in 
[b] iiberfiihrt, je nachdem ja, b| = 1 oder = 0 (mod. 2). 
In §§ 1—4 der genannten Abhandlung ist auch gezeigt, durch 


wo 


- welche Reihenfolge von Substitutionen der Art {a} man ein gegebenes 


System (23) aus (22) ableiten kann. 

In allen Gruppen von (23) ist nur eine eigentliche Charakteristik 
gemeinsam enthalten, eine gerade Charakteristik (g), welche aus (0) 
durch diejenige Substitution hervorgeht, die (22) in (23) iiberfiihrt. 

Am a. O. § 8, Nr. 2 und § 13 habe ich weiter gezeigt, wie aus 
den durch (23’) definirten Systemen (23) alle in die Charakteristiken- 
theorie eingefiihrten verschiedenartigst definirten Systeme ohne Weiteres 
als einfachste Combinationen der Elemente von (23) sich hinschreiben 
lassen; so die von Riemann und H, Stahl benutzten Systeme von 2p-+-1 
Gruppen [a;], von der Summe 0 und der Beziehung |a;, a,| = 1; 
ferner (unter Benutzung von (g)) die a. a. O. angewandten ausge- 
zeichneten Systeme von 2p + 1 eigentlichen Charakteristiken gleichen 
Charakters; die Systeme von 2? Charakteristiken, welche beim Additions- 
theorem zur Verwendung kommen; etc, Es geniigt also auch, nur 
den Uebergang von (22) zu (23) zu behandeln. — 

Die obige aus der Periodenzweitheilung abgeleitete Gruppe von 
Z Substitutionen ist zwar im Allgemeinen auch die Gruppe fiir die 
algebraische Gleichung, welche die in § 2, 3 behandelten ,,reinen Be- 
riihrungscurven“ an f liefert. Aber diese letztere kann sich natiirlich 
durch Adjunctionen noch erniedrigen, so bei Curven mit speciellen 
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Moduln; wie denn bei den hyperelliptischen Curven die Gruppen fiir 
das algebraische specielle Zweitheilungsproblem nur noch aus (2p-+-2)! 
Substitutionen besteht. Ich will hier die aus der Periodenzweitheilung 
abgeleitete Gruppe von Z Substitutionen zum Unterschiede von der 
folgenden aus Transformation herzuleitenden Gruppe als Gruppe 1'* 
Art bezeichnen. 

3. Wie in § 1, Nr. 1 sei eine I'e Zerschneidung der auf die Curve 
f bezogenen Riemann’schen Flaiche durch ein System von 2p Quer- 
schnitten a,, b, bewirkt; eine I[l'e Zerschneidung derselben Fliche 
durch ein System von 2p Querschnitten a,, bj. 

Irgend ein Integral 1'* Gattung, w, moge an a,,..., dp, b,,..., bp 
bez. die Periodicitiitsmoduln haben: 


Gy, +++) Dp, Dpit,--., Wop 

ii. ie 

AN yy 0+ +> Uy yy -e ey Up DEL, 
, , ’ . 
Dry seey Op, Gptity. +9 @2p- 


So hat man bekanntlich*), wenn @?, °’ dasselbe fiir ein zweites In- 
tegral l'e' Gattung, w,, bedeuten: 


1...p 
0 0 
&= = (@.@p4+% — OM @y4x) = 0, 
k 


1..-p 
Q'- ue v e 0° 
= (@; @p 4.4 — @, @, 4,) = 0. 
l 


Die Transformation sei gegeben durch 
1...2p 
(24) of =D) 014 0, (A=1, 2,...,2p). 


9 yee 
ue 


wo die ,,, gauze, von dem speciellen w unabhiingige, Zahlen sind, 
deren Determinante A bei unimodularer Transformation: 


A=1l1, 
und welche den, aus 2’ = Q hervorgehenden, Relationen geniigen: 


1...p 


‘i > 0 
(25) Aan = (Gia Oy tie yy Oi, Op+i,a ) — 1 ? 
t 
je nachdem 
o~f — +p, 
= p- 


Seien ferner u,, %),..+, Up die zum I'e, u,’, u,,..., 4, die zum 
Ife System der Querschnitte gehérigen kanonischen Integrale, a,, die 


*) Vgl. fiir die Formeln und Beziehungen dieser Nr. etwa: Clebsch-Gordan, 
Theorie der Abel’schen Functionen, 12%* Abschnitt oder H. Weber, Ueber die 
Transformation der Thetafunctionen etc,, Annali di Matematica, Serie 2, Bd. IX. 
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zur I'e, qj, die zur II‘ Zerschneidung gehérigen Periodicitiitsmoduln, 
so habe man: 


hi 
(26) Un ~ /¥ Ui; (h==1,2,...,p). 


Dann wird nach (24): 
1...p 
Qir tt = Oh ° ut + > ier. * nx 
x 
(27) 1...p 1...p 
Qin ‘a = Ap+ih * ut + > erripte: Qnx- 
Vermége dieser linearen Transformation wird 
(28) B((W5 dax)) = C+ eM) « By ((w’s ai), 
wo /f((w’)) ein homogener ganzer quadratischer Ausdruck in den 
U;',+.+)Up Wird, ¢ eine von den w’ unabhingige Constante, und wo 
die Elemente der geraden Charakteristik (a’) gegeben sind durch 


1...9 
a’ _ ~~) ™ 
m ~ aa Qik Qi pts 
(29) (mod. 2). 
1...p 
m = Gp+ih Xp+t, ph 


US 

4. Aus Nr. 3 ergeben sich die zugehérigen Charakteristikentrans- 
formationen, indem man die allgemeine #-Function transformirt. Aus 
(26)—(29) folgt unmittelbar 
(30) Ba((u5 aur) = C= / - Do((w's ai), 
wo die Elemente der eigentlichen Charakteristiken (a) und (a’) in der 
Beziehung stehen 

1...p 


f= P (Mf, mia, )+ my 
A 


(31) ie (mod. 2), 
me = "> (me "Oia, + m; - Ca +a) + me 
A 
wobei 
(31’) \a’|=|a|, (mod. 2). 


In (31) ist die Transformation der eigentlichen Charakteristiken 
enthalten. Aus der linearen, nicht homogenen Form dieser Gleichungen 
folgt, dass durch dieselben auch eine Charakteristik, die als Summe 
von 2q-+ 1 eigentlichen Charakteristiken gegeben ist, in diejenige 
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Charakteristik transformirt wird, welche die Summe der 2g-+1 ent- 
sprechenden Charakteristiken ist. 

Anders ist es mit einer Summe von 2g eigentlichen Charakteristiken, 
einer Gruppencharakteristik. Wenn vermége (31) die beiden eigent- 
lichen Charakteristiken (a) und (6) beziiglich in (a’) und (b’) tibergehen, 
so geht [r] — [ab] iiber in [r’] = [a’b’] vermige: 


1...p 
n= Dina, miley ) 
(32) 0, (mod. 2). 


mir) = > (nl "Oy + mii . Os, pea) 
h 


So geht also [0] immer in [0] iiber, und der Charakter von [r] wird 
im Allgemeinen geiindert, da [a] = [Oa] tibergefiihrt wird in [a’a’), 
wenn die eigentliche Charakteristik (a) vermége (31), (31’) in (a’) 
iibergeht. 

Dieselbe Transformation (31), bez. (32), tritt auch in der Zu- 
ordnung der eigentlichen, bez. Gruppencharakteristiken zu den reinen 
Beriihrungscurven ein. Denn nach § 1, Nr, 2 verschwindet 


»(( fo a), 


als Function von §, in einem Punktsystem é, &,..., 8, das € zu- 
gehérig war, und in denselben Punkten verschwindet auch, nach (30), 


der Ausdruck ‘ 
By (( J dw’; a) 


als Function von & Man sieht also, dass derjenigen nach § 1, Nr. 2 
zu € gehdrigen Curve Cf, welcher in der ersten Zerschneidung die 
eigentliche Charakteristik (a) zugeordnet war, in der II'" Zerschneidung 
diejenige eigentliche Charakteristik (a’) zugeordnet wird, welche ver- 
moge (31) aus (a) hervorgebt. Aus diesen Curven Cz waren aber in 
§ 2, Nr. 3 die reinen Beriihrungscurven eindeutig hergeleitet worden. 

5. Fasst man diejenigen Transformationen erster Ordnung, deren 
Zahlen a, sich mod. 2 nicht unterscheiden — welche also zu denselben 
Gleichungen (31), (32) fihren —, zusammen, so bleibt nur eine end- 
liche Gruppe mod. 2 verschiedener linearer Transformationen zu be- 
trachten. 

Da diese Gruppe alle in diesem §, Nr. 1 als den Charakteristiken 
eigenthtimlich zugeschriebenen Relationen nach Nr. 4 bestehen lasst, 
so fallen ihre Transformationen unter die in Nr. 2 angegebenen Z 
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Substitutionen , und bilden diese Gruppen erster Art von Nr 2 selbst, 
oder doch eine Untergruppe derselben. Es bleibt nun der Zusammen- 
hang zwischen beiden Gruppen zu untersuchen. 

Wendet man zu diesem Zwecke die durch (24), (25), (32) gegebene 
Transformation auf die p speciellen Paare von Gruppencharakteristiken 
(22): 

[01], [61]5 [@2}, Lo2]3-+-3 [ep], [op] 
an, so gehen diese p Paare bez. iiber in 


(33) Les}, [@p+1]3 [a], [@pp2]5 ++ +; [a], («2»), 

wo die Bezeichnung gebraucht ist: 

(33’) [a] = eg 2,2 + + + Mp, |, 
Oytid Apraa +++ Mop a 


und wo fiir die Elemente der Gruppencharakteristiken (33) nach (25) 
nur die Gleichungen bestehen 

== +p. 

= Pp 


(25) Au. = 7 je nachdem wo —A 


Nun ist 
(34) Ai,u =|, &|, (mod. 2); 
die p Paare (33) bilden also in der That ein System, wie (23), fiir 
welches die Congruenzen (23') erfiillt sind. 

Man kann aber auch umgekehrt zeigen: sobald die Elemente der 
Gruppencharakteristiken (33) solche Zahlen a, sind, fiir welche die 
Congruenzen 
“-F +P 
=o: p 
erfiillt sind, lassen sich immer solche bez, den «,, mod, 2 congruente 
Zahlen angeben, welche den Gleichungen (25) geniigen. 

Um dies einzusehen, beachte man die bekannte*) Zusammensetzung 
einer Transformation erster Ordnung (24), deren Zahlen a@,,, die Glei- 
chungen (25) erfiillen, aus solchen einfachsten Transformationen, vou 
deren Elementen nur einige = +- 1, alle iibrigen = 0 sind. 

Hat man nun eine Transformation 7”, deren Zahlen «,, nur 
mod. 2 gegeben sind und nur die Congruenzen (35) erfiillen, deren 
Determinante also 1 (mod. 2), so setzt sich vermége derselben ein- 
fachen Processe 7” (mod. 2) zusammen aus einer Reihe von Trans- 
formationen 7’, 7,’,... der obigen einfachsten Formen, in denen nur 
an Stelle von -+- 1 und 0 denselben mod. 2 congruente Zahlen stehen 
kénnen. Ersetzt man diese Zahlen wieder bez. durch +-1 und 0, so 
entstehen aus 7’,’, 7’,, . . . einfachste Transformationen erster Ordnung 


(35) Aru: f je nachdem wu —A 


*) Vgl. etwa die zu Nr. 8 dieses § citirten Schriften, 
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T,, T,,...; und die aus 7',, 7,,.. . zusammengesetzte Transformation 
7’, erster Orduung, hat die Eigenschaft, dass ihre Elemente mod. 2 
mit denen von 7” congruent sind und den Gleichwngen (25) gentigen. — 

Da nun durch die Ueberfiihrung von (22) in alle Systeme (33), 
welche den Congruenzen (35) gentigen, die ganze Substitutionsgruppe 
von §6, Nr. 2 definirt werden konnte, so folgt: 

Die in Nr. 4 angegebene Gruppe von Charakteristikentransforma- 
tionen ist identisch mit der in Nr. 2 betrachteten Gruppe von Charakte- 
ristikensubstitutionen. 

6. Ist ein System (23) vorgelegt, so ergiebt sich dessen Ueber- 
fiihrung aus (22) mittels Transformation, indem man (33) fiir (23) 
schreibt und die Elemente der Transformation mod. 2 aus (33’) ent- 
nimmt. Die in vorhergehender Nummer beschriebene Operation be- 
stimmt dann die Elemente selbst. 

Insbesondere lassen sich so die in Nr. 2 mit {aj} bezeichneten 
speciellen Substitutionen, aus deren Combination man alle Substitu- 
tionen zusammensetzen kann, leicht durch Transformationen von Nr. 4 
ersetzen. Denn es geht vermidge {aj} tiber: 


[@x] in c 4]? je nachdem m= {? (mod, 2), 


|o,] in oe J)’ je nachdem n= tt (mod. 2). 


Umgekehrt ergiebt auch die in Nr. 5 erwiihnte Methode, jede 
Transformation (24) aus einfachsten zusammenzusetzen, ein Verfahren, 
um alle Systeme (23) von p Paaren von Gruppencharakteristiken aus 
dem speciellen System (22) abzuleiten. Denn die bekannten drei 
Processe, um die allgemeinste Determinante A von (24) auf die Iden- 
titiitsdeterminante zuriickzufiihren, niimlich: 

a) Vertauschung der h'" Verticalreihe mit der (p+h)'" (und 
Zeicheniinderung in einer dieser Reihen); 

b) Addition (oder Subtraction) der h'e" Verticalreihe zur (p-+-h)', 

c) Addition der h'" Reihe zur x'* und gleichzeitige Subtraction 
der (p-++-x)'" von der (p-+-h)'" — 
lassen sich hier so interpretiren: 

a’) Vertauschung der beiden Gruppen eines Paars von (33); 

b’) Ersetzen des Paars von (33) 

[aa], [p+a] 
durch das Paar 
[andra], [ep+a]i 
c’) Ersetzen der beiden Paare von (33) 


Cen}, [pte]; [ex], [@p+x] 
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durch die beiden Paare: 


[ene], [@ppal; [x], [@p+a%p+x]- 
Aus diesen drei Operationen folgt’ auch noch als erlaubte Operation: 

d’) Vertauschung von zwei Paaren von (33). 

Die successive Anwendung dieser Operationen liefert aus (22) scimmt- 
liche Systeme (23). 

Zu bemerken ist hierbei noch, dass durch die Operationen a’), c’), d’) 
die in den Gruppencharakteristiken von (23) gemeinsam enthaltene 
eine gerade Charakteristik (g) nicht geiindert wird, wohl aber durch 
alle Operationen b’). — 

Zum Schlusse gebe ich noch fiir diese einzige gemeinsame Charakte- 
ristik eine eigenthiimliche explicite Darstellung. 

Durch die lineare Transformation, welche (23) in (33) tiberfiihrt, geht 
(0) in die gerade eigentliche Charakteristik (a’) tiber (vgl. Nr. 3), welche 
in allen Gruppencharakteristiken von (33) enthalten ist. 

Setzt man nun 


Gut Guz *** kup 
(Bu) — bs ? 
Cu ptt Cu,p+2** * &u,2p 
und schreibt weiter, wie friiher 


1... 
nbn men == |Bul; 


so wird nach (29): 

1B;| [By] + + + |Bp| 
( ) ms . 
had (0 eT 


Mannheim, im September 1886. 























Ueber einen allgemeinen Gesichtspunkt fix invariantentheo- 
retische Untersuchungen im bindren Formengebiete*). 


Von 


Davin Hitzert in Kinigsberg. 


Die Theorie der algebraischen Invarianten hat sich vorzugsweise 
bei Untersuchungen im bindren Variablengebiete zu bewiihren, wo noch 
die Gruppe aller linearen Transformationen der Variablen den funda- 
mentalen Begriff der allgemeinsten umkehrbar-eindeutigen Zuordnung 
vollkommen erschépft. Von den einfachsten Grundlagen ausgehend, 
hat sich auch in der That gerade die Invariantentheorie der bindren 
Formen zu einer umfangreichen Disciplin entwickelt, deren Lehren in 
verschiedene Gebiete der Analysis und Geometrie eingreifen. Sehen 
wir jedoch von allen Anwendungen ab, so machen sich in der ein- 
schligigen Litteratur zwei verschieden geartete Tendenzen geltend, 
denen entsprechend eine Eintheilung simmtlicher in Frage kommender 
Probleme in zwei umfassende Kategorien zweckmiissig erscheint. Die 
erste Kategorie triigt einen mehr zahlentheoretisch-formalen Charakter, 
indem sie alle diejenigen Untersuchungen und Fragestellungen begreift, 
welche sich auf Anzahl, Grad und Ordnung der invarianten Bildungen, 
sowie auf Struktur und Herstellung vollstindiger Formensysteme be- 
ziehen, Die gekennzeichnete Klasse von Problemen findet die noth- 
wendige Ergiinzung in der gweiten Kategorie, deren Tendenzen vor- 
zugsweise auf die Erforschung der analytischen Natur und Bedeutung 
der invarianten Bildungen gerichtet sind. Das Studium der letzteren 
ist hier nicht ausschliesslich Selbstzweck , sondern zugleich ein gefiigiges 
und rationelles Mittel zu allgemeineren Untersuchungen im biniiren 
Formengebiete. Zur zweiten Kategorie gehéren alle Untersuchungen 
iiber Canonisirung und andere Darstellungen binirer Formen als 
Covarianten oder Combinanten, iiber Ermittelung und Deutung in- 
varianter Kriterien, iiber auftretende Ausartungen biniirer Formen, 
sowie alle Fragen in Bezug auf Formen und Formensysteme speciali- 


*) Die nachfolgende Untersuchung wurde vom Verfasser im Juni 1886 der 
philosophischen Facultit zu Kiénigsberg i. Pr. als Habilitationsschrift vorgelegt, — 
Vergl. iibrigens eine vorliiufige Mittheilung in den sichsischen Berichten vom 
7. December 1885. — ‘ 
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sirten Charakters. Wihrend nun den Problemen erster Kategorie zwei 
ausgebildete Methoden, ,nimlich die ,,symbolische“ von Clebsch und 
die ,,abziihlende“ von Sylvester zur Verfiigung stehen, erfreuen sich 
diese Methoden in ihrer Anwendung auf Probleme der zweiten Kategorie 
keiner gleich allgemeinen Erfolge. Dementsprechend sind bisher theist 
nur vereinzelte und specielle, wenn auch an sich hochinteressante 
Fragen aus dem Bereiche der zweiten Kategorie zur Behandlung gelangt 
und es diirfte bei der Bedeutsamkeit und Mannigfaltigkeit der sich 
aufdriingenden Fragen ein umfassenderer Gesichtspunkt Noth thun. 

Fiir die Inangriffnahme von Problemen der letzteren Art bieten 
sich von vornherein zwei mégliche Wege, jenachdem wir fiir vor- 
geschriebene Ausartungen des Grundformensystems nach den noth- 
wendigen Criterien fragen oder umgekehrt unter Annahme der Existenz 
vewisser invarianter Relationen durch Beschreibung der entsprechen- 
den Ausartung des Grundformensystems nach einer Deutung fiir jene 
Relationen suchen. Wie nun die bisher der Untersuchung zugiinglichen 
Kinzelfille bestiitigen, geben im Allgemeinen einfache an eine Grund- 
form gestellte Anforderungen, wie z. B. die Forderung einer Doppel- 
wurzel, keineswegs zu iibersichtlichen invarianten Bildungen Anlass, 
wihrend umgekehrt das identische Verschwinden einfacher Covarianten, 
wie z. B. einer bestimmten Ueberschiebung der Grundform iiber sich 
selber, nur selten eine einfache Deutung fiir jene Grundform gestattet. 
Um in diese eigenthiimlichen Verhiltnisse und ihren analytischen 
Zusammenhang einen Kinblick zu erhalten, sowie zugleich fiir eine 
ausgedehnte Reihe darauf beziiglicher Fragen ein Untersuchungsmittel 
zu gewinnen, erscheint die systematische Behandlung einer gewissen 
allgemeinen Gattung irrationaler Invarianten und Covarianten des Grund- 
formensystems nothwendig. 

Zu der erwiihnten Gattung irrational-invarianter Bildungen fiihren 
naturgemiiss und unmittelbar die folgenden Ueberlegungen. Das vor- 
gelegte Grundformensystem bestehe aus den biniren Formen f,, /., /3,:.. 
in bestimmter Anzahl und von vorgeschriebenen Ordnungen. Um 
dasselbe zu der Gesammtheit aller biniiren Formen von beliebiger Ord- 
nung in invariante Beziehung zu bringen, fingiren wir als allgemeinsten 
Reprisentanten jener Gesammtheit eine vdllig willkiirliche Form 
und gelangen von dieser schrittweise unter ausschliesslicher Benutzung 
der einfachsten invarianten Processe zu simultanen Bildungen zusam- 
mengesetzterer Art, indem wir, wie folgt, operiren. Wir ordnen zu- 
niichst die Formen des vorgelegten Systems /,, f,, fs, ..+. in eine 
bestimmte Reihenfolge mit beliebig gestatteter Wiederholung etwa: 
fas fm» + - +> fo, Und ertheilen denselben in dieser Anordnung gewisse 
Ueberschiebungszahlen resp. %,, i,,..., i zu. Die gemachten Fest- 
setzungen geniigen zur Definition der Ueberschiebungen: 
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(fas P)a, amie a 1 
(far Prlin =Po» 


(1) ee 
(fox ? Pr—1)ig = Dx- 
Bezeichnen wir nun die Ordnungen der vorgelegten Formen, der Reihen- 
folge fy, fa» +++) /, entsprechend, mit ,,%,...,,, und die Ord- 
nungen der fingirten Form » resp. der abgeleiteten Formen 9, , 92,..+) Px 
mit v resp. ¥,,%,...,Vx, So bestehen zwischen diesen Zahlen die 
Relationen: 
n,—2i,—¥-—v, 


nm, — 21, = %,— Y, 


Ny — 2t, = Vy — Ves. 


Soll demnach die Ordnung v, der Form g, mit der Ordnung v der 
Ausgangsform  tibereinstimmen, so ergiebt sich dafiir durch Addition 
obiger Gleichungen die von der Gradzahl v unabhiingige Bedingung: 


(2) m, +m, + +++ ny = 2(i, + ig +--+ + tx) 


als hinreichend; d. h. Sind fiir eine gewisse Reihenfolge der Formen 
unseres Systems die Ueberschiebungszahlen i, , i,,.. +, tx, der Bedingung 
(2) entsprechend, gewiihlt, so charakterisiren jene Zahlen auf Grund 
unseres obigen Verfahrens eine bestimmte Transformation des gesammten 
Formenvorrathes ~ in dem Sinne, dass jede Form gp unter Vermittelung 
des linear szugeordneten Formenkreises ,, Qo, .- +) Px-1 schliesslich in 
eine Form gp, von gleicher Ordnung iibergeht. 

Wollen wir die Deutung einer biniren Form v'* Ordnung als 
Punkt eines v-fach ausgedehnten Raumes benutzen, so haben wir uns 
x Riume R, R,, R,, ..., Re-1 von der Dimensionenzahl resp. 
V, Vy, Vo,+..) Ye—1 Vvorzustellen, Jedem Punkte im Raume R, wie er 
durch die Form @ festgelegt ist, erscheint vermége der Formeln (1) 
ein bestimmter Punkt g, im Raume R,, dem letzteren wieder ein 
weiterer Punkt », im Raume R, linear zugeordnet etc. Interpretiren 
wir die schliesslich gewonnene Form g, wieder als Punkt in dem 
urspriinglichen Raume R, so fiihrt jene Kette von Zuordnungen zu 
einer Collineation im Raume R, und bei weiterer Fortsetzung der 
Operation ist leicht ersichtlich, wie auch fiir jeden der anderen Riume 
eine entsprechende Collineation zu Stande kommt, Unsere Aufgabe 
lauft nun im Wesentlichen auf die Untersuchung dieser Collineationen 
und ihrer Fundamentalgebilde d. h. derjenigen Punkte, Geraden, 
Ebenen etc. hinaus, welche bei der Ausfiihrung jener Collineationen 
in sich tibergehen. 
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Kehren wir zur analytischen Fassung unseres Problems zuriick, so 
handelt es sich in erster Linie um die Herstellung und Charakterisirung 
aller solcher Formen, Formenbiischel, Formenbiindel » etc,, welche 
die Eigenschaft besitzen, sich nach x-maliger Wiederholung des oben 
beschriebenen invarianten Processes zu reproduciren, Die Irrationalitit 
der fraglichen Gebilde zeigt sich von der Lésung gewisser determiniren- 
der Gleichungen abhiingig, deren Coefficienten rationale Invarianten 
des Grundformensystems sind. In den Wurzeln der erwihnten deter- 
minirenden Gleichungen erkennen wir eine allgemeine Gattung irra- 
tionaler Invarianten, wahrend jene Fundamentalgebilde selber ein 
zugehoriges System irrationaler Covarianten bestimmen. Die 
folgende Untersuchung begriindet in eingehenderer Weise, wie die 
Discussion dieser irrational-invarianten Gebilde als Mittel zum Studium 
des vorgelegten Grundformensystems dient. 


Nach vorausgeschickter Kennzeichnung des allgemeinen Problems 
erscheint es als eine naturgemiisse Specialisirung desselben, wenn wir 
wns guniichst mit dem Falle nur einer Grundform und cinmaliger 
Ueberschiebung eingehend beschiftigen. Beschriinken wir demzufolge 
die charakteristische Anzahl x des allgemeinen Falles auf die Einheit, 
so nimmt die allgemeine Bedingung (2) die einfache Gestalt: 

- (3) nm = 2% 

an, worin » die, wie man sieht, nothwendig gerade vorauszusetzende 
Ordnung der vorgelegten biniren Grundform /, und ¢ die zur Ver- 
wendung gelangende Ueberschiebungszah! bedeutet. Die durch Speciali- 
sirung des Formelsystems (1) hervorgehende Relation: 


(f, Pi=v 

liefert dann die Definitionsgleichung einer Transformation, vermége 
welcher irgend eine Form m aus dem gesammten Formenvorrathe in 
eine Form gleicher Ordnung w iibergefiihrt wird. Unseren friiheren 
allgemeinen Auseinandersetzungen zufolge entsteht in erster Linie 
die Frage nach denjenigen Formen g von der Ordnung v, welche die 
Eigenschaft besitzen, sich nach ihrer i Ueberschiebung tber die 
gegebene Grundform f bis auf einen constanten Factor 4 ungeindert 
zu reproduciren, so dass die Identitiat: 


(4) (f, pi = 49 

gilt. Damit ist der eigentliche Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden 
Betrachtungen gewonnen, in deren weiterem Verlaufe sich das ein- 
gehende Studium jenes Formensystems @ als ein rationelles Forschungs- 
mittel im Gebiete der biniren Formen gerader Ordnung bewihrt findet. 
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§ 1, 


Die determinirende Gleichung und ihre Discussion. 


Unsere vorgelegte Grundform f und andererseits unser Formen- 
reprasentant g moégen in ausfiihrlicher Schreibart, wie folgt, lauten: 


n n 

f= a,x," + (7) a, ay" (5) Ay &{"~? ty? ++ + + Ay", 
v v 

Pp = % a," + (7) @, Ly" Ly (5) @, 21°? Ly? + +++ + ax," 


Die nunmehrige I'ragestellung verlangt die Uebereinstimmung simmt- 
licher v + 1 Coefficienten fiir die beiden Seiten der Formel (4) und 
somit zerfallt die Bedingung (4) in v + 1 Bedingungsgleichungen fiir 
die v +1 nicht homogenen Unbekannten: 

a a. ay 

“ae? “ay? "ag? As 
worin sich von vornherein die Widerspruchsfreiheit und Bestimmtheit 
des Problems offenbart: Im Allgemeinen existirt fiir jede Ordnung v>i 


d. h. >> ein bestimmtes Formensystem yp, welches der Grundform { 


im Sinne der Gleichung (4) zugehort. 

Die v + 1 aus Formel (4) durch Vergleichung der Coefficienten 
beider Seiten erwachsenden Bedingungsgleichungen benutzen wir zu- 
nichst dazu, um aus ihnen die vy + 1 homogenen, linear auftretenden 
unbekannten Coefficienten der Form 9: 

Mas Gig. + «eg 
zu eliminiren, wodurch sich die determinirende Gleichung: 
(5) A(a) =0 
ergiebt. Wie durch das in Klammern beigefiigte Argument 4 ange- 
deutet werden soll, enthilt die Determinante linker Hand ausser den 
Coefficienten der gegebenen Grundform f nur noch die Unbekannte 4 
und zwar ausschliesslich linear in den Elementen einer Diagonale also 
im Grade y+ 1. Da der Coefficient dieser héchsten Potenz von 4 
einen bestimmten, von Null verschiedenen Zahlenwerth annimmt, so 
ist es unter keinen Umstiinden mdglich, dass die gefundene Deter- 
minante identisch fir alle Werthe 4 verschwindet, Es gilt ferner all- 
gemein der Satz: 

Die Determinante A (A) besitet gegeniiber den linearen Transforma- 
tionen der Grundform f einen invarianten Charakter, d. h. nach ihrer 
Entwickelung sind siimmtliche Coefficienten der Potenzen von 4 In- 
varianten der Grundform f. 
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Der Beweis dieses Satzes in seiner vollen Allgemeinheit gestaltet 
sich am einfachsten, wenn wir im Hinblick auf Formel (4) die Be- 
deutung und Entstehungsweise der Determinante A(4) zur Geltung 
bringen. Vermdge der linearen Substitution: 


&, = ax, + pay, 
t, = yx, + 02, 
mit der Substitutionsdeterminante: 


9 = ad — By 
fiihren wir die Formen f und @ simultan in die Gestalten f’ und gq’ 
iiber und erhalten dann auf Grund der simultancovarianten Natur des 
Gebildes (f, ); die Relation: 


(foi — 49 = 0-“(f, 9) — 49 = 0-“'{(f, 9) — og}, 
welche zu folgenden Betrachtungen Anlass giebt: Vermige der beliebig 
zu wihlenden Transformationsconstanten a, 6B, y, 0 entspricht jedem 


Formenpaare f, pg mit der Eigenschaft (4) fiir ein bestimmtes 4 ein 
anderes Formenpaar /’, gy’ mit der analogen Kigenschaft: 
(f, Qi = y 
fiir ein 4’ = gd. Ist also 4 in dem fraglichen Sinne eine der Grund- 
form f zugeordnete Constante, so findet dieselbe Zuordnung zwischen 
der Constanten 4’ = oA und der Form f/f” statt, und umgekehrt. Das 
Bestehen einer solchen Zugehérigkeit von f und 4 ist nun nach dem 
Bisherigen an die einzige Bedingung des Verschwindens der Deter- 
minante A(A) gekniipft. Da mit der Erfiillung dieser Bedingung auch 
gleichzeitig die Zugehérigkeit von f’ und 4’ in dem fraglichen Sinne 
statt haben soll, so wird nothwendig die in den Coefficienten der 
transformirten Form /’ gebildete Determinante A’(4’) mit der urspriing- 
lichen bis auf eine von Null verschiedene Constante C itibereinstimmen 
miissen, also: 
Q'(4’) = A'(o'd) = CALA). 

Die Constante C finden wir durch Vergleichung der Coefficienten von 
4’+* gleich der i(v-+-1)'" Potenz von @ und haben somit die Beziehung: 
A'(o'A) = OM ALA), 
welche nichts anderes als unseren obigen Satz zum Ausdruck bringt. 
Zugleich bemerken wir, dass 4 als Wurzel der determinirenden Glei- 
chung (5) mit invarianten Coefficienten selber eine irrationale Invariante 


der Grundform f vom Gewichte i darstellt. Fir die Entwickelung der 
Determinante A(A) nach Potenzen von 4A gilt der Ansatz: 


D(A) = Sart $ Ty t Ty pe + Tp. 


Hierin bedeutet J, eine von Null verschiedene Zahl; J, muss sich bei 
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der Unméglichkeit rationaler linearer Invarianten auf Null reduciren, 
wihrend J, der einzig existirenden quadratischen Invariante (f, f)n 
proportional ausfallt. Die folgenden Coefficienten J,, J,, ..., Fri 
sind Invarianten resp. vom Grade 3, 4,..., » + 1 im den Coefficienten 
der Grundform /. 

Die Determinante A (A) besitzt jedoch noch andere bemerkenswerthe 
Kigenschaften, zu deren Erforschung ein niheres Eingehen auf ihren 
Bau erforderlich ist. Wir schreiben zu dem Zwecke die i gegen- 
seitige Ueberschiebung der beiden Formen / und » in der Gestalt: 


o=9 
(f, g= > {(— 1)" hig? diga—y @y  (— 1)" hy? Gigg—v41@r—1 + - - 
o=0 a ley? Gi40%o\ &,"-* 28, 
worin die mit oberem und unterem Index versehenen Buchstaben k 


die beziiglichen Zahlencoefficienten der ausgefiihrten Simultancovariante 
bedeuten. Die Determinante wird dann: 





| Ko as», Ki ai—y41, a koa; —A 

. 

ina +15 KiG:—»42, ee0 kia; + (1) A. Ki aia 
(6) A(a)= 

| 

ai - ( - 1rd, ki Aj4t, + ke Gino ? ky Ai+y 


Doch leiten wir zuvor einige eigenthiimliche Beziehungen zwischen den 
Zahlen & durch Benutzung der symbolischen Darstellungsweise der 
Covariante (f, m); ab, indem wir unter Bezugnahme auf die Relation 
(3) setzen: 


o=?r —¥ 


1) p= (aayial ex S) D1) digo ntg tenga ah 
o=0 e=0 
= (Gy Hy — Gy Oy)! (Gy Ly + Gy La)‘ (@, %, + a, Ly) 
o=* @=Y ; ; 
aS Sey tigate eastr te hed taal, 


o=0 e=0 


Die letztere Gleichung (7) wird offenbar in ihrer Giiltigkeit nicht 
beeintrichtigt, wenn man in ihr der Reihe nach folgende beide Ver- 
tauschungen vornimmt. Erstens setzen wir fiir a,, a,, x, die Zeichen 
resp. @,, @,, 2, und umgekehrt, wodurch sich ergiebt: 
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(—1) (aya, - ay 01) (A, 2, + yy) (GX, + 4) 
o=v (=r 
an > > (— 1)-ek,? a, to—*+0 a, ete a, 0 a0 x," 2,7" 
o=0 e=0 
o=v e=¥ 
= > > (— 1), Bug a,*-et 0a, +9-9 +0 Ca," x,"-92,". 
o=0 e=—0 
Die urspriingliche Gleichung (7) liefert aber nach ihrer Multiplication 
mit (—1): 
(— 1) (a, @— ag &)* (@, XA Ly)! (@, %, - @, Xy)— 
o=v e=? 
a» > > 1)i+*—ek,° a,-*+-@ a, +0 oe, 8 a,” ez,” "2,4. 
o=0 @=0 
Durch Vergleichung der Coefficienten in beiden Doppelsummen erhalten 
wir ftir die Zahlen & die allgemeine Relation: 
I—o i+v 7.0 
(8) Tong —— (— 1) k, ? 
Zweitens werde in der urspriinglichen Gleichung (7) a, in —2,, a, 
in 2, und umgekehrt w, in —a,, x, in @, umgewandelt; dann ist: 


(— LU) 8 (Gy ay Hy ig)! (Ay Og — hy )* (Hy yy)?! 
o=—v e=v 
-> > nee 1)*+¢ kee a f-ote-¢ a,ito—»+¢ a,? a,’ 2," 02,0 
o=0 e=0 
a=¥ @e=Y¥ 
=> aC 1) F0 ig? a,*— ot" C a, 9-40 oe, 8 4," -02,-F £99. 
o=0 e=0 
Die urspriingliche Gleichung (7) ergiebt andererseits durch Multiplication 
mit (— 1)‘, 
(18 (Gy ey — hy )* (Gy Ly Hy Hy)* (Hy Hy +H Hy Hy) 
o=v e=v 
=> >(- 1)-e-# ke’ @,o-et-eg,t+e-“te ae “,"- ez, *z,° 2 
o=0 e=0 
woraus durch Vergleichung der Coefficienten fiir die Zahlen k die 
weitere allgemeine Relation: 
(9) koe = (—1)'+*k,? 
gewonnen wird. Die beiden Formeln (8) und (9) fassen wir kurz in 
die Doppelgleichung : 
. y— i+¥ 7, 
(10) ke = hf = (—1)"R 
zusammen, welche fiir uns ein besonderes Interesse beansprucht, da 








A(4) 
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sie die Determinante (6) und damit unsere Gleichung (5) als Bestim- 
mungsgleichung fiir 4 einer niheren Behandlung zuginglich macht, 
Die v + 1 Wurzeln 4 der determinirenden Gleichung (5) mégen 
4, AM, ..., 4 heissen. Nach dem Friiheren sind dies die einzigen 
Werthe, welche die Constante 4 annehmen darf, damit zur Grund- 
form 7 eine zugehérige Form » mit der Eigenschaft (4) existiren kann. 
Wie wir leicht erkennen werden, ist fernerhin zur Discussion der 
determinirenden Gleichung und damit tiberhaupt zur Weiterentwickelung 
unseres Problems eine durchgehende Unterscheidung folgender vier 
Hauptfille nothwendig: 
Hauptfall 1: i=0, v=O (mod. 2) 
- IH:t=1, v=l1 - 
* II:i=1, v=0 - 
» IWV:4+=0, v=1 m 
Vertauschen wir namlich in der Determinante (6) die Horizontalreihen 
mit den Verticalreihen derart, dass die Diagonalelemente: 


n=2i, vSi. 


ky°ai-», k,'aiy42) ee ey ky" di+y 
ihre Plitze nicht andern, so ergiebt sich: 
ly ai», k,' Cp—o41) +. oy” Gy—1, ka;—(— 1)rA 


ky" @i—v41, ky diva, +k a+ (— 1)’ ({)a, ky’ ai4a 
A(A) = 








k,® ag=— A, k,' Ai+t, eee k,’- GQitv—1y ky” Qi+y 


und nach Benutzung der Relation (9) und Multiplication simmtlicher 
Elemente mit (— 1)'+’: 


ky Gi») kt Aj—v4-1y «+ Ks ir) Kas (—1y'a! 

ko Qi—v+1, ki Qj —v42) 0+ ky a;+(—1 (7) a, ky Qi41 
A(Q4j=(—Herwen) , oss : 

ky ay—(—1)' +A, Kiaigs, kyr digo—y Ki Qias 





= (—1)re A ((— 14). 
Die so gewonnene Relation: 
a) A (a) = (—1)40¢41A ((— 14) 
liefert fiir ein gerades i, also in den beiden Hauptfallen I und IV 
nichts anderes als die Identitat: 
A(a) = (— 1)" A(A). 


Mathematische Annalen. XXVIiIL 
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Fiir den Hauptfall Il dagegen erhalten wir: 





A(a) = A(—A) 
d. h. A(A) ist eine gerade Function von 4; die »-+ 1 Wurzeln 4 
unserer determinirenden Gleichung (5) ordnen sich in tt Paare ent- 


gegengesetzt gleicher Wurzeln. Fiir den Hauptfall III endlich fihrt 
die Formel (11) zu der Relation: 


A(a) = — A(—4) 


d. h. A(A) ist eine ungerade #enction von 4; von den vy + 1 Wurzeln 
der determinirenden Gleichung ist eine gleich Null, wihrend sich die 


iibrigen v in + Paare entgegengesetzt gleicher Werthe anordnen. 
Was die beiden bisher noch nicht in analoger Weise unterschiedenen 
Hauptfille I und IV betrifft, so ist allein der erstere von beiden da- 
durch ausgezeichnet, dass fiir ihn die determinirende Gleichung im 
Allgemeinen » -++- 1 wesentlich unter einander verschiedene Wurzeln 
liefert. Fiir Hauptfall IV niimlich erscheint unsere Determinante (6) 
vermége der den Zahlen & aunaftenden Eigenschaft (9) als schief- 
symmetrisch beziiglich des Diagonalgliedes: 


ky° ai-v, ky'ai-+42, eee ky” Gi+e- 


- Da dieselbe zudem geradreihig ausfillt, so stellt sie einem bekannten 
Determinantensatze zufolge das vollstindige Quadrat eines Ausdruckes 


dar, welcher 4 im Lose at ten Grade enthilt. Die » + 1 Wurzeln 4 der 


determinirenden Gleichung ordnen sich demnach fiir Hauptfall 1V in 
v+1 

2 
spiiterer Bezugnahme gruppiren wir die v-+-1 Wurzeln der determiniren- 
den Gleichung (5) in den vier Hauptfillen, wie folgt: 


Paare gleicher Wurzeln. Zur Erleichterung der Uebersicht bei 





Hauptfall 1: 2, 4% ,A@), AG) — | 
» TL: A, AM — AM, AM, Aa — AM), .,., APD, AM —Alr-0, 
» TL: 40, AM —— 1M, AM, AM—— AM, AO*), APD ae — AlP-2), AM =O. 
» IVs AO,AM—= AOA, AD— AM, APD, AM) == Av, 


Damit ist die Untersuchung der determinirenden Gleichung im 
Allgemeinen erledigt. Die speciellen Vorkommnisse betreffs weiteren 
Zusammenfallens von Wurzeln werden in § 4 ausfiihrlich zur Sprache 
gelangen. 








(14 


(1: 









(14) 


(15) 
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§ 2. 


Die Bestimmung des Systems der irrationalen Covarianten o. 


Nach Ableitung der Bestimmungsgleichung fiir die Constante 4 
handelt es sich um die Ermittelung und Discussion der fraglichen 
Formen @ selber. Wihlen wir zu dem Zwecke von den oben gefun- 
denen v + 1 Wurzeln eine aus, etwa A) und setzen ihren Werth in 
die Bedingung (4) an Stelle des anfangs unbestimmten Factors 4 ein, 
so ergiebt sich fiir die A) zugeordnete Form g) die besondere Be- 
dingungsgleichung: 

(13) (fo) = AG, 

welche durch Vergleichung der Coefficienten auf beiden Seiten in 
folgende v + 1 lineare Bestimmungsgleichungen fiir die v + 1 homo- 
genen allein noch unbekannten Coefficienten «,(“), a), ..., a, der 
Form g) zerfallt: 


(-- 1)’ky° ai» a") -b (— ly-k,° Aj—v41 al“), + +. -+k,° aya, aint Ale) exg') =(Q, 


(— 1)’k,' Qj-v41 oc, (— ) ) ae k,' a 4900"; Sie k,' Aint a,“) 


ai (7) Ae, —=0, 


—1\k "a; a, (#) (—1)y—1 "Aia4 al), MeN ky” Ajay O, (wu) Al e¢ (ee 0. 
0 ‘ 1 + + » 


Da in Folge der Wahl von 4“ die Determinante dieses Systems ver- 
schwindet, so fiihren die erhaltenen Bedingungen fiir die gesuchten 
Coefficienten a“), a, ..., a) zu keinem Widerspruch. Zwischen 
jenen v + 1 Bedingungsgleichungen besteht vielmehr eine lineare Ab- 
hiingigkeit, vermége welcher je eime von ihnen mit den tibrigen » 
stets gleichzeitig befriedigt erscheint, Nachdem wir damit die Még- 
lichkeit der Auflésung des Gleichungssystems (14) erkannt haben, 
ist es unsere Aufgabe, die Bestimmung der gesuchten Coefficienten 
a“), @,,..., e,\ ohne Bevorzugung oder Auszeichnung einer der 
v-+1 Gleichungen (14) wirklich durchzufiihren. Zu dem Zwecke 
fingiren wir eine neue (y+ 2) Unbekannte u und betrachten an Stelle 
des friiheren Systems (14) das folgende: 


(—1)’ hy ay ™)  (— 1-1 avg ol fee hy ay cel) — Alaa) 


+y,"u=0, 


(1)? Fig! igs Oy!) (— 1) iy! npn Oy eos pe Teg! ching gl 
a (1) AM) oe) — (7) y, y,"u=0, 


(—1rhyraz a) — (1 kya aly, p+ yr ai grag) — AM a, 


+(—1)y"u—0, 


26° 





(18) 
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wo noch als letzte Gleichung mit der Unbekannten »“) die Identitit 
hinzutritt: 


(16) (— 1)ra,@ay + (— 1p (1) aM, 2,074 $+ -- 

+ (= Iyraniay — (— 1g = 0. 
Das aufgestellte Gleichungssystem (15), (16) enthilt »+2 lineare 
Gleichungen mit den v + 3 homogenén Unbekannten «,“, a,,..., 
a, u, p™. Fir die Verhiltnisse der letzteren liefert demnach die 
gewohnliche Auflésungsmethode mittelst Determinanten das Ergebniss: 
(17) a, 2a) s+. 26: gH) =A: Aw) :- --:+ A(AM) A(z, y, A), 
worn A,™, AM,,... 
sprechenden Determinanten des Systems bedeuten und insbesondere 


die Determinante A(«, y, 4“)) in ausfiihrlicher Schreibweise folgende 
Gestalt annimmt: 


die den Unbekannten a,), a),,... ent- 


A(z, y, A) 
ky°ai-y, k,° ai—»41, eee Ke, Qj-1, k,° a,— A), y,” 
Kio! Qi—v41, ky 'Qivp2, °° Bsa+(1) Aw, ky ans, —(3) Y, yo" 
kg? ag —(— 1a, Ky” ass, s+ Gites ky” Qitv, (—1) 9” 
Vv Vv 
£4", —({) %,%_"-1, ++ (—1) ({) ay", (—1)’2,", 0 


Aus der Proportion (17) finden wir fiir die Unbekannte uw den 
Werth Null, dessen Kinsetzung das Gleichungssystem (15) in das 
urspriingliche System (14) tiberfiihrt. Damit kennzeichnen sich die 
eben erhaltenen Lésungen (17) zugleich als Lésungen des Systems (14) 
und erscheinen iiberdies wesentlich unabhiingig von den eingefiihrten 
Parametern y,, y,- Die Beziehung (17) lehrt ferner die Proportionalitit 
der Form g™ mit der Determinante A(z, y, A“) d. h.: 
(19) A(z, y, AM) = g(a) y(y), 
worin fiir m) genauer g“)(%) geschrieben ist, und y)(y) eine noch 
unbestimmte Function von y,, y, und den Coefficienten der Grund- 
form f bedeutet. Fir die Ermittelung der letzteren Function ist es 
unerlisslich , die oben begonnene Unterscheidung der vier sogenannten 
Hauptfille wiederaufzunehmen. Setzen wir niamlich in (18) y,, y% 
fiir z,,2%,, und umgekehrt und vertauschen dann in der Determinante 
die Horizontalreihen mit den Verticalreihen ohne Verstellung der 
Diagonalelemente: 

Kai», ky aivya, ++ *, k,” dips, 0, 


so finden wir: 
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A(y, 2, A) 
ko? ai—», Keg’ ivy? + hey’*ai-1, ky” a—(—1)” 4), y,” 


ky? @i—v4y Kk, ai-v42,° ee kta —1 (7) am, ky” dita, —(t) Y; y."— 


k,°a,—a), k, itt, * °° key’ Aitn—ty k,” Gi+r) (— 1)” yi" 
y v Goal v1( v— y 
Leo's —({) 2,29, ---(—1) (7), 2, (—1)’2,’, 0 


Multipliciren wir in dieser Determinante die I, 2, ..., (v1) 
Verticalreihe und die letzte Horizontalreihe mit (— 1)'+’, so ergiebt 
sich mit Benutzung der Relation (10): 

20) A(ys#, aH) = (— IMAG, y, (—1) am), 

Diese allgemeine Formel ist der frither gefundenen Relation (11) 
analog. In dem Hauptfalle 1: i =0, v =0 (mod. 2) liefert sie die 
Beziehung: 








Ay, w, AM) = A(x, y, A), 
deren Anwendung auf (19) die Gleichungen: 


p(x) v(y) = p(y) p(x); 
also: 





und des weiteren: 
. A(z, y, AM) = g(x) p(y) 
” A(x, 2, AM) — (g(a) 


zur Folge hat. In dem zweiten Hauptfall: i=1, v= 1 (mod. 2) 
nimmt die allgemeine Formel (20) die Gestalt an: 


Aly, £, AM) = A(a,y, —A). 
Setzen wir der Kinfachheit halber w als gerade voraus, so ist 


nach (12) fiir Hauptfall II: 
Alu) oe — JH), 


und die erhaltene Relation schreibt sich in der Gestalt: 
Ay, x, AH) = A(z, Y; Met) , 
oder mit Benutzung von (19): 
p(y) p(x) = pet) (x) pet) (y), 


yp) = get), yle+t) = go), 


also: 


und wir erhalten somit die endgiiltigen Formeln: 
A(a,y, A) = p(x) pi#t(y), 
(22) A(z, y, At) = pet (x) p(y), 
A(z, 2,4) =A(a, az, AHH) = pl) (2) p+ (a). 


Aus der letzteren Relation folgt noch, dass A(x,«, 4) eine gerade 
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Function von 4 ist. Fiir den dritten Hauptfall: i= 1, »v = 0 (mod. 2) 
haben wir mittelst Formel (20): 
(23) Aly, x, AW) = A(z, y, —A), 


Setzen wir wiederum der Einfachheit halber w als gerade voraus 
und schliessen vorliufig den Sonderfall » =v aus, so ist nach (12) 


fiir Hauptfall III: 
AH) oe — Ale) 


und die gefundene Relation schreibt sich: 
Aly, x, A) = Ala, y, At), 
oder mit Benutzung von (19): 
G(y) O(a) = gHt(z) wD(y), 
pe) = gett), pert) —_ gp). 

Dieselbe Formel (19) fihrt somit zu dem Gleichungssystem: 

A(a,y, 4) = g(x) p&th(y), 
(24) A(@, y, AH) = pet (a) p(y), 

A (a, 2, AM) = Ale, 2, AUD) mm GO (2) pet (z), 
wo die letzte Gleichung die Determinante A(z, 2, 4) als gerade 
Function von 4 kennzeichnet. Der bisher ausgeschlossene Fall u =v 
erledigt sich durch Einsetzung des Werthes: 
Am =< — Ai”) = OC 

in (23). Wir finden dann: 

A(y, £, 0) = A(a, y, 0) = p(x) yy), 


pl”) = gp) 


also: 


mithin: 

und schliesslich : 

(25) A(x, y, 0) = 9*(x) p(y), 
A(a, x, 0) = [9"(a)]}?. 

Bevor wir zur analogen Behandlung des letzten Hauptfalles tiber- 

gehen, mdge hier noch der folgende Satz zur Sprache gelangen: 

Die Determinante A(x, y, A) besitet gegeniiber den linearen Trans- 
formationen der Grundform einen invarianten Charakter; d. h. ent- 
wickeln wir dieselbe nach Potenzen von A, wie folgt: 

A(a, y, 4) = C,a" + C4 +:--+0¢,, 
so sind die Coefficienten C,, C,, --+, C, rationale Covarianten von der 
Ordnung v fiir jede der beiden Variablenreithen 2, %3 Y,; Yo, dagegen 
vom Grade 0, 1, +--+, v in den Coefficienten der Grundform f. 

Die Richtigkeit dieses Satzes wird leicht erkannt, sobald wir uns 
analoger Ueberlegungen wie beim Beweise des entsprechenden Satzes 
auf Seite 385 bedienen. Wenden wir nimlich die vorhin gewonnenen 
Relationen fiir unsere Determinante A(a,y, 4) nach linearer Trans- 
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formation der Grundform f an, so muss offenbar das rechter Hand 
sich ergebende Formenproduct mit dem durch directe ‘Transformation 
hervorgehenden Ausdrucke g'(z’) o'(y’) bis auf eine Constante iiber- 
einstimmen, d. h, unter Beibehaltung der friiheren Bezeichnungsweise 


wird: 
Aa, y', ¥) = Coy'(a’) ¥(y) = Cea) vy) 
und folglich: 
A(x, y;, ofA) —_ CA(z, Y, a), 
wodurch, nach Bestimmung der Constanten C als v(i — 1)'*" Potenz 
der Substitutionsdeterminante 9, unsere Behauptung erwiesen ist, 

Die gewonnenen Formeln (21), (22), (24), (25) ermdglichen fiir 
die ersten drei Hauptfille die Bestimmung der Form g), und zwar 
in der Weise, dass ausser der Hiilfe rationaler Covarianten nur die 
Kenntniss der irrationalen Invariante 4“) erforderlich ist. Die Form 
gy) bezeichnen wir demnach als eine der irrationalen Invariante A“) 
sugehorige irrationale Covariante der Grundform f. 

Wir wenden uns schliesslich zur Erérterung des vierten Haupt- 


falles: i= 0, v =1 (mod. 2), welcher eine gesonderte Stellung ein- 
nimmt. Die allgemeine Relation (20) nimmt die Gestalt an: 
Aly, x, A) = — A(x, y, a), 


oder mit Benutzung von (19): 
p(y) w(x) = — p(x) yi (y). 
Mittelst des Ansatzes: 


ye) == Cal) 
ergiebt sich die Relation: 


Co (y) p™ (x) = — Cp (x) p(y), 


welche nur durch die Annahme eines verschwindenden C befriedigt 
werden kann. Kine Folge hiervon ist das identische Verschwinden 
der Determinante A(x, y, A“)) oder, was ebensoviel sagt, das gleich- 
zeitige Verschwinden simmtlicher ersten Unterdeterminanten von A(A™)). 
Der letztere Umstand néthigt zur Wiederaufnahme der Betrachtungen, 
welche im Anschluss an das Gleichungssystem (14) zu der wichtigen 
Relation (19) gefiihrt haben. Die dort entwickelten Schliisse verlieren 
ihre Wirksamkeit, sobald neben der Determinante A(A™)) des Systems 
(14) noch siimmtliche ersten Unterdeterminanten verschwinden und 
damit die lineare Abhingigkeit der Gleichungen des Systems (14) 
derart gesteigert wird, dass stets je zwei von ihnen Folge der v — 1 
iibrigen sind. Um auch unter diesen Umstiinden die Bestimmung der 
gesuchten Coefficienten a“), a), ---, a) ohne Bevorzugung oder 
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Auszeichnung irgend einer der v-+-1 Gleichungen (14) wirklich durch- 
zuftihren, fingiren wir ausser der Unbekannten « noch eine weitere 
(v + 3) Unbekannte w') und betrachten an Stelle des Systems (14) 
das folgende: 


—h ayo) +k, ay 41 Ol) ve sp hey acc) — AH) org) + yn” 
a yf” wo) == 0, 
v 
— Teg inp YP hey yp 2 0), + hy aes cg) — (7) AM a) 


(26) = (7) Y Y2”-*u — (7) yy) yo” wld) =O, 


ms k,” a; a") cL ky’ Ais ale), ot eee + k,” Git» a,(*) — Al) a) 


—Yy,"u — 0" alt) =(), 


Um die Unbestimmtheit der Lésungen zu vermeiden, fiigen wir noch 
die lineare Gleichung: 


—_ ‘v ; v1 y 
(27) _ a,(#) x, (1) (7) ale) 2,0) (0) ee (97,0) = () 


mit den willkiirlichen Parametern z,"), z,) hinzu, wihrend fiir die 
. Unbekannte g) die Relation: 


(28) —a,“)zx,” —(1) OM) Hy HP? — ++» — ala,” + pH) = 0 


bestehen bleibt. Das aufyestellte Gleichungssystem (26), (27), (28) 
enthalt » + 3 lineare Gleichungen mit den » + 4 homogenen Un- 
bekannten: @,'#), aH), -+-, a), wu, wl), ml. Fur die Verhiltnisse 
der letzteren liefert demgemiiss die gewéhnliche Auflésungsmethode 
mittelst Determinanten das Ergebniss: 


(29) a) ral) sees: wl: pl) = ASM): AM :. 
(1) oft) Aled) : (“) oF ow 
>+ Aa, yD, AM) > + Ala, y, AM): A oi) gn ‘ 
? 
wo A), Aw), --+ die den Unbekannten a), ai*),,--- entsprechenden 


Determinanten des Systems bedeuten und insbesondere die Determinante 


Zz, 
a(*, yn) in ausfiihrlicher Schreibweise eine Gestalt annimmt, 
? 


wie sie sich andererseits direct durch zweimalige Rinderung unserer 
urspriinglichen Determinante (6) ergiebt, nimlich: 








(30) 











(30) 








ky° ai», k,° Qi-v+i, **° ke 
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wv, Y 
A wa yl?) a) 


vy—1 4-1) k,°a;— AM), y,, yi" 


k,” aj a. Aw), k,’ Git4 > eee kr, it v—ly ky” Gitvy —9;", ‘ied yin” 
v v 
£4", (4) By %y—*, «++ + (7) %y"" Le, — 2", 0, 0 
v onl Vv \ «1)¥—1,,(1) 1)” 
x_')", —(f) ag” mo +(1)” L's — of) 4 0, 0 


Mit Riicksicht auf das identische Verschwinden der einfach ge- 
rinderten Determinante folgt aus der Proportion (29) fiir jede der 
beiden Unbekannten w und wu) der Werth Null, dessen Einsetzung 
das Gleichungssystem (26) in das urspriingliche Gleichungssystem (14) 
iiberfiihrt. Die der Proportion (29) entnommenen Verhiiltnisswerthe 
der Unbekannten befriedigen daher zugleich das System (14) und er- 
scheinen iiberdies wesentlich unabhingig von den Parametern y,, y, 
und y,"), y.). Der letztere Umstand rechtfertigt den Ansatz: 


2 9 
(31) A (cy, yd) = 9G, 2) wH(Y, YO, 
> 


Sehen wir nun vorliufig von etwaigen weiteren Ausartungen des 
Gleichungssystems (14) ab, so lisst das letztere im gegenwiirtigen Falle 
eine einfach und nur eine einfach unendliche Mannichfaltigkeit von 
Lésungswerthen fiir die Unbekannten zu. Diese Thatsache findet ihren 
Ausdruck darin, dass die Function g)(z, 2) in (31) bei variablen 
Parametern 2,"), x," ein Formenbiischel repriisentirt, also noth- 
wendigerweise die Gestalt annimmt: 


(32) git (x, 8) = py (2) na) (2) 1: (@H. 
Da ferner die Determinante (30) fiir 2,—2,", 2, = ~-,") identisch 
verschwindet, so haben wir auch: 

gp) (a), al) == gy) (at) to) (a) ate 9, (2) ay (a) = (0. 
Auf Grund dieser Beziehung nimmt (32) die neue Gestalt: 

p(x, a0) — F(x) f(x) yal) — Hx) po (@)} 
an, wo F(x)) einen nur von 2,"), x," abhiingigen Quotienten be- 
deutet. Da nun die Determinante (30) durch Vertauschung von 


z,, 2, und 2, x") nur ihr Vorzeichen andert, so gilt das Gleiche 
von der Function g)(x, x“)) und wir erhalten aus der letzten Formel: 
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p(x, a0) — P(e) {4 (a) (a4) — p(x) pom (a)}, 
d. h. F(a) = F(z) stellt nothwendig eine Constante etwa die Ein- 
heit dar, Schliesslich ersetzen wir in der Determinante (30) y,, y, 
durch 2,, 23 y;"), yp) durch z,"), 2) und umgekehrt, und vertauschen 
dann ihre Verticalreihen mit den Horizontalreihen ohne Verstellung 
der Diagonalelemente: 

ky° ai», ky! ai-v42, ... ky’ dizyy 0, 0. 
Die so erhaltene Determinante geht durch Multiplication der 1*", 2',..., 
(v + 1)" Verticalreihe und der vorletzten und letzten Horizontalreihe 
mit — 1 unter Vermittelung der Relation (10) genau in die friihere 
Gestalt (30) tiber. Wir gewinnen damit die Beziehung: 


A “ x a) ine + i] aw) 
y), git) x), y) 
oder wegen (31): 


p(y, yD) PHO(a, vl) <= par, al) wled(y, yl), 
folglich : 


vey, y¥) = p(y, y™) = po (y) MY) — oy) p(y). 
Demnach ergeben sich zur Bestimmung der gesuchten Formen go“) als 
Endresultat die Formeln: 


A ie y an) = { po" (22) p,™)(a) — py) (x) pol (al) 


a), yi) 
(33) > {ou () oY) — HY) BoC} 
“2, & 
“ (si git) aw) = {po (x) py) (2) — py (x) Ho (a) }?. 
? 


Nach den letzteren Ausfiihrungen ist jede Form des Biischels 
Cy Py“) + c,p,) im Sinne der Bedingung (13) dem Wurzelwerthe 4“) 
zugeordnet. Wihrend also in den ersten drei Hauptfillen jedem der 
v + 1 unter einander verschiedenen Wurzelwerthe 4 eine einzige Form 


@ entspricht, existiren im vorliegenden vierten Hauptfalle nur ott 


unter einander verschiedene Wurzelwerthe 4, deren jeder zur Con- 
struction zweier zugeordneter Formen g, und g, Anlass giebt. Aus 
den Formeln: 


(fy Po): = AM Do, (fF, 9) = AM 
ist dann die Gleichberechtigung der fraglichen Formen mit irgend zwei 
linearen Combinationen ihrer selbst direct erkennbar, Um mit den 
friiheren drei Hauptfillen in méglichster Uebereinstimmung zu bleiben, 
mégen im Hinblick auf die Festsetzungen (12) unter Annahme eines 
geraden w die Bezeichnungen gelten: 


9, = gp), g,) = gi#+), 
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durch deren Kinfiihrung die Bestimmungsgleichungen (33) in die 
folgenden iibergehen: 


(re, yun 2) = £9) et (0) — qi (0) gi at) 
(34) >< { p(y) pitt) (yl) — p+) (y) p)(y)} 


x 
A baw Sal ")= {op (a2) pert? (ax) — pts) (ar) pm (ait) 2, 


Durch Anwendung ihnlicher Schliisse, wie oben, lisst sich zeigen, 


dass auch die gegenwiirtig auftretende Determinante a(® 1) +. 2) 
gegeniiber den linearen Transformationen der Grundform einen in- 
varianten Charakter besitzt; d.h. entwickeln wir dieselbe nach Potenzen 
von A in der Gestalt: 


ate (1), y(t) r) = Chart pO, ee + Ona, 


so sind die Coefficienten C,, C,, +--+, Cy. rationale Covarianten von 
der Ordnung v fiir jede der vier Variablenreihen 2, , %3 Y) Yoi 
2, x; y,), y" dagegen resp. vom Grade 0,1, ---, »—1 in den 
Coefficienten der Grundform. 

Schliesslich erledigen wir noch die naheliegende Frage nach der 
Jacobischen Covariante des gefundenen Formenbiischels. Zu dem 
Zwecke combiniren wir in der Determinante (30) die vorletzte und 
letzte Horizontalreihe derart, dass die Absonderung des Factors 
%, #4") — x, 2, modglich wird. Wir erhalten dann nach Vollziehung 
des Grenziiberganges 2,") = 2,, x,{) =, die Relation: 


Z, y (#) 
— 4 (cio yo ) 
— tn, ee 


0 


2Hae 2,0) — ~ Ley (i) 
k,° Qi-v, ky? asa, eee Re aji—1, kya _ A, Y.", y_")" 
ky” a+ At), ky" ai+1, — ky, Ajitv—1) k’ Atv, — Y,", —y,%" 
v—] 
0, r,%—, y —( 1 )ay-2ay x", 0, 


a, eS rs "\e, 2°, ane a,°-*, 0, 0, 0 
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Da nun der Werth von: 


a lim op (a) pth (aD) = gt (a) og) (a) 
* Wo» ary aq") sat 2, ,'") 





nichts anderes als die gesuchte Jacobische Covariante J‘“)(x) darstellt, 
so haben wir zu deren Bestimmung die Formeln: 


A(x, y, AM) = J) (x) J (y), 
A’ (x, 2, AH)) _ (J (x)]*, 


worin die Bezeichnung gilt: 


(35) 


(36) A’(x, y, 4) 
k,°a, ky’ ai—v4ay +++ K_, air, k,°a;—A, 9, y_"—* 
key! @i—o41, ky" as-v4a) °° K1a+({) A, kai, 2", ("7 )y y."—2 
k,’a;+A, ky’ @ign, oe WB itv—y ky Gite, 9°", 0 
0, a, te (ee ae a, 0, 0 
ny, ("7 ') @,2yr2, +s a, 0, 20, 0 


Offenbar ist auch diese Determinante grgeniiber den linearen Trans- 
. formationen der Grundform invariant, indem bei ihrer Entwickelung 

nach Potenzen von A: 

A’ (a, y, 4) = Cat + Oar P+ --- + Gr 

die Coefficienten C,, C,, ..-, Cy-1 rationale Covarianten von der Ord- 

nung 2v — 2 fiir jede der beiden Variablenreihen 2,, 2; Y\,Y2, da- 

gegen vom Grade 0, 1,...,v—1 in den Coefficienten der Grund- 

form f darstellen. 

Der Uebersicht halber seien im Folgenden diejenigen Ergebnisse 
kurz zusammengestellt, welche in den vier Hauptfiillen zur Bestimmung 
der gesuchten v + 1 Formen gy, po, ..., p” dienen. DBezeichnet 
allgemein gp) die im Sinne der Formel (13) dem Wurzelwerthe A) 
sugeordnete Form, so gelten bei Zugrundelegung der Festsetewngen (12) 
die Formeln: 


Hauptfall I: A(z, y, 4) = g(a) gp wy) 
A(z, z, A) “ain [po (a)? f u=0,1,--+ 


» Ul: A(a,y, 4) = g(x) p@*h(y) 
A(z, y, Aut) coe gt) (x) g (u) (y) 

A(a,2, A) = A(z, x, Aer) 

= gp) (x) gi#+)) (a) 


u=0,2,----v—l1. 











Har 








v—2 
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Hauptfall Il: A(a,y, 4) = p(x) p+) (y) 
A(x, y, Aut) == pihth (x) plH)(y) 
A(z, 2,4) =—A(a, w, Aer) 
= gp) (x) git) (x) 
A(z,y,0) = p(x) p(y) 
A(w,z,9) =[9(a)P 


=0,2,+-,7—2 


yy 
IV: AC on, J = {pl (x) pt (al) — pet) (a2) p™ (al) 
x< {p) (y) pit) (y) = gt) (y) p(y) } 


a(™., ne”) ome { p(x) pet) (acl) — gpl) (a) epi) (acl) }8 
? 


A (a Y; At)) = J) (x) J) (y) 


A’ (a, £2, AM) = [J (2)]?. w=0, 2,---,»—1. 


Die Determinanten A(z, y, A), alr und A'(x,y, 4) be- 
deuten den Formeln (18), (30), (36) eu Folge bekannte ganze Func- 
tionen von A; ihre Coefficienten sind Covarianten der gegebenen 
Grundform f. Die eindeutige Zugehirigkeit der irrationalen Covariante 
gy) zum Wureelwerthe 4“) erleidet eine allgemeine Ausnahme nur im 
vierten Hauptfalle, wo jede Form des Formenbiischels gp), p+) mit 
der Jacobischen Covariante J‘)\(a) in gleichberechtigter Weise der Doppel- 
wurzel A) == A+!) gugeordnet erscheint. 


§ 3. 
Die Discussion des Formensystems g. 


Der gegenwirtige Paragraph beschiftigt sich mit der Unter- 
suchung der Eigenschaften, welche das Formensystem @ als ein System 
irrationaler Covarianten der fraglichen Art kennzeichnen. Unsere Be- 
trachtungen fiihren gleichzeitig zu einer Darstellung der Grundform f 
und gewisser rationaler Covarianten derselben unter Vermittelung der 
Formen 9. 

Wir zeigen zuniichst, dass die v + 1 Formen g, p™, ..., gp 
ein System linear von einander unabhiingiger Formen v** Ordnung bilden. 
Denn bestehe zwischen ihnen eine lineare Relation etwa von der 
Gestalt: 


(37) cp +4 el git) 4... + cp” = 0, 
so folgt aus derselben nach Multiplication der Formel (13) mit c) 
und Summation von » = 0 bis w = v die weitere Relation: 
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(38) AMM HO 4 AME” 4... + AMC — =O. 

Die Multiplication derselben Formel (13) mit 4c und Summation 
von » =) bis w =» liefert auf Grund der eben erhaltenen Relation 
(38) in analoger Weise: 

(39) AP CO) gw AGF Gl) mA) 4... AM Erp) = 0. 


Die Fortsetzung dieser Operation ergiebt: 


AP Cl G~l) Le AUP ED —M) 4... 4 ACP El”) — 0, 
(40) . 


AO CO ql A” cl) pit) +... + Alergy”) —= 0, 


und nach Elimination der Ausdriicke cp, cm, ..., &p™ aus 
den nunmehr erhaltenen Gleichungen (37), (38), (39), (40) erscheint 
als nothwendige Folge die Identitit: 


i acre 
A am 2... am as 
om | [ (am —a) on 0. 


oy aur... 207 
A 


Die darin ausgesprochene Forderung der Gleichheit zweier Wurzeln 4 
ist in den ersten drei Hauptfillen offenbar nicht erfiillt, sobald unter 
vorliufiger Ausschliessung aller Vorkommnisse specieller Natur die 
betrachtete Grundform f eine Form vom allgemeinsten Charakter be- 
deutet. Dementsprechend kann eine lineare Relation von der Art (37) 
nicht existiren. Betreffs des vierten Hauptfalles nehmen die Glei- 
chungen (37), (38), (39), (40) in Folge der paarweisen Gleichheit der 
Wurzeln 4 die Gestalt an: 


(ce) pO + ce) p(t) + (ce) pl) + cl) pi) +. ee 
+ (erY g-) +-cg@i")) = 0, 
A) (ep + cl) p(t) oe Ai?) (c2) 2) + cl) i) ) - eee 
oh Ae (cD gr—)) +l”) —— 0, 
v—1 v—1 


aed aan 
a 2 (Cp 4 cdg) 4a 2 (el®) qpl2) 4 cl) p(8)) 4... 


v-1 
1) = 


(v— 
$A * (NG l-4 rg) — 0, 


wovon das Verschwinden der Determinante: 
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| 1 a ae 
| aco) 20) ww. A) 
| My % 
: =] [avr—*), u, x= 0,2,--.-27=*. 
> or. Yor 


eine Folge ist, die mit der angenommenen Allgemeinheit der zu Grunde 
gelegten Form f nicht vereinbart werden kann. 

Des Weiteren leiten wir eine eigenthtmliche invariante Beziehung 
zwischen den Formen des Systems g ab, indem wir die »v'* Ueber- 
schiebung g) iiber die Formel (13) bilden, wie folgt: 

((f p™):p™), = AH (~™), p),. 
Unter Zugrundelegung der schon zu Anfang benutzten Bezeichnungen: 
fae aw ea 
lautet jene Identitit in symbolischer Schreibweise: 
(a ale) )é (aa'*))é (al) al) )y—< 7 Ale) (eel) eel)” , 
woraus wir durch Vertauschung der Indices u und x die zweite Re- 
lation gewinnen: 
(cxce!*))F (cr cxtt))F (ex) exlt))Y—F me AU*) (er eed)”, 
Multipliciren wir diese letztere Relation mit (—1)’-*+' und addiren 
sie dann zur ersteren, so bleibt: 
AH) (cl) el) + (— 1)-#1 Al») (al) al“))¥ =_— 0, 


{AH — (— 1) 4?’ (MW, gp), == 0. 
Ist hierin der erstere Factor von Null verschieden, so muss der zweite 
Null ergeben, d. h. es besteht die Relation: 


oder: 


(41) (op, 9), = 0 
fiir alle Werthe der Indices u und x, fiir welche nicht die Beziehung: 
AM) ox (— 1)'A*) 


gilt. Um die Bedeutung dieses Ergebnisses im Einzelnen zu erkennen, 
stellen wir in der folgenden Tabelle fiir die vier Hauptfille alle die- 
jenigen Werthepaare der zusammengehérigen Indices uw, x auf, fiir 
welche die Ueberschiebung (gy, m*)), endlich bleiben darf. Fiir die 
Anordnung und Bezeichnungsweise der v + 1 Wurzeln 4 gelten die 
friiheren Festsetzungen: 


Haupitfall 1: w, x0, 0; = 1, 1; —2, 2; --- =», v, 

II: w, x==0, 1; —2, 3; —4, 5; --- —w—1,, 
III: w, x0, 1; = 2, 3; —4, 5; --- —v—2,v—1; —»,v. 
IV: pw, x=0, 1; = 2, 3; —4, 5;--- 


(42) 


=y—lv. 
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Dass die in vorstehender Tabelle ausgezeichneten Ueberschiebungen 
(po), mp), auch wirklich im Allgemeinen von Null verschieden sind, 
lehrt folgende Ueberlegung. Die Functionalinvariante © des Formen- 
systems g besitzt wegen der oben erwiesenen linearen Unabhingigkeit 
der. Formen @ einen von Null verschiedenen Werth. Betrachten wir 


nun das Product: 

| a) = (7) a) ie, hag (- 1)" ae) | 
| af) i. . - | | ’ 1) *-1 ai 
| 

cel) Gl... aM 1) | | 
| Vv i | | 
|. | 

' | 


all) (yen ee (— 1)"al) 
v ] v—l é uv | 


| 0 1 ’ | at”) mt Jat, " -(—1y al”) 


so ergiebt sich durch Ausfiihrung der Multiplication nach dem be- 
kannten Multiplicationsgesetze der Determinanten: 


| (p, p), (go, go), . - (9, gy”), 
(P, Py (O™, ae (9, die | 





1} gi) ql. » any | 
| 
| 


= No, 





(9, Py (9, PM vy - «(PP , Pp 
' worin N das Product aller Binomialcoefficienten von v mit geeignetem 
Vorzeichen bedeutet. Die Auswerthung der Determinante linker Hand 
liefert unter Benutzung der Relationen (41) die Resultate: 
Haupifall 1: (9 9)» (9, 9)» ---(G, PM y= NO, 
TL: (gp, p),?(p®, p®),?--- (pe, p™),? = NO, 
LIL: (gp, p™),?(p®, pO ),?--- (PO), pP—Y)s? (HG p= NO?, 
IV: (p, p),?2(@®, p®),2- «+ (pl), p),2== NO”. 
Da die Invariante ® nicht verschwinden darf, so gilt dasselbe auch 
von jedem einzelnen Factor der linken Seite, womit unsere Behauptung 
betreffs der Endlichkeit der in Tabelle (42) bezeichneten Ueber- 
schiebungen erwiesen ist. Wir werden spiiter erkennen, wie dieselben 
zugleich eine einfache Darstellung als Function der Wurzelwerthe 4 
gestatten. 

Was die Frage nach den weiteren invarianten Eigenschaften be- 
trifft, welche das System als ein irrational-covariantes Formensystem 
im fraglichen Sinne charakterisiren, so bedienen wir uns in unserer 
Untersuchung des folgenden bereits von Clebsch eingefiihrten Differen- 
tiationssymbols*): 


(43) 





*) Vgl. Clebsch, Theorie der biniiren algebraischen Formen, § 6 und § 12. 
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+(-P eda 








Oa, Oy," 
Die Anwendung desselben auf eine Covariante C= a,b) von zwei 
Variablenreihen 2,, 7,3 ¥;, Y» liefert die neue Covariante (ab) a, “by ° 
von einer um 6 geringeren Ordnung beziiglich beider Variablenreihen. 
Bezeichnen wir die aus dieser durch Identificirung beider Variablen- 
reihen entstehende Covariante von einer Variablenreihe mit Q%, so 


y=2 
gilt fiir die urspriingliche Covariante die folgende nach Potenzen der 
identischen Covariante (x y) fortschreitende Entwickelung :*) 


C = DQ + a, (xy) D2! + a, (xy)? DQ2) +... + a, (xy)"Q", 
y=s y= yx y=r 


worin die Vorsetzung des Symbols D eine entsprechend wiederholte 


Polarisation nach y,, y,, dagegen @,, a, ..., @ gewisse Zahlencoef- 
ficienten bedeuten, . 


Das obige Differentiationssymbol 2° wenden wir nun zuniichst 
riicksichtlich der ersten drei Hauptfille auf die Gleichungen (21), (22), 
(24), (25) an. Im vierten Hauptfalle legen wir den Ausdruck fiir die 
Formencombination : 

ph (a) pt) (y) — pet» (x) pl (y) ° 
zu Grunde, wie er sich nach Formel (34) gleich der Quadratwurzel aus 


der geradreihigen schiefsymmetrischen Determinante A a) ergiebt. 


Nach Ausfiihrung unserer Operation kehren wir vermége der Substitution 
Y,=2, , Y=, 7U invarianten Bildungen mit einer Variablenreihe zuriick 
und gelangen dadurch, wie einfache Ueberlegungen zeigen, beziehungs- 
weise in den vier Hauptfiillen zu folgenden Ansiitzen: 


Hauptfall 1: Q° =O)" Aw” OPP? Aw... 4 Or) 


yx 
oo 


== (gi). ml) 
OP e 6=0, 1,...,¥, 


ll: Qe == O—-™*) Aw “4 rm Aur Gra 


(44) ue ini 
U=VU,2Z,...,5¥—1, 
= (#) g@(#+1) 
(po, po a apie 
= C-) 40)” Cf —*)urF 1... + COT), 
=0,2....,v—1 
= (gq). mH) ad Wp Syeeey x 
(9, PUT)o Bate 


*) 1. c. § 7 und § 8. 
Mathematische Annalen. XXVIII. 
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Hauptfall 111: Qe oa om ow + cl Ar? ; os eo 
yor 


aeegeny — 


G==(),2,...,” 


b 


an (9 er 6 ated (OM ge Re Fema | 


= (mp), gi*t+)), u==0, 2, shape ite 2, 
(44) 6=1,3,...,.y—1, 
= Ce) (po, 9), O==(),2,...,%, 
v—1 v—3 
» TV: Qe Ce aw * Cp aw) * et Oe 
gue es 


= (“) (e-+1) 
(7, pee o==1,3,...,%. 


Some —1, 
Die C bedehten hierin rationale Covarianten von der Ordnung g in 
den Variablen x,, «, und vom Grade t in den Coefficienten der Grund- 
form f. Bemerkenswerth ist, dass zu ihrer Bestimmung und Dar- 
stellung durch iibersichtliche invariante Bildungen allgemeinen Prin- 
cipien gemiiss die Berechnung der Leitglieder d. h. der Coefficienten 
der héchsten Potenz von x, ausreicht. 

In iihnlicher Weise wie die einfachen Ueberschiebungen lassen 
sich auch andere simultane Covarianten des Formensystems @ aus- 
driicken; so erhalten wir z. B. fiir den ersten Hauptfall das Product 
der Formen g und ihrer Functionalinvariante, wenn wir aus der 
Simultancovariante mit 2v Variablenreihen: 


P(e) p(y) p (22) p(y) ... p(x) p(y) =a” BP” a” BP”... cf” per” 


die invariante Bildung: 


a” al), . a?” (B® p”) (p p”) ve (a°—” p) 


ableiten und dieselbe als rationale Covariante der Grundform /f dar- 
stellen. Doch erscheint ein weiteres Eingehen auf Fragen solcher Art 
an dieser Stelle nicht angebracht. 

Was nun zuniichst den ersten Hauptfall betrifft, so repriasentirt 
die entsprechende Formel in Tabelle (44) fiir w — 0, 1,..., und ein 
festes 6 v-+-1 Gleichungen und es folgt somit durch Elimination von: 


(2v— 20) (2v—2a) (2v—20) 
Ci ‘a Cy gece C, 


das Verschwinden der Determinante; 
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-1 —2 2v—2. 
A?—* Ar? . . 1, (~, pg — Cer-*) 200” 
=| ~2 2v—2¢) 
aay? gar... 1, (@®, op), — as acy” 





} aor? avr . -+1,(@™, po”), — Cer gin” 


Multipliciren wir andererseits dieselbe Formel zuvor mit A und driicken 


dann A(”** mittelst der determinirenden Gleichung (5) durch die niederen 
Potenzen von 4) aus, so folgt durch Elimination von: 


(2y—2¢0) (2y—2¢ 2v—20 
C3 »G A iw iis beth ) 


das Verschwinden der Determinante: 
Aor, AO"... 1, AMMO, PO), — CY” 200” 
aay) aa Pay 1, AM (gp, 9") )e _ oe) 4a” 





aor gor... 1, Ap), i) — ol?”-2) yo” 


Die Entwickelung der erhaltenen Determinanten nach ihrer letzten 
Verticalreihe ergiebt schliesslich die beiden Relationen: 


(9, 9), * (go, yg"), + + (9, gy”), 
TT TT, uw, 
1, AO, 4 AC oh 
TT TT; Tr, 
6=1,2,...,%, 





= C,(2-20), 





= (,(2>-20), 


wo allgemein TT, das Product der Differenzen von 4) mit den ubrigen 
4 bedeutet. Im zweiten Hauptfalle erhalten wir in analoger Weise fiir 
ein gerades 6 durch Elimination von: 

C,"—-29) , C,@r—-20), ., ., 0, @r-80) 
die Relation: 


3 / @, go )e 1®) (@®) x 9”) )e yer) (go? R 9”), C.e-20) 
Tr + Ti, +°°°+ Tr we ? 
0 2 v—l1 


¢=0,2,...,9—1, 








und fiir ein ungerades 6 durch Elimination von: 


2v—2 2y—2 2r—2: 
rr”, a, . a: 
(9, 9), , (eo, o™), (9°, o™), 





= C,-*), Ga 1,3, .005%5 


TTo Tl a 


27° 
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Fiir den dritten Hauptfall folgen nach entsprechender Behandlung 
unseres Gleichungssystems (44) die Relationen: 











269, 9%), , 2(9, 9), (9°) 9), (9), = C,0-20, 
TI, —" Tl; oo 
ow), 2,...,%, 
1 (gg Qo) 02) (9-2) g(r—1) 
(9, a 229%, 9g oo er. =C,°-2, 
TI) TT, Tl» 
6=1,3,...,v—l, 
und fiir den vierten Hauptfall endlich wird: 
o”, 9), (g, o) (go, 9”), 
ee a 9 
tt AA. AD AOE a. ST 
maria . See a. 
(got Bg? go (= (gD 9) 
FC oe COD, oe gg TG ™ 90 G ar-20 
By TM, Ty. : ; 


oa1,3,...,9%, 


wo hier 2, das Product der Differenzen der Wurzel 4“) mit den iibrigen 
4 von geradem Index bedeutet. Durch Berechnung irgend eines bequem 


_ gewihlten Gliedes der Determinanten A(x, a, 4) resp. A i. a) 
? 


erweist sich nun in allen vier Hauptfillen einerseits der Ausdruck 
C,°- fiir 6 =v, andererseits der Ausdruck C,;“’— fiir 6 = v — i 
als von Null verschieden. Es bedeutet somit C, eine endliche Zahl 
E, wihrend C,” der Grundform f proportional ausfallt. Beriicksichtigen 
wir ferner, dass jene Ausdriicke fiir alle anderen Werthe von 6 wegen 
der Unméglichkeit invarianter Bildungen von entsprechenden Graden 
nothwendig identisch verschwinden miissen, so nehmen unsere obigen 
Formeln folgende definitive Gestalt an: 








(og, 9), (qg™, g"”), 9”, 9”), 
Hauptfall 1: TT, oS a +... as ti, =(), 
6=0,2,...,.¥—2. 
(@ ©), gy"), 49 2) , yg”, @)g 
™ ~ Il: Ti TT, ~ apes A =(), 
5 
( 6=<=1,3,..., -- 2, 
9 (9%, we 2 (@®), 9”), a(p?—®), gi»), 
» wae + Te eee — — 
(oe, 0" 


37 —* 0, 6=0,2,...,9-—2, 


¥ 








(4 
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(0) (1) (2) (3) (1) 0) 
(45) Haupip.v: 2 x. deg 0, oo 4s OH, 9M _g 


Te Ry 





6=1,3,...,¥—2, 
und: ; 
Hauptfall 1: AQ) (pp a UY (pM), pl g++ ---1 (gp, @")a = 
6=(),2,...,y—t—2, v—i+2,...,v, 


0, 


» TE: L(g, @) 5+ 1) (@®, pg E+. LU (0), yp"), = 0, 


6=0,2,...,v—i—2,v—i+-2,...,v—1, 


(46) 


(47) 


ULL: 1H, pl) 4 19H gf +++ F108) (HP, G—M)g = 0, 


6=1,3,...,y—i—2, v—i+2,...,v—1, 


LV: L(G, g)g 10(G, Gof + HONG?) = 0, 


6=1,3,...,.y—i—2,y—i42,...,v 
und endlich: ' y ts J 


Hauptfall l: 1p, 9), + 1D (q~m, g® y-it coe 4 i) (9), go )-i 
ry Us 2p, pl), gf 1M, YP), sf ee O—N(GO—D, WO), 


=f, 
=f, 


— 1 (po : 9p), +1) (p®), g® it see 2) ge), g”- D),_ pos f, 


» LV L(g, p),_;-+1® (p™, ppg += 1-0), p)),_; 


In Tabelle (45) nehmen die Ausdriicke linker Hand fir 6 = v einen 
endlichen Zahlenwerth E an und in den Tabellen und em be- 





4) 
deutet allgemein 7 eine dem Quotienten 


TI, 
Constante. 

Zugleich sei an dieser Stelle darauf aufmerksam gemacht, dass 
man in analoger Weise wie C,'*’-**) und C,?*-*¢) auch die weiteren 
rationalen Covarianten C,@"-*9), C,@-®, ..., C,@*-*¢) durch Summen 
von der Form: 


>, )o, >, P)oy +++) >, P)o 


ausdriicken kann, und wir werden spiiter an Beispielen bestitigt finden, 
wie in der That ein Verfahren dieser Art zu bemerkenswerthen Dar- 
stellungen gewisser rationaler Covarianten der Grundform fiihrt. 

Die eben abgeleiteten Tabellen zeigen, dass zwischen den quadra- 
tischen Covarianten der Formen g immer je zwei von einander unab- 
hiingige lineare Identititen bestehen. Inwiefern dieselben in ihrer 
Gesammtheit das friiher gefundene System invarianter Eigenschaften 
(41) in sich enthalten oder vervollstiindigen, ist auf Grund folgender 
Ueberlegungen zu entscheiden. 

Wir verstehen unter », ¥, x drei beliebige Formen v‘* Ordnung 
und bestimmen die Zahl aller linear unabhingiger Simultancovarianten 





=f. 
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von der Ordnung v, welche die Coefficienten jeder einzelnen Form 
nur im ersten Grade enthalten. Die gesuchte Zahl ist nach bekannten 
Siatzen gleich der Differenz der Anzahl der Darstellungen der Zahl 
vy und der Zahl »—1 als Summe dreier Zahlen aus der Reihe: 
0,1,2,...,v. Wir finden diese Anzahl gleich v+-1 und schliessen 
daraus, dass zwischen irgend v + 2 Covarianten der fraglichen Art 


etwa den Covarianten: 

(PrX)v-Vs (Pr(Y-N))yr (Prs(M Miya 9-02 P (Wy My 
allgemein eine lineare Relation mit Zahlencoefficienten besteht, welche 
die Gestalt: 

(Ps Xv P= Co (Ps (%-2)), Her (Pr (Ys H)s)pa bo HOP. (Hd) 
besitzen mége. Die Vertauschung von w und x liefert eine zweite 
Formel, deren Combination mit der urspriinglichen die beiden Relationen: 
(P, XL)» P+(Ps ¥)v-2=2CQ(M; (H-2)), +262 (,(H, Ho), goes 
(Pst)v-B— (Py Pv A=2C (Ps (H, 21), 1 +265 (P (Wy) M)s)p_sH 
zur Folge hat. Bilden wir nun die »v — oe Ueberschiebung der Form 
g™) tiber die Formensummen linker Hand in den Tabellen (45), (46), 
(47) und multipliciren die entstandenen Gleichungen mit c,, so liefert 


die Summation fiir 6 = 0, 2,...,» resp. 1,3,..., mit Benutzung 
der Relationen (48) das Ergebniss: 


(48) 




















(po, o), 9 © (pg), o@ (og, @™), @” 
p »—& v? YP »P vy? + »® vy? 
Hauptfall I: TT, + eh a ee 
=¢, Eg, 
11; 299 , (oMo%),0 | (99), 9-2 
” 7 TI, TT, , They 
(o,9°), 9 
seats meee Cc Eq 
TT, —e , 
(pg), go — (gl, 9), (eq, @—D). 2) 
ge", 7) "Dp )y® gs @ 9 
(49) ,, IU: et tH 
bes 
(pp?) p99 (gg), 
+ ——_—-_ + — |. - =¢, Eg, 
Toy qT, 
ry. 69 e),90— 9), 90 
” ° ° 
To 
6,9), 9 — (0,9), 9 
Re 
(o™, 9), p°——(9™, 9” ),o 


—— ——— ——_ =, Eq), 


v—1 
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und: 


Hauptfall I: © (o™, gy), p+ 1 (po), gp) Jp) +- eos + I” (po), g”) »o™ 
= ¢y_i(p™), f); ’ 

™ Il: 1 (gp), gl) * gO + Key) (op), g) y gi) + es 
oe a [e—D(g), gy” » gpe-D-Ll™ (p,m), g”) 
=Cyi(~™,f)i, 

rn Ill: 7 (py), gi?) by gp) + 1) (gp), g y i os 
ee a [r—2) (po), gy’), g’—) aL lop), g—*)), ge’) 
+1 (~™, pl * gp =<=c, (po, fy; 

s IV: 1 { (gp), gy"), g” ead (gp, gp), gt) } 
+. 12) {(o™, gy), p® —_ (op), gp”), gp) } -b ee 

“EB £( git, 9), 2 — ("59 } elf 


oder mit Benutzung der Aufangs abgeleiteten invarianten Eigenschaften 
(41) des Formensystems 9: 


Hauptfall I: (og), = Z’T,, w=0,1,...,%, 
» 1: (9, p>), = E'T,, w=0,2,....¥—1, 
(50) » I: (9, p+), = ET, w=—0,2,...,.9—2, 
(9p, 9"), = E'TL, 
» IV: (9, p+), = E'a,. p=0,2,....¥—1, 
und: . 
(51) Hauptfall I, II, Il, IV: (f, p™);—E”¢4 qo, w—0,1,...,%, 


worin E’, E” andere von Null verschiedene Zahlen bedeuten. Der eben 
vollzogene Uebergang von dem Formelsystem (45), (46), (47) zu (50), 
(51) giebt zu Schlussfolgerungen von endgiiltiger Bedeutung Anlass, 
Zuniichst sind die Formeln der Tabelle (50) desshalb interessant, weil 
sie die allein von Null verschiedenen quadratischen Invarianten der 
Formen in einfacher Weise als Function der Wurzeln 4 darstellen. 
Unter Zuhiilfenahme der friiher gefundenen Relationen (43) zeigen sie 
ferner, dass fiir die ersten drei Hauptfille das Quadrat der Functional- 
invariante der Formen bis auf einen Zahlenfactor mit der Discriminante 
der determinirenden Gleichung und im vierten Hauptfalle jene Func- 
tionalinvariante selbst mit der Discriminante der durch Wurzelziehen 
reducirten determinirenden Gleichung tibereinstimmt. Andererseits ist: 
bemerkenswerth, dass die Existenz linearer Relationen zwischen den 
quadratischen Covarianten von der Art der Tabelle (45) fiir das 
Formensystem g keine neuen Higenschaften bedingt, sondern viel- 
mehr nur das bekannte Bedingungssystem (41) bestiitigt. Betrachten 
wir nimlich ein beliebiges System von v + 1 Formen v‘* Ordnung: 
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v 
gp =a," 2," + (7) ae tye faa”, w=0,1,...,7, 


fiir welches die invarianten Bedingungen (41) erfillt sind, so folgt 
nach dem Multiplicationsgesetze der Determinanten: 


Ow (fae Mi 
O a —at—'z,---(—1)"a5 | | 
0a a, ae | [0 —(t)em Dre 


oo ae oc. (i) | 
o—|9 af) aft, a" | 10 al —(7) af? +e(— 1a 








(») ee (v) | 
| 9 a, et a 


| 
v Vv ¥ v 7 (¥) 
O a) —(7) a «-+(—1) ah | 





Ly Yo—X_y,)" P(x) p(x)... l(a) 
p(y) (p, p), (p, pl), . - . (P"@")y 


PY) — (GP, > (HP, POM)y >> + (MMe 
Durch Auswerthung der letzteren Determinante erhalten wir auf Grund 
der vorausgesetzten Beschaffenheit des Formensystems p beziehungs- 
_weise in den vier —— die Gleichungen: 


Hauptfall 1: 2”) oC) 1 oe) 9PM) 4g weer y) 








g”, @), (@ , p), 9”), ”), 
= (X,Yy — XY)", 
(0); (1) q) (),, (v—1) (y) 
.  @e'y) _ (y)p '(@) 9 (x) p(y) 
” II: (po, ), (oi), g”), Aah (9°), 9” * 
og” 1) (y) 
(y) yp" (@) . » 
- 9” i), re cleats > 
Ill: (a) p(y) ‘ilat +: o” *) (a) 9° iy) 
”» (@ (0) | gp"), ‘(@ (9) | gy”), _ ie 9” »), 
gy) p®—Y (a), ep (a) p(y) 
~ (p?—*), pg’), (o™, 9”), 
= +(@,y%,—*%y,)’, 
Vv: S2@e%y) _— oye@ 14 9 @o™y) 
” Tot, o), (g™, e"), (@ er. e”), 


wee 


sire ge), oe”), ) (yY. — Ly)”. 
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Nach Anwendung des vorhin charakterisirten Differentiationssymbols 
Q? auf diese Formeln und nachitriiglicher Riickkehr zu einer Variablen- 
reihe x,, 2, erkennen wir in dem Ergebnisse unsere friiheren Formeln 
der Tabelle (45) wieder. Umgekehrt zieht die Existenz der Relationen 
von der Art der Tabelle (45) das Bedingungssystem (41) nach sich. 
Benutzen wir nimlich die friiher erwiesene Thatsache der linearen 
Unabhingigkeit der Formen , so folgt aus den Formeln (49) das 
Verschwinden der einzelnen mit jenen Formen » multiplicirten Aus- 
driicke, d. h. ihrer beziiglichen v'" Ueberschiebungen, wie es das 
Bedingungssystem (41) verlangt. Das Verschwinden jener quadratischen 
Invarianten und die Existenz der Relationen von der Art der Tabelle 
(45) reprisentiren mithin fir unsere Formen gp zwei Bedingungs- 
systeme, welche sich nicht ergiinzen, sondern vielmehr einander vollig 
iiquivalent sind. Anders verhilt es sich mit dem Bedingungssystem 
in Tabelle (46), welches jedes der friiheren Systeme genau vervoll- 
stindigt. Wie niamlich der Uebergang zu den Formeln (51) lehrt, 
reicht die Hinzufiigung dieses Systems fiir die Formen p hin, damit 
dieselben im fraglichen Sinne einer Grundform f zugehéren. Wir ge- 
winnen auf diese Weise das Ergebniss: 


Verschwinden fiir ein System von v +1 linear unabhingigen 
Formen » v" Ordnung alle quadratischen Invarianten mit Ausnahme 
der beziehungsweise in Tabelle (42) angegebenen, so bestehen gleichzeitig 
zwischen den quadratischen Covarianten des Formensystems beziehungs- 
weise lineare Relationen von der Art der Tabelle (45) und umgekehrt. 
Existiren ferner fiir dasselbe Formensystem obenein beziehungsweise 
v+1, wit, :., 2} 
quadratischen Covarianten die linearen Beziehungen in Tabelle (46) 
stattfinden, dann und nur dann gehirt das Formensystem » im Sinne der 
Bedingungsgleichung (4) einer Grundform f von der Ordnung n = 2i 
zu. Die Grundform f erhiilt man besichungsweise aus den Formeln der 
Tabelle (47), wiihrend die irrationalen Invarianten 4 den Constanten 
1 sowie den entsprechenden Invarianten (p, ), von endlichem Werthe 
proportional ausfallen. 

Was die Anzahl der Bedingungen fiir unser Formensystem  be- 
trifft, so steht das eben gewonnene Resultat mit der directen Con- 
stantenabzihlung in bestem Einklange. Beachten wir niimlich, dass 
bei unserem Verfahren alle nur um constante Factoren differirenden 
Formen g zu der gleichen Grundform f Anlass geben und ausserdem 
im vierten Hauptfalle jede Form durch eine beliebige Form des ent- 
sprechenden Biischels ersetzbar ist, so haben wir fiir das System von 
v-+ 1 Formen ve Ordnung in den ersten drei Hauptfillen v(v+1), 
im vierten Hauptfalle nur (v—1)(v-+1) verfiigbare Constanten in 





Constante 1 von der Art, dass zwischen den 
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Anrechnung zu bringen. Das Bedingungssystem (41) enthalt nun offen- 


bar in den vier Hauptfallen resp. vier t e—SCr) ser) 


(v—1)(v+1) 
2 





einfache Bedingungen, und betreffs des zweiten Bedingungs- 
systems (46) zeigt eine leichte Ueberlegung, dass dasselbe resp. mit 
ret) _ itn), @H _@i+n, S -@itn, et? 
— (2i+1) einfachen Bedingungen Aquivalent ist. Die Anzahl der 


noch willkiirlichen Parameter des Formensystems » ist somit beziehungs- 
weise: 


Hauptfall |: »(v+ 1) — ret) — pret) —(2i+1)} = 2% +1, 
» Ie@py —e er jee —(2i+1)} = 2441, 
~ heesy wSREE 1% — (2i4+1)) = 264-1, 

2 2 { 


> 


» IV: (v—1)(v+-1)— eer) _ y(e—1) (+1) —(2i+ 1) =2i+1, 


' 


und stimmt in der That fiir alle vier Hauptfille mit der Coefficienten- 
zahl einer Grundform f von der Ordnung » = 2% iiberein. 


Das am Schlusse der Einleitung gekennzeichnete Problem ver- 


langt nunmehr zu seiner volligen Erledigung nur noch das Studium 
der méglichen Ausartungen und speciellen Vorkommunisse. 


§ 4. 
Die Ausartungen des Formensystems 9. 


Die Construction eines vollstindigen Formensystems ist in der 
oben beschriebenen Weise offenbar nur dann durchfiihrbar, sobald 
einerseits die v + 1 Wurzeln 4 der determinirenden Gleichung, von 
ihrer paarweisen Gleichheit im vierten Hauptfalle abgesehen, unter 
einander verschieden ausfallen, andererseits die covariante Determinante 
(18) resp. (30) fiir keinen jener Wurzelwerthe 4 identisch verschwindet. 
Das Zusammenfallen von Wurzelwerthen 4 sowie das identische Ver- 
schwinden jener irrationalen Covariante bedingen dementsprechend 
Vorkommnisse besonderer Art, die in ihrer Gesammtheit um so mehr 
eines eingehenden Studiums bediirfen, als dieselben ein gefiigiges und 
rationelles Mittel zur Untersuchung der Ausartungen der Grundform / 
selber an die Hand geben. 











Ee LL 


k 
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Um bei der Mannigfaltigkeit der zu beriicksichtigenden Ausnahme- 
fille befriedigende Vollstindigkeit zu erzielen, erweisen sich zuvor 
einige Hiilfsbetrachtungen beziiglich einer Verallgemeinerung der 
Determinantenbildung (18) als unerlisslich. Zu Bildungen dieser Art 
fiihrt eine Modification der friiheren Formulirung und Behandlungs- 
weise unseres Problems, indem wir nunmehr die weitergreifende Frage 
nach den Formen %, mit den Bedingungen: 


52) (f, Ve)i — Ae + uly) + UM(YMay + +--+ ul (yOu) = 0, 
be(a) = 0, e(x®) = 0, ..., He(u) = 0, 


( 


aufwerfen, wobei: 


Hy), Lo, 2. 6 Ly, wl, yD yl, ..., yy 


gegebene Griéssen, u, uw, ..., uw) dagegen verfiigbare Constanten be- 
deuten, Betrachten wir dann allgemein die durch x-+- 1 fache Rinderung 
aus A(A) hervorgehende Determinantenbildung: 


a YY 
(1) (1) 
(53) apr al= 
x*), y) 
Kai», RGiawsa,  «- Aeots—A, yy” 
Vv v v—1 | 
ki Qs—o41 ’ Ki ai—r42 ; soe Kas, — (1) (7) yi) yl) : 


kia—(—1"4, Karas,  Keaige,(—1) yi, -(—1) yl? 
coo) —(3) ©,x5-", oe — 1)"xy, 0, ni 0, 


v Vv v— y ¥ 





Vv\‘~ ~~ 7 
ale”, — ({) aie age" * oo(— 1)”, 0, 
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so ergeben sich nach einfachen und schon friiher angewandten Deter- 
minantensitzen fiir die Form y, und die Constanten u,, von einem 
willktirlichen Proportionalititsfactor abgesehen, die folgenden Ausdriicke: 


“a Y 
(1) g(t) 
at), y(t) ey 
; (2) (2) 
x 
te=A | x,y 4], tle = A val, 
7 : a, y@ 
al), yl) y 
fall) A 
al - y xh), y 
xl?) . y@) (2) 1) 
ul) = 0 . ™ 9°-- Mt ae A . yt 
x), y . a, y'* ~1) 


Da die Gleichung (52) durch Kinsetzung dieser Werthe fir y¥,, uz, 
ue), ..., Ue identisch erfiillt sein muss, so ist eine 6-malige Differen- 
tiation derselben nach A gestattet, und wir erhalten dadurch die weitere 
Beziehung: 


é 2 ee i 0" be a a? ul!) 
é oa? aac" 


i? ' ed uor\ inn (1) »\v is 
517 Tye (yx)’+ aw (ya) + 


a ul”) 


“a i a ee 
+5 yoay = 0 


OY (4. 


Der invariante Charakter unserer allgemeinen Determinantenbildung 
(53) lasst sich durch ihnliche Schliisse und Ueberlegungen erweisen, 
wie sie oben zum Nachweise der gleichen Thatsache fiir die Deter- 
minanten (6) und (18) néthig waren; es gilt demnach der Satz: 

Nach Entwickelung der Determinante in Potenzen von 4, wie folgt: 


a Yy 
al) 1) 
- y * Dies 0, a°-# + C,av-t-1 tee te On 

wim), yl) 
bedeuten die Coefficienten C,, C,,..., C, rationale Covarianten von der 
Ordnung v fiir jede der 2(x + 1) Variablenreihen: 


Ly» Lai Yyr Yo3 By™, Lo; ys, Yo; . 2 25 Hy, QS y,™, y,(), 


dagegen resp. vom Grade 0,1,..., ¥— a in den Coefficienten der 
Grundform f. 
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Es eriibrigt noch, die nach 4 genommenen Differentialquotienten 
unserer allgemeinen Determinante (53) mit gewissen einfachen In- 
variantenbildungen derselben in Zusammenhang zu bringen. Schreiben 
wir zu dem Zwecke jene Determinante allein als Form des Variablen- 
‘ paares 2, X23 ¥,, Y_ betrachtet, in der Gestalt: 


a Y 
4,% 
xe), y(t v\ (VY nx 
ap) — DIT) (2) At avrag aire 
2m) (2) " 
wy =A)... Bray... im % BY, 


so stellt der Ausdruck: 


(55) ._¥ (—1)* (7) Aye = Ayu...) By... om (@BY 


eine Invariante dar, welche nur noch die iibrigen Variablen: 
a4, eo; yy, Yo; «5 BM, BI; yy, yo 


enthilt. Die in der Summe zur Verwendung gelangte Bezeichnung 
A* bedeutet, wie man erkennt, allgemein die auf das Element kf a;— 1424. 


2), y) 
beziigliche Uuterdeterminante der Determinante Aj ° ° A 
aw), y') 


Andererseits setzen wir nun in der 1'", 2t", |. ., (v-+-1)'" Horizontal- 
reihe der letzteren Determinante fiir 4 beziehungsweise 4), 4,,..., 4» 
ein und ertheilen unter Vermittelung der so erhaltenen Determinante 
A’ dem nach 4 genommenen Differentialquotienten der urspriinglichen 
Determinante die Gestalt: 


(1) 





(:. y 
ans + Ss 
a'*), y(*) ) a ry on’ wee od’ : 
(56) O41 —| 33, v au + + 04, oa, =a,=a 
Zufolge der Beziehungen: 
(—1yh A’ = Ade +-:: 


=— (jade 
(1 AM Hs: 
erkennen wir, vom Vorzeichen abgesehen, die Uebereinstimmung der 


rechten Seite von Formel (55) mit der linken Seite in Formel (56) und 
gewinnen damit das Resultat: 
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2), yl) 
OAL: : a 
a\*), y'™ 
an —= (—1" A. x By...) (@B)’, 
dessen 6-malige Anwendung zu dem allgemeinen Satze fiihrt: 


Schreiben wir die Determinante (53), allein als Form der Variablen- 
paare: 


‘ , 1). a aie = —1) »(o—1 
Ly Lo5 Yr Yos Hy, Los YM, Yols . 2.5 BOY, ZY; y,(O-Y, yo) 


betrachtet, in der symbolischen Gestalt: 


% Yy 
at), yl) ¥ v ¥ v 
= » av (1)” (1) (a—1)" p(ao—1) 
‘ ; A y0)....2() B yo)... oa) x By %(1) yy & (a1) Ba—t) » 
HM) ofx 
a), yl) 


so gilt fiir die lineare Invariante dieser Form die Relation: 


(57) A 40)... aim) B yo)... (4B) (a) B Y-- (alo Blo) 


(a) (a) 
a’ 
aa ( : : ) 
= (—)e — ta 


04 


Nach diesen einleitenden Betrachtungen wenden wir uns der vorhin 
in Aussicht gestellten Untersuchung zu, indem wir zur leichteren 
Orientirung in der Gesammtheit aller mdglichen Ausartungen des 
Formensystems » drei Gattungen unterscheiden, die in der angewandten 
Reihenfolge den Fortschritt von der einfacheren zur zusammengesetzteren 
Ausartung erkennen lassen. 

An erster Stelle behandeln wir den Fall der blossen Existenz 
einer (g-++1)-maligen Wurzel 4; derselbe besitet die charakteristischen 
Criterien: 

aA (2) aA (a) att a (4 
(68) AQ) = 0, 2 =0,---, _- oul; ee ) = 0, 
A(a, y, 4) =- 0. 





Da die letztere Determinante A(x, y, 4) nach den Ausfiihrungen auf 
pag. 395 im vierten Hauptfalle stets identisch verschwindet, so bleibt 
die in Rede stehende Ausartung in der verlangten Reinheit ausschliess- 
lich den drei ersten Hauptfallen vorbehalten. Die obigen Criterien liegen 
irrational vor, lassen sich jedoch auf einfache Weise in eine rationale 
Gestalt umsetzen, sobald wir zwischen den invarianten Coefficienten 
J,, J,,..., J, der determinirenden Gleichung (5) die Bedingungs- 
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gleichungen fiir das Statthaben einer g + 1-fachen Wurzel aufstellen. 
So geniigt beispielsweise zur Charakterisiruang unserer Ausarturg fiir 
@ = 1 das Verschwinden der Discriminante der determinirenden Glei- 
chung. 

Was nun die Bedeutung des gekennzeichneten Ausnahmefalles be- 
trifft, so finden wir unter Benutzung der charakteristischen Criterien 
(58) aus Formel (54) fir r—0,6=—0,1,..., 0 und A= A das 
Gleichungssystem : 


(f, ods =A w % = A(z, y, 4) 
ow as Ck 0A (a, y, a) 
(f. 307), 2° Gyo + % ae 
f. Py \ _ Oe Fo g 2% A A(x, y, 2°) 
? yO 5aor + 270 a1" ear 
( tu) ant ~“~ + ae —_— Bw _ BAe. Ys 4) ; 
aor J, P) ioe 2 (vet 2 woe 0 yore 





wobei die rechter Hand definirten Formen: 


OW 2 eon B Yo 
aa ? iP’? aacoe 





Yo» 


als Function des Variablenpaares x, , 7, und eines Parameterpaares ¥; , ¥» 
zu betrachten sind. Die Form y, ist wesentlich nichts anderes als die 
friiher benannte Form gy) und fiir die tibrigen Formen der obigen Reihe 
kann die Variation des Parameterpaares y,, y, nur innerhalb gewisser 
Grenzen von Einfluss sein, wie dieselben in folgendem Ansatze zum 
Ausdruck gelangen: 


Hy = ¥(z) XY), 
2H itz) 4 (y) + HC) AMY), 








aa 
a Sgr = (2) L(y) + HCH) xy) + HOE) AY), 
e = = YlO(a) 4(y) + ye (x) Ay) + + ++ + ¥(@) 20). 


Es ist damit ein System von Formen ®, y@), y@),..., y@ definirt, 
fiir welches das obige Gleichungssystem die Gestalt annimmt: 
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(f, WO) = AO PO 

(f, WY), == AO Yl) + yO 

(f,P®), = 1 pA yo 

(f ye), — RO pled + ye) 3 
A (x,y, A) = pO (x) x"(y) 


‘ (0) 
= m3 De (2) 4 (y) + v(x) xy) 
22 ( (0) 
(59) 7 Fa ) a yi2(1) 1(y) + #2) xy) + 9) 2) 


1 £A(x,y, 4) 
Q ! r;) give 


Mit Riicksicht auf das Statthaben eines solchen ketteniihnlichen Algo- 
rithmus mége die Formenreihe y, p®, ..., w@ die gfache Fort- 
setzung der Form pg) genannt werden, und es gilt dann der Satz: 

Die den Criterien (58) entsprechende Ausartung bedingt fiir die 
Form gp) die Existenz einer o-fachen Fortseteuwng, deren Repriisen- 
tanten pw, wl), ..., w@ durch die Gleichungen (59) definirt sind. 

Betreffs der Formen x sei noch bemerkt, dass dieselben zu keinen 
neuen Formbildungen Anlass geben, sondern beziehungsweise mit den 
Formen y wesentlich fiquivalent erscheinen. Da jedoch ein niheres 
Eingehen auf diesen Punkt eine Unterscheidung zwischen den drei 
Hauptfillen erfordert, so sei hier der Kiirze halber nur auf die Bei- 
spiele im folgenden Paragraphen verwiesen. 

Die Umkehrung obiger Schlussfolgerungen lehrt ferner, dass die 
Existenz jener o-fachen Fortsetewng auch threrseits die charakteristischen 
Criterien (58) unserer Ausartung als erfillé voraussetet. 

Indem wir somit die nothwendigen Folgen und hinreichenden 
Ursachen der in Rede stehenden Ausartung zur Untersuchung gebracht 
haben, ist in den Formen yp), y®,..., ~@ gleichzeitig ein geniigen- 
der Ersatz fiir die offenbar in Wegfall kommenden Formen op"), p®), ..., p@ 
des allgemeinen Falles beschafft. Eine einfache Ueberlegung zeigt 
niimlich, dass simmtliche fiir die Formen go), p®,..., p@ als Theil 
des Formensystems g giiltigen Theoreme des allgemeinen Falles nach 
geringen Modificationen die Uebertragung auf die Formen y, p®),..., pl 
gestatten. Ohne jedoch die Schlussfolgerungen des vorigen Paragraphen 
unter den so verinderten Verhiiltnissen mit genauer Unterscheidung 
der einzelnen Hauptfille zu wiederholen, mégen an dieser Stelle nur 
folgende Hauptpunkte Erwaihnung finden. 

Die v+1 Formen yO=q™, py), y,..., yO, pet), pet, .. op” 
bilden ein System linear von einander unabhiingiger Formen v*" Ordnung. 





= W(x) 1%(y) + VE (@) ACY) $+ + YC) XY). 
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Die v'" Ueberschiebungen einer Form w mit jeder zu einer ein- 
fachen Wurzel 2 gehirigen Form o verschwinden, wiihrend fiir die 
v' Ueberschiebungen der Formen w unter einander Relationen gelten, 
deren Gestalt von der Eigenart des betrachteten Hauptfalles abhiingt. 

Zur Uebertragung der weiteren Theoreme des allgemeinen Falles 
haben wir nur noéthig, an Stelle der Formeln (21), (22), (24) fiir 
uw =0, 1, ..., @ die @ + 1 Definitionsgleichungen (59) der 
Formen y, y,..., ¥@ einzufiigen und dann die friihere Kette von 
Schlussfolgerungen zu wiederholen. Den Formeln (46), (47) des all- 
gemeinen Falles entsprechend, gelangen wir auf diese Weise gu linearen 
Relationen zwischen den quadratischen Covarianten des Formensystems 
wv, p, welche einerseits zur vollstiindigen Charakterisirung desselben als 
eines Formensystems der verlangten Ausartung dienen, andererseits die 
Darstellung der entsprechend ausgearteten Grundform f sowie gewisser 
rationaler Covarianten derselben ermiglichen. Die Beispiele im fiinften 
Paragraphen werden unsere Behauptungen bestiitigen. 

Wiihrend der eben erledigte Ausnahmefall durch die Existenz gewisser 
Relationen zwischen Invarianten der Grundform charakterisirt werden 
konnte, begreift die zweite Gattung von Ausartungen solche Vor- 
kommunisse, welche beim identischen Verschwinden der zur Construction 
des Formensystems g dienenden covarianten Gebilde zu Tage treten. 
Um diese Gattung von Ausartungen von vornherein im allgemeinsten 
Sinne aufzufassen, setzen wir das Bestehen der Identitiiten: 


a, y 
ey “ZY ao), y(t) a 
ten tithiheitae tien y) a) =0,...,4) ° ye AO P= 0 
ae), yr) 


voraus. Betrachten wir nun die Determinanten linker Hand als Formen 
resp. mit 2,4,..., 27 Variablenreihen, so werden offenbar siimmtliche 
Invarianten dieser Formen und damit wegen der Relation (57) fiir 
x =6—1 und 6 =1,2,..., r gleichzeitig die r ersten nach 4 ge- 
nommenen Differentialquotienten der Determinante A(4) verschwinden 
d. h. 4 ist unter der zu Grunde gelegten Annahme eine r + 1-fache 
Wurzel der determinirenden Gleichung. Nach Ausschliessung einer 
hdheren Vielfachheit der Wurzel 4 erhalten wir in dem Bedingungs- 


system: ” 
. x, y 
%, § 
(60) A(a,y,4)=0, A ‘ea ae =0,...,4 a”, y 4 J =O, 
? ‘ . . 
gua (4) LO gr), yr) 
ere 


die charakteristischen Criterien der in Rede stehenden Ausartung. 
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Bemerkt sei noch, dass in der Reihe der Determinantenbildungen: 


A(a, y, 4), A(ry ft 210) y.+ 
das identische Verschwinden irgend einer unter ihnen zugleich das 
Verschwinden aller vorhergehenden Bildungen mit sich bringt, und es 
wird daher beispielsweise bei Umsetzung der oben irrational vorliegen- 
den Criterien in rationale Gestalt nur die letzte der aufgefiihrten 
Identitiiten der Beriicksichtigung bediirfen. 

Um die Bedeutung des gekennzeichneten Ausnahmefalles zu erkennen, 
bedienen wir uns der pag. 415 gewonnenen Mittel. Das Gleichungs- 
system (52) repriisentirt fiir t—r r-+- v + 1 lineare Gleichungen zur 
Bestimmung der v-+-1 Coefficienten der Grundform y, und der weiteren 
Unbekannten u, uw, ..., a”. Die Determinante des Systems ist jeden- 
falls von Null verschieden, da das identische Verschwinden derselben 
nach Formel (57) fiir a <r, 6 =r -- 1 gleichzeitig das Verschwinden 
des x + 1" nach 4 genommenen Differentialquotienten der Deter- 
minante 4(A®) zur Folge hat und dadurch mit unserer obigen Annahme 
in Widerspruch geriith. Die Lésungen unseres Gleichungssystems sind 
mithin eindeutig bestimmt, und zwar ergeben sich fiir die Unbekannten 
u, uw, ..., wl”? wegen Bestehens der charakteristischen Criterien (60) 
die Werthe Null, nach deren Kinsetzung unser Gleichungssystem in 


‘das folgende iibergeht: 


(4 Wr) a= A Wr, 
wb (a) = 0, pe(a) = 0, ..., Hela) = 0. 


Wir ersehen daraus, dass in dem Ausdrucke fiir die gesuchte Form: 
a Y 


7 1 
ve =A | 2 9 20 


a) . y” 


die Variation der Parameter y, y,...,y gar keinen wesentlichen 
Einfluss zeigen, dagegen die Variation der Parameter 2), ..., 2) nur 
eine Vertauschung zwischen Formen einer bestimmten r-fach unend- 
lichen linearen Mannigfaltigkeit bewirken kann. Bedienen wir uns 
des somit berechtigten Ansatzes: 


“% Y 
v.—Al *, y" ROO Ym J 01 (a2) W(t, .., al") pp (cr) O(a, .. al) Pe 
a, afr sw (x) PO'(@, ...,a)$ z(y,y™,.-- 9), 
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so liefern die entsprechenden Schliisse, wie sie bei Behandlung des 
allgemeinen vierten Hauptfalles auf pag. 397 durchgefiihrt sind, das 
Ergebniss: 


a Y 
(61) At 2,9 yo 
x, yo 


YO(r) P(x) ---ylr)(a) L(Y) XY) «2 () 
| PO) (ae) ysl (ap 2D) «gpl? (acltD) | | 4 (y™) (yA). .y(y™) 


yo (act) yor (at) ; : ; yo (2) a) (y”) yo (y™) i : : yi!" yt) 


wo von den Formen x wiederum das beim ersten Ausnahmefall pag. 420 
Bemerkte gilt. Um die gewonnenen Resultate zusammenzufassen, 
sprechen wir den Satz aus: 

* Die den charakteristischen Oriterien (60) entsprechende Ausartung 
zweiter Gattung bewirkt, dass der Wurzel 2 im Sinne unseres Problems 
jede Form einer r-fach unendlichen linearen Formenmannigfaltighkeit 
sugehirt. Die letetere ist durch Formel (61) definirt. 

Durch Umkehrung der friiheren Schliisse ist leicht ersichtlich, dass 
auch stets unsere Criterien (60) erfiillt sind, sobald dem Wurzelwerthe 
A eine r-fach lineare Mannigfaltigkeit von Formen und nur eine solche 
eugehort. Es ist ferner klar, dass die Formen yy, y,..., y fir 
die in Wegfall kommenden Formen g, p,..., po” des allgemeinen 
Failes auch in jeder anderen Hinsicht ausreichenden Ersatz bieten 
werden. Zundichst erweisen sich nimlich die v +1 Formen: 

YO, PM, 6. WO, prt, prt), 2.2, op 
als linear unabhiingig, wahrend ihre v*" Ueberschiebungen theils Null, 
theils durch die Wurzelwerthe 2 in einfacher Weise darstellbar sind. 

Um jedoch auch fiir die weiteren Theoreme des allgemeinen Falles 
eine Uebertragung zu erméglichen, betrachten wir das Determinanten- 
product rechter Hand in Formel (61) als Form mit 2(7-+-1) Variablen- 
reihen, wie folgt: 


Yr) YA(e) ...Y(a) | | x(x) x(x)... x(x) 
a i ce). oe) x(a) x2) .. 1 a) 


0x0") yf (xi).. per) (air) (ase ) (ate). a (at?) 


1” Bw” . ir)” Bir)” 
= «2 B, axl’), BY a wid B yey" 
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Auf Grund der Formel (57) erhalten wir dann die bemerkenswerthen 
Gleichungen: 


2, y 
oAl : : 4 
—)" 1)” (r—1) ,(r—1l) 
a” Br. 0c" DB (al) poy per. 


2) P ty 


(: 

aAl : 4() 

(62) eer Br...” Be? (er Ber—)r (at Bo)yy = — ee? 
aPy 


a r—2) © yfr—2) air 
a” A(a,y, 4 
cB (a BO)... (al py — alex”), 
0 


welche eine Reihe invarianter Bildungen der Formen yw), y,.. ., y™ 
und 4,7, ..., 4 durch den Wurzelwerth 4 und durch rationale 
Covarianten der Grundform auszudriicken gestatten. Unter Benutzung 
der Criterien (60) ergiebt sich ferner nach Formel (57) fir z—o—1, 
2,-2.7 — 1: 


2 A(a,y,2) 9, #Alxy, 4) 0 Alay.) _ 9 
~ 210 =U, —_——— 7) ie 9 °° _—— on. 
Ph a4 940 = 





Diese Gleichungen in Verbindung mit der letzten von den zuvor ab- 
geleiteten Formeln (62) sind an Stelle der Gleichungen (21), (22), (24), 
(34) fiir w = 1, 2,..., 97 einzufiigen, worauf die blosse Wiederholung 
der Schlussfolgerungen des allgemeinen Falles zu einem System von 
linearen Relationen zwischen den quadratischen Covarianten der Formen: 


py, y®, ieee yy; 4, ™, Pan 1; git), gp"), aimee g” 


fiihrt, welches besziiglich der wiinschenswerthen Vollstindigkeit und 
Leistungsfihigkeit den Relationen (45), (46), (47) des allgemeinen 
Falles genau entspricht. Betreffs niherer Begrindung und Aus- 
fiihrung sei auf die Beispiele pag. 434, 439, 440, 443 im fiinften 
Paragraphen verwiesen. 

Der gegenwirtige Ausnahmefall besitzt noch Vorkommnisse be- 
sonderer Art, indem die Formeln (61), (62) durch Absonderung der 
Factoren: 


X, X_") — x,2—, X, £_{) mae 2,2, 2, a,2) saan 4,2), een 


V9) — YyPYr, Yr 42 — YM yo, YOY, — y,P%y,... 


und darauf folgende Gleichsetzung der Variablen: 
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x, = x9 = xz,%) mee X, = x,{) = x,@) mmc ee 


Y; = y, = y,® SS eee, Yo = y.™ = y,) amas e 


za bemerkenswerthen Relationen Anlass geben. Beispielsweise ergiebt 
sich nach dem angedeuteten Verfahren das Product der Functional- 
covarianten der r-fach wnendlichen linearen Formenmannigfaltigkeiten : 


yp, y, er ym und 4, y, coe ” 
in folgender Gestalt: 
AW (a, y, A) — C, RO CAPE oo te Oey 


wo die Entwickelungscoefficienten C,, C,, .. ., Cr rationale Covarianten 
von der Ordnung (r + 1) (v — r) in jeder der beiden Variablenreihen 
Xyy Xo} Yi» Yo und vom Grade 0,1, ...,¥—r in den Coefficienten 
der Grundform f bedeuten. Dabei bezeichnet der Ausdruck linker Hand 
diejenige Determinante, welche entsteht, wenn wir die Determinante 
A(A) rechts mit: 


? ah" y.”"" 
0, 0, 4 ny 4 4 ’) vy 
0, y,”~"; 
v—r ee v—r—l 
—~_ ss = 1 jsUr%e ? 
(— Par" 
(—iP-"7", 0, ore 0 
und unterhalb mit: 
0, : 0, x"-", Src ° Siend (—1)"" 2,""" 
0, c-_, = ("1") quar -*, eee : eee 0 
a ‘ 2s (—1y-ra, 0 


riindern, dagegen die (r + 1)? freibleibenden Eckfelder rechts unten 
durch Nullen ausfiillen. 
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Die bisher zum Studium der Ausnahmefiille verwendeten Principien 
fiihren durch wechselseitige Combination zur allgemeinsten Gattung 
mdglicher Ausartungen, welche ihrerseits die beiden friiheren Gattungen 
als Specialfiille von besonders einfacher Form in sich schliesst. Ehe 
wir die charakteristischen Criterien dieser allgemeinsten Ausartung 
aufstellen, setzen wir fiir unsere geriinderten Determinanten und ihre 
nach 4 genommenen Differentialquotienten die abkiirzenden Bezeich- 
nungen fest: 





a 
L, y aA a), y”) 3) 
at), ” y(t) 2D, yl) 
cn 0) i ots ¥ 
oo ee 3S Nan _T 


aha—l), yla-1) 


Nehmen wir nun an, dass sich die Ausdriicke A,, A,',...,A,@ auf 
Null reduciren, wiihrend A,,, und A,f+' von Null verschieden aus- 
fallen, so folgt aus Formel (57) das gleichzeitige Verschwinden der 
Ausdriicke: A,1, Ahi, ..., A&ti. Verschwinden des weiteren auch 
noch ASt?, AStY, . .., A&tf+* bei Annahme eines von Null verschie- 
denen ASt?t* | so ergiebt Formel (57) das identische Verschwinden der 
Ausdriicke A,2, Ale, . .., Agtet? Die Fortsetzung dieses Ver- 
fahrens fiihrt offenbar zu der denkbar allgemeinsten Ausartung und 
liefert deren charakteristische Criterien in der folgenden Gestalt: 


Arit =|= Q, 

A, = 0, A; = 0, rey A, _— 0, A,e+} -|= 0, 

(63) A-1 = Atir=0,--., ARPT 0, agtet = 0, 
A,—2 ee Are = 0, 7 o * Agtgtets = (), Agterterts — 0, 

A =0, A' =0,-- Atttetotee tr 0, Atte tert. ¢ 


womit zugleich 4 als eine 9 + 9, +---+ 0,+7-+ 1-fache Wurzel 
der determinirenden Gleichung (5) legitimirt ist. 


Die Bedeutung unserer Ausartung wird wiederum aus Formel (54) 
ersichtlich, deren Anwendung fiir: 


ene, 6=0,1,---+,@, 
t=r—l, 6=e+1,0+2,--,e+o,+1, 
ere eres or i dititales tclacstit 


t=0, he sania abate dieapiiin 
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und A= A auf Grund der charakteristischen Criterien (63) das 
Gleichungssystem : 

% Y 


ov, aw oy ae), yl) 
(64) (6—s5) = oF +6 sort Y= Al” is FA) 





a, yl?) 
zur Folge hat. Wir gelangen auf diesem Wege zu dem Satze: 

Die den Criterien (63) entsprechende allgemeinste Ausartung be- 
dingt die Existenz einer Fortsetzung hoherer Art, wie sie durch das 
Gleichungssystem (64) definirt ist. Umgekehrt setet die Existenz jener 
Fortsetzung die charakteristischen Criterien (63) als erfiillt voraus. 


Unsere weitere Aufgabe wiirde nun darin bestehen, die Bildungen 
<0 





ae Zur Definition und Construction eines Formensystems: 
aa! 
py, ye), a PCO ortr) 


zu verwenden, welches fiir die in Wegfall kommenden Formen: 
—, p®, . 2 ., pletettert) 


des allgemeinen Falles den nothwendigen und hinreichenden Ersatz 
bietet. Dass das so resultirende vollstindige Formensystem: 


YO, Yh, plete tert), gletert tert), 2... gl”) 


wiederum die entsprechenden Eigenschaften und Fihigkeiten besitat, wie 
das Formensystem op), op), ..., gp” des allgemeinen Falles, lehrt un- 
mittelbar die Vergleichung mit den beiden vorhin besprochenen Aus- 
nahmefillen. Doch ist zu einer detaillirten Darlegung dieser Ver- 
hiltnisse eine besondere Untersuchung erforderlich. Beispiele bietet die 
Discussion der biquadratischen Form pag. 435 und 437 im finften 
Paragraphen. 

Der Uebergang von den Formeln der allgemeinsten Ausartung zu 
den beiden friiher behandelten Ausnahmefiillen geschieht, wie man 
sieht, durch die Specialisirungen r = 0 resp. @ = 0, = +++, = 9, =0. 
Wihrend also den beiden friiheren Ausnahmefiillen nur je eine Zahl @ 
resp. r eigenthiimlich war, erhalten wir im Falle der allgemeinsten Aus- 
artung die Zahlenreihe: 

@> Oia > + +» Or 
und die Ausartung des Formensystems g ist offenbar erst dann 
in vollkommener und eindeutiger Weise festgelegt, sobald wir fiir 
jeden verschiedenen Wurzelwerth 4 der determinirenden Gleichung 
eine derartige Zahlenreihe angeben. Im iibrigen sei noch aus- 
driicklich hervorgehoben, dass keineswegs jede beliebig vorgeschriebene 
Zahlenreihe auch wirklich zu einer méglichen Ausartung Anlass geben 
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wird. Da aber jedem wirklich existirenden Formensysteme yw, p eine 
in bestimmter Weise ausgeartete Grundform f zugehért, so ist jeden- 
falls das in Rede stehende Zahlensystem zugleich als eine Charakteristil 
der ausgeartelen Grundform zu betrachten. 

Nach den bisherigen Ausfiihrungen baben wir nunmelr im all- 
gemeinen Falle, sowie fiir alle méglichen Vorkommuisse singulirer 
Art ein System von Formen @ resp. ~, » aufgestellt, welche bei 
ihrer Ueberschiebung iiber die gegebene Grundform ein besonders 
einfaches und iibersichtliches Verhalten zeigen. Die ausnahmslos statt- 
habende lineare Unabhiingigkeit dieser Formen setzt uns in den Stand, 
eine jede beliebige Form v'* Ordnung als Summe von Formen unseres 
Systems darzustellen und demnach auch fiir diese die Folgen ihrer 
Ueberschiebung iiber die Grundform in anschaulicher Weise zu er- 
kennen. Gleichzeitig erledigen sich offenbar durch die bisherigen Er- 
gebnisse die Fragen nach Anzahl und Construction der Formenbiischel, 
der Formenbiindel etc., welche sich nach ihrer Ueberschiebung repro- 
duciren, 

Um zur Veranschaulichung die geometrische Deutung unseres 
Problems zu benutzen, wie dieselbe oben in der Einleitung kurz 
skizzirt wurde, so entspricht unserem Ueberschiebungsprocesse eine 
Collineation im Raume von v Dimensionen, welche im Allgemeinen, 
vom vierten Hauptfalle abgesehen, keine Besonderheiten beziiglich 
ihrer invarianten Gebilde besitzt. Sie fihrt »-+ 1 Punkte und die 


durch dieselben festgelegten : (v + 1) v» Geraden, = (v-+ 1) v(v—1) 


2 
Ebenen ete. in sich iiber. Dagegen vermindern sich im Ausnahme- 
falle der ersten Gattung jene Zahlen resp. um go, e(v—o), + o(v— o)v 
etc. Im Falle der zweiten Ausartung liegt eine r-fach unendliche 
lineare Mannigfaltigkeit von invarianten Punkten vor, wihrend die 
Anzahlen der discreten invariauten Punkte, Geraden, Ebenen ete. 


offenbar eine Reduction auf die Zahlen v - r, es (v—r) (v—r—1) 


; (v—r) (v—r—1) (v—r—2) ete. erfahren. Fir die allge- 
meinste Ausartung endlich muss die befriedigende Erledigung aller 
entsprechenden Verhiltnisse einer spiteren Gelegenheit vorbehalten 
bleiben, da sich die vorliegende Untersuchung darauf beschriinkt, die 
massgebenden Gesichtspunkte und wesentlichen Forschungsmittel zur 
Behandlung unseres Problems dargelegt zu haben. 
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§ 5. 
Beispiele und specielle Folgerungen. 


Im vorliegenden Schlussparagraphen sollen die Ergebnisse der 
bisher allgemein durchgefiihrten Theorie fiir eine Reihe einfacher Bei- 
spiele Verwerthung und Bewihrung finden. Wir beginnen mit der 
Discussion der Grundformen 2", 4'e", 6 und 8 Ordnung, da in 
diesen Fiillen die wirkliche Berechnung der in Frage kommenden 
Invarianten und Covarianten, sowie ihre Darstellung durch bekannte 
und iibersichtliche invariante Bildungen noch in einfacher Weise 
modglich ist. Erhalten wir somit einerseits einen allgemeineren Kin- 
blick in den analytischen Bau des zur Grundform gehdérigen invarianten 
Formensystems, so fiihrt andererseits die Anwendung unserer Principien 
zu einer rationellen Behandlungsweise der ausgearteten Grundformen. 

Was zuniichst die quadratische Form: 


f= ax? + 2a, 2,2, + a,x,’ 


anbetrifft, so nimmt bei der Voraussetzung v=1, 2, 3 die Deter- 
minante A(A) resp. die Gestalt an: 


Ay a,—A 
a+4 a, ‘ 
0 —G% —a,-—A 
ay +24 —a, , 
a—4 ay 0 
| 0 0 — ay —a,—A 
| 0 2a, a +34 —a, 
— My a,—34 2a, 0 F 
—a,+14 —a, 0 0 


und demzufolge lauten die determinirenden Gleichungen fiir 4 be- 
ziiglich : ' 

yv=l1; A+h—=—0O, 

y=2: B+ha=—O, 

y=3: (A? -+h) (94? +h) =0, 


worin h die Discriminante der Grundform: 


h== (fr 


bedeutet. Fir v= 1,3 tritt der zweite, fiir v —2 der dritte Haupt- 
fall ein. Zur Construction des fraglichen Formensystems g dient nach 
den allgemeinen Ausfiihrungen des ersten Paragraphen die Determi- 
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nante A(z, y, 4), welche sich fir »v—1, 2, 3 beziiglich, wie folgt, 


darstellt: 
ay a,—A Yo 
a+A4 a —TFa is 
Lo —2; 0 
0 —d@ —a,—A y," 
aM +24 —a, — 24; 4 
a,—A a, 0 te 
+2,° —2x,27, +2, 0 
0 0 — a —a,—4 y> 
0 2a, a+3s4 —a, — 3y,y2” 
— a,—34 2a, 0 + 3y,?y. 
: —a+4 —a, 0 0 —%," 
z,5 —32,7,2 +32,'2, — x3 0 








Durch Auswerthung dieser invarianten Gebilde und Entwickelung 
nach Potenzen der identischen Covariante (vy) erhalten wir das 


Resultat: 
y=1: A(x,y,4)=— Df— (wy), 
y=2: A(x,y,4)—=— D*f? + 2(xy) ADF 
— 5 @yP Ba + dh), 
(65) . oe 
v=3: A(x, y,4) = 2D°f? — 6(ay) AD*f? 


9 9/99 
+2 (xy)? (a + h) Df 
— (xy)® (943 + dha), 
worin die Vorsetzung des Symboles D eine entsprechend wiederholte 
Polarisation nach y,, y, bedeutet. Die Bestimmung der Formen 
geschieht nun mittelst der Formeln: 
v=: Ale, y, 2%) = paz) gy), AM +h—O, 
y= 2: Ale, y, 2%) —= G2) gy), 20" +h — 0, 
A(z, y,9) = p(x) p(y), 
y= 3: A(Z,y, 4) — G(x) gy), A+ h—0, 
A (a, y, A) = (x) p(y), 94%'+h =O, 


wahrend die quadratischen Invarianten und Covarianten derselben sich 
beziiglich, wie folgt, ausdriicken: 
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v= 1: (g, pl), = — 21, 
y=2: (9%, pl), = — 2(p, yl), — — 420", 

(Mp, pi), = (Pp, pl), = (pl, pl), = (pl), p®), = 0, 


v=3: (p, pl), = — 3(p®, pl), = — 161", 
(p, p®), = (p , pO), = (pl), p®), = (p, wp), =O 
und: 
=1: 9% =~, 
v=? gp pit) === gi?" au «= Ff, 


(Pp, p), = 2AMF, 

v=3: gp pi?) oan gp) gp) = 2f%, 
(9, 9), = 3(9, 9), — — 47220, 
(9, 9), = — 969% 9p — + 8/20". 


Beachten wir ferner die durch identische Umformung aus (65) ent- 
stehenden Relationen: 


ver2: Ala, y, A) = — {Df —Aa(ey)}, 
v=3: Alay, A) = 2 {Df —sM(~ey)\s, 
A(a, y, A) = 2 {Df — 34 (xy)\* {Df + 32% (ay)}, 


so lassen sich die Formen » in allen drei Fiillen durch die Linear- 
factoren | und m der Grundform in folgender Weise darstellen: 


y=1: g%—l], gi) ——m, 
y=2: pol? gm, g?—Y—if, 
v=3: 9g) = 13, pl = 2m, p® —l?m, —) = 21m’. 


An der Hand dieser Darstellungsweise ist es leicht, alle Ergebnisse 
und Formeln im vorliegenden Falle einer quadratischen Grundform 
durch directe Rechnung zu verificiren. 

Die einzig mégliche Ausartung der Formensysteme g wird offenbar 
durch das Verschwinden der Discriminante h bedingt, indem bei dieser 
Annahme alle Wurzeln der determinirenden Gleichungen gleichzeitig 
in den Werth Null zusammenfallen. Da die Determinante A(z, y, 4) 
nicht verschwinden kann, so ist jene Ausartung von der ersten Gattung 
und nach den allgemeinen Ausfiihrungen des vorigen Paragraphen resp. 
fir »y=1, 2,3 durch die Existenz einer ein-, zwei-, dreimaligen 
Fortsetzung hinreichend charakterisirt. Setzen wir nun die Grund- 
form f gleich dem Quadrate der Linearform 7 und bedeuten p, q, r 
beziiglich je eine beliebige lineare, quadratische, cubische Form, so 
dienen zur Vermittelung jener Fortsetzung resp. die Formen: 
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y= 1: y= (1, p), 1b; yO =p; 

y=2: Wo 5 (2,9), 2; WY =(, 9,4 v =¢, 

fan BS: Gen ; (U3, r), 135 yp = ; (17, r), l?5 p@ = (1, r), 1; pO =, 
und es ist in der That: 

l: (f, ), = 9; (f, o™), =; 

v= 2 (FO), = 05 (F, HY), = 95 (FW) — OY; 

vB: (FY), = 05 (FH), = 05 (Ff, 9) — Hs (/, YO) — Om 


v 


Auf analoge Weise gelangen auch die entsprechenden Verhiiltnisse 
und Vorkommnisse fiir vy > 3 zur Erledigung. 

Bevor wir zur Discussion der biquadratischen Form iibergehen, 
moge kurz der allgemeinere Fall v =i zur Sprache gelangen, welcher 
desshalb ein besonderes Interesse fordert, weil er zugleich die Theorie 
der Potenzdarstellung und sogenannten Canonisirung der biniren formen 
gerader Ordnung in sich begreift. Die Zahlen & lassen sich in diesem 
Falle fiir ein allgemeines v angeben und lauten, wie folgt: 


= (9) (0): 


so dass unsere Determinante A(A) die bereits von Cayley und Sylvester 
angegebene Gestalt*): 


ay a; oR Ss Ay-1 Ge a 
a 
a ay Ay ere dy te Oo Ay+1 
(66) (1) 
ay + ri y+ ball A2~1 zy 








annimmt. Zu jedem Wurzelwerthe 4 gehért eine bestimmte Canoni- 
sirung der Grundform, welche durch die Linearfactoren der zugehérigen 
Form g vermittelt wird. 


Setzen wir nun fiir die biquadratische Form die Bezeichnungen fest: 
f = a x,' + 4a, 23x, + 6a,x,?a,? + 4a,%, 2,5 + a,2,', 
ish Nu h= = (fy fe» 
j= (hh, T = 2(f,h),; 


*) Vgl. Fai di Bruno, Theorie der biniiren Formen, deutsch bearbeitet von 
Th. Walter, § 15, 8, sowie Salmon, Algebra der linearen Transformationen, 
Nr, 132. 
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so gelangen wir durch Auswerthung der Determinante (66) fiir v = 2 
zu der determinirenden Gleichung: 


a3 — 4 —2j = 0, 


wihrend die bei einmaliger Rainderung erhaltene Determinante durch 
Entwickelung nach Potenzen der identischen Covariante (xy) die Ge- 
stalt annimmt: 


A(a, y, 4) = — 2D? (fa + 2h) — J (wy)? (Ba? — 4). 


Da die gegenwiirtige Annahme v =i = 2 den ersten Hauptfall 
bedingt, so erhalten wir zur Construction unserer Formen die 
Formeln: 


A (a, y, A) = p(x) p(y), 

A(x, y, A) = —O (x) p(y), 

A(x, y, 2%) = gp (x) p®(y), 
wo A, A“), A®@) die drei im Allgemeinen verschiedenen Wurzeln der 
oben gefundenen determinirenden Gleichung bedeuten. Die quadra- 


tischen Invarianten, die Functionalinvariante ® und die Quadrate sowie 
das Product der Formen  driicken sich durch die Formeln aus: 


(9, py = — 2(4 — AM (4 — aM), 
(9, p), = — 2(4H — 40) (2 — a8, 
(p®, pi), = — 2(A) — 2) (Ae) — aly, 


(9, op), = (9, P™). = (p™, p®), = 0, 
Oo? = + ; (p, po (pl, p™), (p™, p®), 
= +4(a — aay? (am — amp (ae — amy, 


po? = —2 (fA 4 2h), 
gi? = — 2 (fa 42h), 
gp? = —2 (fd 4 2h), 


| p(x) p(y) p(x) p(y’) p(x) p(y”) 
P(x) py) p(x) py) pM (x) p(y’) 
| gp )(z)p™(y) p(x) p@(y’) p(x) p® (y”) 

= 16(yy’) (y'y”) (yy) (A — a) (AD) — 2) (AM — AM) T, 


von denen die letzteren zu folgenden Darstellungen der Grundform 
und ihrer Covarianten Anlass geben: 








434 Davin Hixeert. 


17° 1)? 2 2 
(1) o'*— (2) (0) 


2 2 
Pai” Se Qo, 
2(4 ci a) 2 (a) pai 2!) 2 (402) — 40) ’ 
1) G(™! — 2M GAP Aq — aM gQ@?__ 4M pA" 7% gO” 
4(4 foe 4a) 4(a) So 4) 4(a®) ~~ 2) ? 





1 
== P pl wp. 


Die méglichen Ausartungen unserer Formen @ charakterisiren sich 
kurz, wie folgt: 


200) = , ah #77 =O. 
Es folgt: 
Ramah, ma. 
a t 
_— 2(f4 + 2h) = yl) (y, vy), —_—< 2 (4 = A()) 
if = Yl yd | (pl, pl), = — 2(A — ae)? 


— 2(fa2) + 2h) =p?” (yp), ap), == (yp1), -pl2)), == (al), pl2)), == 0. 
T= + OF we), 


Die Form »~® wird mithin das Quadrat einer Linearform, welche 
ihrerseits als Factor einfach in g®, doppelt in f und h, fiinffach in 

| TF auftritt. 
= A (20) 
2. oa) = 0, A(x,y,4)—=0, dh. 3jf—2ih—0, 


und es folgt: 





a 3j Si ca 6). 
s? t 


Der Doppelwurzel 4 == 4“) gehdrt ein Formenbiischel zu, welches 
sich mittelst der Gleichungen bestimmt: 


x 
A al a 40) = {yO (a) YO (x) — YO (aM) yO (e)} 
>< {HP (y) PCY) — POY) YOY)}, 


0A (x, y, 2) 
 _ 


= (¥, H), HO) YOY) 
— (YW, HD {4 (a) HY) + Ye) H)} 
+H, 4), Ye) vO), 


und wenn wir unter p und  speciell diejenigen beiden Formen 
des Biischels verstehen, deren Discriminante verschwindet, so folgen 
die leicht zu deutenden Relationen: 
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f= (py, vy), WO wld (y, y)),2 2(4 =< A()) 


anil (_ a°)) 
te 2 (ao eae A®@)) f= <a ai 


T=0 (pO, a), —— (pl), pit), =O 
(Y, 9%), —(H, @)),—=0. 


h=qe | (p®, yp), ——2(4 — a)? 





aa(a) a? A (20) 
» ~ 9a mathe. aaor 








=O, LK tanO, fd 


Die Grundform f enthilt dreifach den Linearfactor 1, wiihrend fiir den 
einzigen Wurzelwerth: 


A) a= Al) ae Al?) = 0 


eine zweimalige Fortsetzung existirt. Bedeutet niimlich m den von 1 
verschiedenen Linearfactor der Grundform und q eine beliebige quadra- 
tische Form, so ist: 


f=ml5 
yO a — + (m, 1),? (17, q). 0? (f, ). = 0 
yt = (12,q),m2+ + (m,(ha))12? | (6 9), = ¥ 


Mang (fo), = vw, 


4 240) a2 (2) 
_ oO Ts = ee 








=0, A(a,y,4%)—0, dh. h—0. 


Die Grundform ist die vierte Potenz einer Linearform 7, wihrend dem 
einzigen Wurzelwerthe: 


A) ee Alt) ae J) oe 0 
ein Biischel von Formen zugehért, unter denen eine bestimmte Form 


y eine einmalige Fortsetzung gestattet. Bedeuten nimlich n und q 
je eine beliebige lineare resp. quadratische Form, so gilt: 


f=l* 
y= In (/, ¥), = 0 
yr — (1, qT? | (fv), = 0 
pe) == g (f, VW), = py, 


In den gewonnenen Ergebnissen erkennen wir im wesentlichen 
die Theorie jener bekaunten drei quadratischen Formen*) wieder, 
welche bereits in allen bisherigen Untersuchungen iiber die biquadratische 
Form und deren Factorenzerlegung die vornehmste Rolle spielen. An 


*) Vgl. Clebsch, Theorie der biniiren Formen, § 45—48 oder Faa di Bruno, 
Theorie der biniiren Formen, deutsch bearbeitet von Th, Walter, § 20, 2—7. 
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gegenwirtiger Stelle hat sich gezeigt, wie die blosse Anwendung 
unserer allgemeinen Principien auf den Specialfall i =v = 2 hin- 
reicht, um die jenes Formensystem @ betreffenden Fragen zu einheit- 
licher und methodisch vollstiindiger Erledigung zu bringen. 

Die biquadratische Form behandeln wir schliesslich noch vermége 
der Annahmen v = 3 und v=4. Im ersteren Falle fiihrt die Aus- 
werthung der Determinante: 


0 My 2a, ag—A 
— 7 0 3a,+3a 2 ds 
sy— —2a, —3a,—34 0 aly 
—a,+4 — 2a, — a, 0 


zu der determinirenden Gleichung: 
(342 — i)? =0, 


wiihrend die aus jener durch einmalige Riinderung entstehende Deter- 
minante den Werth: 


A (a, y, 4) = — 33a? — i) {(wy) Df + (zy)* a} 


besitzt. Da nun unter den gegeuwiirtigen Voraussetzungen die Vor- 
schriften des vierten Hauptfalles zur Geltung gelangen, so ist: 


A ¥ y aw) = es {p (a) pet (21) — qlee) (x) pi) (act) 


a) 4 »y™) 
folglich: >< (p(y) petD(y) — pF) (y) pO (y)} 


oA (x,y, a ad 


a4) — (Ep, PUT)s Lp (a) P'MED(y) — pet (x) pi (y)} , 


und wir erhalten zur Construction der Formen g die Formeln: 
ana {(xy) Df + (zy) 4} = p(x) p(y) — p(x) p(y), 


AO = AM + ee ; 
— 3{(ay) DPF + (eyP4} = gp (a) p(y) — p(x) p(y), 


20 a BOO ce ee ys : 
aus welchen wir noch die Relation: 


f= (9, o), = (9, 9”); 
entnehmen. Die quadratischen Invarianten der Formen g nehmen 
folgende Werthe an: 


(gy, o), = — 61,  (~®, p®), — — 6a, 
(o, p™), = (Pp, p™), = (H™, PP), = (P™, p), = 0. 
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Wir erkennen, wie durch die gefundenen Beziehungen sich zugleich 
die Frage nach der Construction der beiden cubischen Formenbiischel 
von vorgeschriebener Jacobischen Covariante erledigt. 

Die einzig mégliche Ausartung unserer Formen g ist offenbar 
durch das Verschwinden der Invariante i bedingt, in welchem Falle 
dem Wurzelwerthe: 

A) me All) oe A) oe A) — 0 


ein Biischel von Formen zugehért, von denen jede eine einmalige 
Fortsetzung gestattet. Ertheilen wir naimlich der Grundform die Ge- 
stalt der bekannten durch das Verschwinden von 7 charakterisirten 
Tetraederform : 


f=2,+ 2Y—3 a? 2,2 + =,', 


VO = YB a+ 3a%2 | (fH), —0 
YO —Ba2a,+/—8 a> | (fo), =O 
yp) == 3,3 Cf, v®), = yO 
~ = 3x,3 (f, WP), = yo 
(p, pl), = V—3f, (wy, w), = 0. 
Setzen wir schliesslich noch v= 4, so ergiebt sich die determi- 
nirende Gleichung: 
(34? — i) (445 —i4 +5) =0,7 
welche als reducibel erscheint. Zur Construction der Formen p geniigt 
die Relation: 
A(a, w, AW) = pW? = 4f2Ae" 4 QfhamM — if? + h?, 
deren rechte Seite gemiiss der Spaltung der determinirenden Gleichung 
sich, wie folgt, umformen lisst: 
(fae) — hy, 3Au — a, 
(274% —h) (2f4"—h), 4ae’— 14M +5 —0, 
wo im letzteren Falle unter 4) und 4 die beiden von A) verschie- 
denen Wurzeln der rechter Hand angegebenen cubischen Gleichung 
bezeichnen. Verstehen wir mithin unter y,, g,, om, die drei be- 
kannten quadratischen Formen g, welche in dem friiher behandelten 
Falle v = 2 auftraten, so erhalten wir fiir die gesuchten Formen die 


Ausdriicke: 7 
p—fA4h, 194 ET 


gp) = SAY +h, Pe Vy: 
p® = gq, 
p® = 9g,” 
p) = 2, @,, 
Mathematische Annalen, XXVIII, 29 


so ist: 
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Wir gelangen zur Discussion der Form 6" Ordnung, fiir deren 
invariante Bildungen folgende Bezeichnungen gelten mégen: 


A= ff. B=(,%, 
=f, fh), p=(f, 2), 
(Af). k = (f, h),. 


Was zuniichst denjenigen Fall anbetrifft, welcher nach den obigen 
Ausfiihrungen die Cayley-Sylvestersche Canonisirung der Grundform 
vermittelt, so ergiebt sich durch Auswerthung der Determinante (66) 
fir v = 3 die determinirende Gleichung: 


a4 Ad? + — (A? — 6B) =0, 


be 


ro| me po| b 


1 


und die durch Riinderung entspringende Determinante erhiilt durch 
Entwickelung nach Potenzen der identischen Covariante (xy) die 
Gestalt: 


Ala, y, 4) = D324 3 (ey) D?2! + >. (ay)? DB 
y-—=z = y= yr 


+ + (ay)? 2 
y=2z 


Q = — 9f42— 2 Af + 2p 
yor 
Q! = 1842 
y=2 
63 > 
iat tae 
Q3 == — 3643 — 18.4. 
y=2 


Da die gegenwiirtige Annahme den zweiten Hauptfall bedingt, so 
dienen zur Construction des Formensystems » die Formeln: 

A(a, y, A) = p(x) p(y) 

A(x, y, 4°) = p(x) p(y), 
wo A und A® zwei wesentlich verschiedene Wurzeln der determi- 


nirenden Gleichung bedeuten. Die quadratischen Invarianten der Formen 
@ besitzen die Werthe: 


(0) @{(2), 184 (a — aer (2) @(3)), a= — 18A2(AZo* — ger 
(9, pp), ( ), (p®, op), ( )s 
(p, p)s = (9, mp), = (p, mp), = (gp, mp), = 0, 


wahrend die Ausdriicke fiir die simultanen Covarianten des Formen- 
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systems gleichzeitig zu bemerkenswerthen Darstellungen der Grund- 
form und gewisser rationaler Covarianten derselben Anlass geben, 
wie folgt: 


— 9fsor— + Af + 27p = 9 gp (0) (1) — qp(2) (3) 


P 


ais. 108 m2 
‘ 2? dF 
— 9f 42? — 2 Af + 2ip = gy 9 (22! — 21") 


: 1 1 
18% =——5 p, p), = sar (9, yp), 
Fk = (9, o> = (9, 9) 


Was die méglichen Ausartungen anbetrifft, so kommen der Reihe 
nach die Vorkommnisse folgender Art in Betracht: 


1. AO)=0 dh A? —-6B=0. 
Dem Wurzelwerthe: 
4O — {sn — J 


entspricht eine Form y mit einer einmaligen Fortsetzung p), deren 
Construction mittelst der Formeln: 


A(x, y, A) = ¥ (a) HOY) 


(0) 
20, 9) — (2) ¥(y) — He) HY) 


geschieht. Es folgt daher: 
9 ‘ : 63 
— > Af + 2ip = y = k= (Ww, yw, 
Gi = (Y, YM), — 9A = (Y, YIN) 
2. A()=—0, A(z,y,0)=—0, adh Af—b6p—O, 
und zugleich: 
k=0, A?—6B=—0. 
Dem Wurzelwerthe: 
40 — AM 


entspricht ein Formenbiischel py , yp: 
A(z, y, a , 1 
salery.3°) — a7(2y) D2 — 1 (ey 
= — (YH, WO), {HO (a) YY (y) — YY (x) PO (y)}, 


wihrend fiir die weiteren Formen die Formeln gelten: 


A(z, y, 4°) = gp @) p(y) 
f= gp) gp 
0 = (p®, g”),. 
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Ertheilen wir somit der cubischen Form g® die Gestalt: 


9? =a, + 23, 
so wird: 
p® = z,° — x3 
f=2,'—2,° ete. 
3 ad (2) 
‘ au 
Jedem der beiden Wurzelwerthe: 


AO me AM) oe ae) 


A 
() as £0) oe — a a 
aM Ae) V/ . 


entspricht eine Form ~ und ~ mit je einer Fortsetzung »®) resp. 
w~®, zu deren Construction gie Formeln dienen: 


Ala, y, A) = YO (a) Y™(y) 


(0) 
- 2aKes HE) — w(x) wy) — 9 (2) wy) 


(0) 
4. mat ) 0, Alz,y,a%—0 dh i—0, 





= 0 d. h. B= 0. 


und: 











“und damit zugleich : 
p=0, k=0, B=0O. 
Den beiden Wurzelwerthen: 


AO) xe AQ) ome fe 


40) ae AO) xs — Of nt 


gehért je ein Formenbiischel zu. Bezeichnen wir mit ~®, y® und 
w, yw) je zwei Formen jener Biischel von der Eigenschaft: 


(yO, pO), == (vy), wy), — 0, 
so ergiebt sich zur Construction dieser Formen w die Formel: 


0A (a, y, 4) 
ye 


und 


= — 181 Df + 9A(ay)3 
= (YO, B), ¥ ) ¥ (y) —(H, Hs HW (2) YY (y). 


Ertheilen wir der Grundform die Gestalt der bekannten durch das 
Verschwinden von 7 charakterisirten Octaederform: 


— ne 5 
f = @,°%, — 2,2, 


so wird: 
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y= Y—3a3+434,2,7, Y=3x?x,+/—3z2,', 
p= — Y—3a+32,2,?, ~O=3z,2x,—V—3z,', 
Die noch iibrigen durch das gleichzeitige Verschwinden aller 


Wurzelwerthe 4 bedingten Ausnahmefille erledigen sich ohne Schwierig- 
keit nach Analogie des oben genauer ausgefiihrten Beispiels der bi- 
quadratischen Form. 

Behandeln wir ferner die Form 6' Ordnung vermége der An- 
nahme v = 4, so ergiebt sich durch Berechnung der Determinante: 


0 —M —3a, —3a, —a,—A| 
fm 0 —6a, —8a,+44 —8a, | 
A(4)=|3a, 6a, —~€3 6a, —3a, | 
8a, 84,448 6a, 0 a 
a,—A 3a, 3a; a, 0 | 





die determinirende Gleichung: 
84° + 4A‘ + 3BA=0. 


Ferner wird: 
A(q, y, 4) = D'Q + 2(wy) DQ! + = (wy D?D 
y= yz yr 
+5 yD @ + | (wy) 
y=e yor 
* Qo — 36 (4ha? + #@), 
Ye 
Qia= BAAQLA? + 3p), 
ye 
Qt== 12 {2id? — 3(i,i),}, 


y= 


Sun Eee, 
y=z oO 


Qi— — 12 (40444 12422 + 3B), 
yar 


und da die gegenwiirtige Annahme den dritten Hauptfall bedingt, so 
gelten die Formeln: 


A(x, y, 4) = (a) Py), 

A(a, y, 4°) = p®(x) p(y), 

A(z, y,9) = p(x) p(y), 
woraus die Ausdriicke fiir die quadratischen Invarianten und Covarian- 
ten des Formensystems @ leicht herzuleiten sind. Die Discussion der 
Ausnahmefiille fiihrt zu keinen neuen bemerkenswerthen. Ausartungen 
der Grundform, indem die Discriminante der determinirenden Glei- 


chung von derjenigen des vorigen Beispiels nicht wesentlich verschie- 
den ausfiallt. 
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Endlich unterwerfen wir die Form 8'* Ordnung einer kurzen Be- 
handlung. Wir verstehen dabei unter J,, J;, J,, J; die in Salmons 
Lehrbuch Nr. 260 angegebenen Invarianten resp. 2', 3'e, 4ter, Bien 
Grades, wiihrend fiir die in Frage kommenden Covarianten folgende 
Bezeichnungen gelten modgen: 


f= a;° — b, =—_ C,° = d,', 
i= > (ab)'az'b.', 
t= + (ab)'a,*b,?, 
k = (ab) (ac) (be) az*bz* cz", 
m = (ab)? (ac)*(bc)*az"bz", 
q = (ab)* (ac)? (ad)? (be)? (bd)? (ed)? a,b, ¢.7 d,", 
n = (ab)? (ac)? (ad)? (bc)* (bd)? (cd)! a,*b,’. 
Was zuniichst den Fall der Canonisirung unserer Grundform an- 


betrifft, so erhalten wir durch Berechnung der Determinante (66) fiir 
v = 4 die determinirende Gleichung: 


AS — J, 45 — 23,4? — 16,4 — 967, = 0 
und die einfach gerinderte Determinante nimmt den Werth an: 


A(o, 9, 4) —= D'Q +35 (ay)? DS + (wy) 2, 
y=x yz eel 
Qo == fA3 + 2Qia? — 8kA + 4q, 
y=z 
Q? = 2142 4+ ma —n, 


y=t 

Q! = 544 — 3d,4* — 40,4 — 16d;,. 

yu 
Da gegenwirtig der erste Hauptfall in Betracht steht, so dient zur 
Construction der Formen g das Gleichungssystem: 

A(a, y, A) = p(x) py), w= 0, 1, 2, 3,4 
und wir schliessen mithin: 
Q0 (AM) =e Gl” 


Sram) — (ot, gy, JOT OHREA 


wo A, AM, A®, A, AM die fiinf im allgemeinen unter einander ver- 
schiedenen Wurzeln der determinirenden Gleichung bedeuten. Von den 
quadratischen Invarianten der Formen q bleiben allein ihre vierten 
Ueberschiebungen iiber sich selbst endlich, indem dieselben dem Dif- 
ferenzenproducte der betreffenden Wurzelwerthe 4 proportional ausfallen. 

Unter den mdglichen Ausartungen des Formensystems g heben 
wir nur das folgende Vorkommniss hervor, welches durch die Criterien: 
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aa(a 
a =0, A(z, y, 4) =0, 
aA).  ara(a®) , a, y 
aw er Oo Be me, & oe yy” am) — 


bedingt ist. Nach den allgemeinen Ausfiihrungen des vierten Para- 
graphen gehért im gegenwiirtigen Falle der Doppelwurzel 4 ein 
biquadratisches Formenbiischel, dagegen der dreifachen Wurzel A® ein 
Formenbiindel im bekannten Sinne zu. Bezeichnen wir nun diejenigen 
beiden Formen jenes Biischels, deren vierte Ueberschiebungen itiber sich 
selbst verschwinden, mit y und yw, so zeigen die Identitiiten: 


A (a, y, 4) = 0, 


0 A(z, y, 4) Pree 
ao 


(2) 
A (ay, 2%) —0, 28041) o, 





(HO), BO), {H(z) POY) + YOY) HY@)}, 








dass die Grundform f und ihre Covarianten i, k, qg im wesentlichen mit 
dem Producte jener beiden biquadratischen Formen und y iiber- 
einstimmen, dagegen die Covarianten 1, m, sowie die zweite Ueber- 
schiebung der beiden Formen y, y iibereinander identisch ver- 
schwinden. Wie die Discussion der biquadratischen Form auf pag. 437 
lehrt, haben wir nur eine der beiden Formen y™ und y gleich der 
Hesseschen Covariante der andern einzusetzen, um ein Formensystem 
der verlangten Art zu erhalten. Ertheilen wir daher etwa der Form 
~ die Gestalt der bekannten durch das Verschwinden der quadratischen 
Invariante ausgezeichneten Tetraederform: 


Ym ay! + 27 Bara? + a, 
so wird: 
PO == (YO, YO), == ay — 2 Y— 3 wa? + 2,4, 
wihrend die Grundform f dem Producte beider Formen: 
YO ph a= 8 + 14az,4a,4 + 2,8 


proportional ausfallt und damit gleichzeitig ihre Uebereinstimmung mit 
der bekannten Primform der Oktaedergruppe erkennen liasst, 
Behandeln wir schliesslich noch die Form 8'* Ordnung vermége 
der Annahme v = 5, so ergiebt sich durch Berechnung der Deter- 
minante: 





444 Daviw Hinzerr. 








0 My 4a, 6a, 4a, ay—A 
— dy 0 10a, 20 ay 15a,+5A 4a, 
A= —4a, —10a, 0 20 a,—104 20a, 6 a, 
—6a, —20a, —20a,+104 0 10a, 4a, 
—4a, —15a,—5i1—20a, —10a, 0 as 
—a,+4 —4a, —6a, —4a, + —a 0 


die determinirende Gleichung: 
(545 — J4a + 25,)? =0. 

Da ferner die gegenwiirtige Annahme den vierten Hauptfall bedingt, 
so lehrt die Anwendung unserer allgemeinen Ausfiihrungen, dass einer 
jeden von den drei Doppelwurzeln: 

4% == AM, AMA, aw — AO 
ein Formenbiischel zugehért, zu dessen Construction die folgenden 
Formeln verhelfen: 


A Al A a) = { p(x) peta) — gt (x) g(a) 
4 
pe >< {P™!(y) PYFD(Y) — peth(y) pH(y)}, 


p(x) pe +2) (y) —qp+2)(a2) qpl)(y) = (ay) D! a! > ; (ay)® D? Q3 + ; (ay)? Q® 
y=z y=z 

Y= Locfaw — 2%) 
‘= — 8 wo =0, 2, 4. 


y=z 


Q5 == 10(154H" — J,) 
yz 


Die endlich bleibenden quadratischen Invarianten und die in Betracht 
kommenden Covarianten des Formensystems g nehmen beatiglich die 
Werthe an: 

(9, go”), = 50 (4 _ A()) (ao a Ai)) , 

(p®, p®), = 50 (A® — A) (A — A), 

(po, p®), = 50 (a — 2) (AM — A), 








(9, 9), = (9, 9), = (9%, 9), = — 8, 
(o,0) —(o, 9) _ (9.91 —(9, 9) _ (o%,0), — (0,0) 
4 _ 42) 4) 44) a2) 44) 
= 10f, 
1), ) od — 1 (gp), eo) site (9, op), —2(™, 1), 
4 —4@) 10 —4 
‘ a 1 (@® »®), adie 1°)(p, gp”), = i. 


qf?) — 4) 
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Von den méglichen Vorkommnissen besonderer Art betrachten wir 
nur den Ausnahmefall: 
a A (2) a Y aie. mes 
aS A Loe of 4) —0, d. bh. 3d,f — 25,5 = 0, =O. 
Es entspricht hier dem vierfachen Wurzelwerthe: 
Ame Aor A@an A) a 249 
J, 
eine dreifach unendliche lineare Formenmannigfaltigkeit, wiihrend der 
Doppelwurzel 4A ein Formenbiischel zugehért, dessen Combinan- 
ten sich, wie folgt, ausdriicken: 
(y, yO), = 30d, 
(y, y), = 0, 
(v, yO), = — 90-2 f= — 60i. 
2 


Um diesen Angaben entsprechend ein Formenbiischel y zu construiren, 
legen wir zunichst als Ausgangsform yp) eine solche Form des Biischels 
zu Grunde, welche die Eigenschaft besitzt durch geeignete lineare 
Transformation die Jerrardsche Gestalt: 

py) == 2,5 — 5x, 2,' + a, 2,° 
anzunehmen. Es gilt ferner der Satz: 

Soll fiir eine Form 5 Ordnung eine andere Form derselben Ord- 
nung existiren, deren dritte Ueberschiebung iiber die vorgelegte orm 
identisch verschwindet, so besteht die nothwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir in dem Verschwinden ihrer Invariante 4" Grades, 

Da diese Invariante fiir unsere Form yp den Werth a,? erhiilt, 
so vereinfacht sich zufolge uuserer Bedingung der obige Ausdruck, 
wie folgt: 

py == v,° — 52,2,', 
wihrend eine leichte Rechnung fiir die zugehérige Form den Werth: 
YO) — — Bayt, + 2,5 
liefert. Bilden wir nun die Jakobische Covariante des gefundenen 
Formenbiischels y), y®, so ergiebt sich wiederum die bekannte Hexaecer- 
form 8' Ordnung und zwar in derselben canonischen Gestalt, wie 
oben. Gleichzeitig lehrt unsere Betrachtung, dass, von trivialen Fallen 
abgesehen, jene Hexaederform die einzige Form ist, welche die Eigen- 
schaft besitzt, sich nach ihrer vierten Ueberschiebung iiber sich selbst 
zu reproduciren.*) 


*) Brioschi behandelt in den Comptes rendus Bd. 96, pag. 1689 eine Form 
ster Ordnung mit der erwihuten Eigenschaft, ohne, wie es scheint, zu bemerken, 
dasg dieselbe nur ein anderer canonischer Ausdruck fiir jene Hexaederform ist. 
Ertheilen wir nimlich der durch das Verschwinden der quadratischen Invariante 
ausgezeichneten biquadratischen Form »® auf pag. 443 die Gestalt: 
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Damit beschliessen wir die Reihe der leicht zu vermehrenden 
Beispiele und speciellen Folgerungen unserer allgemeinen Principien. 


Nach den einleitenden Betrachtungen am Anfange der gegen- 
wirtigen Abhandlung entsprang das vorstehend untersuchte Problem 
einer weit umfassenderen Idee. Unser Fall x — 1 ergab sich aus der 
letzteren durch naturgemiisse Specialisirung, hatte jedoch vorweg die 
Ausschliessung der Formen ungerader Ordnung zur Folge. Schon dieser 
Umstand weist auf die Nothwendigkeit der Untersuchung des weiteren 
Specialfalles « — 2 hin, welcher fiir die biniéren Formen ungerader 
Ordnung eine nicht weniger wichtige Rolle spielen wird, wie der oben 
behandelte Fall x — 1 fiir die Formen gerader Ordnung. 


Ostseebad Rauschen, den 15. September 1886. 
, y = 1° x2 — ay", 
so wird: 

py) == (yp, yo = ay! + 8a,2,', 
wihrend das Product beider Formen den Werth: 


0),,(1 
- pp) — arta, + TH! xg! — Bar, a," 
annimmt, welcher mit dem Brioschischen Ausdrucke wesentlich tibereinstimmt, 











Ueber die Reduction hyperelliptischer Integrale erster Ordnung 
und erster Gattung auf elliptische durch eine Transformation 
vierten Grades. 


Von 


Oskar Bouza in Gottingen. 


Im folgenden soll die Reduction hyperelliptischer Integrale erster 
Ordnung und erster Gattung auf elliptische durch eine Transformation 
vierten Grades mit Hiilfe der Transformationstheorie der #-Functionen 
durchgefiihrt werden. Ich werde mich dabei auf eine Wiedergabe des 
Gedankenganges und der Resultate beschriinken, indem ich fiir die 
Beweise auf meine Dissertation*) verweise, wo man auch eine aus- 
fiihrliche Angabe der einschiiigigen Literatur findet, 


§ 1. 
Die algebraische Relation zwischen den Wurzeln der ganzen Function 
sechsten Grades. 


Die Anwendbarkeit der Transformationstheorie der -Functionen 
auf das Reductionsproblem beruht auf dem folgenden fundamentalen 
Theorem von Weierstrass**) und Picard:***) Soll ein zu dem 
hyperelliptischen Gebilde vom Range zwei 
(1) Y? = R(X) 
gehériges Integral erster Gattung auf ein elliptisches Integral alge- 
braisch reducirbar sein, so muss es unter den zu dem Gebilde (1) 
gehérigen Systemen von #-Moduln mindestens eines geben, fiir welches: 


%.= $ wo k eine positive ganze Zahl ist, und zwar sind alsdann 


die beiden zu dem Modulsystem t,,, - t,. gehdrigen Normalintegrale 


*) Ueber die Reduction hyperelliptischer Integrale erster Ordnung und erster 
Gattung auf elliptische, insbesondere tiber die Reduction durch eine Transformation 
vierten Grades. Gottingen 1886. 

**) Siehe die Mittheilungen von Frau von Kowalevsky iiber die Unter- 
suchungen von Weierstrass, Acta mathematica, Bd. 4, pag. 400. 
***) Bulletin de la société mathématique de France, Tome XI. 
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erster Gattung durch rationale Transformation k‘' Grades auf je ein 
elliptisches Integral reducirbar. 
Fiir den Fall der Reduction vierten Grades haben wir also die 
transcendente Bedingung: 
(2) = - 
Hieraus ergiebt sich auf folgendem Wege eine algebraische Relation 
zwischen den Wurzeln von R(X), die wir mit a, bis a, bezeichnen 
wollen, und welche alle von einander verschieden vorausgesetzt werden. 
Jedes aus vier Wurzeln von R(X) zu bildende Doppelverhiiltniss 
lisst sich durch die Nullwerthe von vier geraden @-Functionen mit 


den Moduln 1,,, i, Tt), darstellen. Diese Nullwerthe lassen sich aber 
durch zweimalige Anwendung der Transformation zweiten. Grades: 
@,=8,, @®=B,, o/ =—20,, a, = 20, 

algebraisch durch die Nullwerthe der @-Functionen mit den Moduln 
4t,,, 1, 4r,. ausdriicken, und diese letzteren zerfallen unmittelbar in 
das Product aus zwei elliptischen @-Functionen mit den Moduln 4r,, 
und 47,,.. Man kann also jedes Doppelverhiiltniss algebraisch durch 
die Nutiwerthe elliptischer # Functionen darstellen und swar treten 
diese letzteren nur in den Verbindungen 


L= 8(0|41,,)5 F(O|4t2);, m= O(0|4t,,), H(0|47,0)9, 
nm = (0|44,,)) F (0/479), 
ne 


auf und auch von diesen kommen nur die Quotienten - und “ 

Greift man jetzt irgend drei von einander unabhingige Doppelver- 
hiltnisse heraus, driickt sie in der angegebenen Weise durch die beiden 
Gréssen 7 “ 
chungen die beiden Grdssen * , > so erhiilt man die gesuchte Rela- 


vor, 


aus und eliminirt aus den so entstehenden drei Glei- 


tion zwischen den Wurzeln von R(X). 

Wollte man fiir die drei Doppelverhiiltnisse die drei Richelot’schen 
Moduln x?, 42, u? wiihlen, so wiirde man auf eine unsymmetrische und 
complicirte Rechnung gefiihrt werden, Besser eignen sich hierzu die 
drei folgenden Doppelverhiltnisse: 





— (42— 43) (4;— 4%) __ 8 Os 
P (Gg — Gy) (4, — Gs) a? a, : 
(3) } ga =a) (=a) _ 0 Ot 
(ag — Gp) (43 — 45) rH “*y . 
— =) (=a) __ 90 O83 
(@; — 45) (4g — Gp) a2 a," 
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Darin bedeuten die #, die Nullwerthe der #-Functionen mit den Moduln 
1 
Ti» Go Tee 
Die Ausfiihrung der oben angedeuteten Rechnung ergiebt: 
m +- n? — 7? —2mn ]? 
y= [ ] ? 





“m +n? —P + lmn 
n? + 1? — m*— 2nl 72 
a= 7 ); 





“n®? + 2 — m+ 2nl 
ee 1 +- m? — n® — 21m}? 
rU [ rio—oyie | ’ 


und hieraus folgt durch Elimination der Gréssen + ve das Resultat : 


durch eine Transformation vierten Grades auf ein elliptisches Integral 


reducirbar sein, so muss zwischen den Wurzeln von R(X) die Gleichung 
bestehen : 








lhg 
(4) .|h 1 f\|=0, 
g9 fh 
darin ist: 








f= V (a — Gs) (a, — &%) + Via, — 4) (4% a a) 
Vag — a5) (a, — a4) — V(ag — a4) (a, — a) 


und g und h gehen aus f hervor durch Anwendung der Substitution: 


6 = (41, As, Gs) (Gy, Gy, Go) 
resp. 6°. 
Und umgekehrt folgt aus dem Bestehen der Relation (4), dass es 
stets ein zu dem Gebilde (1) gehériges System von #-Moduln giebt, in 


welchem 15 =. so dass also die Relation (4) nicht nur nothwendig 


sondern auch hinreichend ist. 


§ 2. 
Wahl einer geeigneten Normalform fiir das hyperelliptische Gebilde. 


Ist die Bedingung (4) erfiillt, so giebt es nach dem Satz von 
Weierstrass und Picard allemal zwei zu dem Gebilde (1) gehérige 
Integrale erster Gattung, welche durch ‘Trransformationen vierten 
Grades auf je ein elliptisches Integral reducirbar sind. Fiir die weitere 
Aufgabe, diese Integrale selbst anzugeben, eignet sich die iibliche 
Richelot’sche Normalform nicht, man hat daher zuniichst eine der 
speciellen Natur des Reductionsproblems besonders angepasste Normalform 
aufzusuchen. 
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Da — fiir beliebigen Transformationsgrad k — die beiden reducir- 
baren Integrale die zu dem Modulsystem 1,,, r » T_ gehqyigen Normal- 


integrale erster Gattung u,, uv, sind, so wird man die gesuchte 
Normalform so zu wiihlen haben, dass diese beiden Normalintegrale 
eine moéglichst einfache Form annehmen. Zu diesem Zweck verfiigen 
wir tiber die drei Constanten der linearen Substition: 





ax+b 
X= ce+d 
so, dass die beiden Normalintegrale u,, «, iibergehen in: 
aw, & =x [24x | 
I y ? 2 y 


Die Ausfiihrung der Rechnung ergiebt fiir beliebige hyperelliptische 
Gebilde vom Range zwei das Resultat: 

Die zu dem Modulsystem t,,, T42, To. gehorige Richelot’ sche Normal- 
form des Gebildes (1), néimlich: 

? = §(1—&) (1 — #7) (1—4?&) (1— m6) 
geht durch die lineare Transformation: 
os a; Por ur ‘ oy + oye 

Gos FF, at 4 a@ ae ’ 


(5) 2 2 2 2 

— _ 2 90 92 Fu Mu . =e 

2 Pog Fas He (ef) + a@ay 
iiber in das Gebilde: 
II" (aD + 992) 
(6) yaa 
a! Tl’ a 5] 
as 





und die beiden zugehirigen Normalintegrale erster Gattung gehen tiber in: 


dx x dax 
(7) {= 2? w= f 2 ! 


Darin bedeuten die #_ die Nullwerthe der @-Functionen mit den Moduln 
T11> Tio» Ta», die 0 die Nullwerthe der partiellen Ableitungen der- 
selben, und das Productzeichen TT’ erstreckt sich iiber die zehn geraden, 
TT” iiber die sechs ungeraden #-Functionen. 





§ 3. 
Darstellung der Constanten der reducirbaren Integrale als algebraische 
Functionen von zwei unabhingigen Parametern. 


Giebt man in der Gleichung (6) der Grésse t,, den Werth = so 


stellen die beiden Integrale (7) die allgemeinsten durch Transformationen 
kee Grades reducirbaren Integrale dar; man hat also zuniichst in 
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transcendenter Weise die Constanten der beiden reducirbaren Integrale 
als eindeutige Functionen der beiden unabhiingigen Parameter 1,,, T.. 
dargestellt. Um hieraus eine Darstellung derselben Constanten als 
algebraische Functionen zweier Parameter zu erhalten, hat man wieder 


die Nullwerthe der 4-Functionen mit den Moduln 1,,, ; T), und die 

Nullwerthe ihrer Ableitungen mittels der Transformation k' Grades: 
O,=@8,, @—@,, @/ =—kB,, ao, —ko, 

algebraisch durch die Nullwerthe der elliptischen -Functionen mit 


den Moduln krt,, resp. /t,. auszudriicken. 


Fiir den einfachsten Fall k = 2 gestaltet sich die Rechnung 
folgendermassen : 
Setzt man: 


a, = 2(0|24,,),, By = F(0|2t59)a, 


so ist: 

9 — > 2 g?) 9 2 
13 >= we 14° &3"s is = — 2 14B3") 
(1) : (3) 

Do4 = LUD 55 . a,*, Pru = a 9,3 B;?, 

, 2 

of an nid, . a”, of) = x ®, By? 
(1 e (2) 

Oy = — ri, . a,*, Fu = = 3 By”! 

a= « 8, .%%, of” = — xi, B,’, 
(1) } 

Doe = uw Bo) . %”, Fi = TtD, B,”, 


D, By Dro Dy, = a Bot — a,*B,'. 


Bezeichnet man daher: 








und setzt schliesslich: 


oe ,® 
t=, t, 


so erhilt man die beiden zu dem Modulsystem: 
1 
Ti» Q» Tae 


gehérigen Normalintegrale erster Gattung in der Form 


ee vVe-—e) ( dt 
; 2m a," Vite) (pe te)(c* pert) ’ 
8 
( Vie —e? tdt 


»,=— 








CN ere Ee 


und man sieht unmittelbar, dass dieselben in der That durch Trans- 
formationen zweiten Grades reducirbar sind. 
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Fiir den Fall k = 4 ergiebt eine analoge Rechnung das Resultat: 
Setzt man zur Abkiirzung: 


a= — 19°(0/47,,)3, a = 19 (0|4t5»);, 
(9) B= P(0)/4t,,)., B= #(0|4t2.)o, 
teas #POl4t,1)o, ¥ = #(0|4t)9, 
so dass zwischen diesen Griéssen die Relationen bestehen: 
(10) +P tyr—0, «t+ P+ /72—0, 


ferner , 
A= 6B + 77 — ae, 
(11) B= yy + ac — BB, 
—_ C =ac' + BB —7y, 
und schliesslich 
U = (BP B—y’C) — 2iAaa« — (B°* B-y?C) x’, 
(12) V =(y? C —a? A) — 21 BBB x — (y'?C — a’? A) 2’, 
W = (@°®A—f’ B) — 2iCyy'x — (a? A-- BB) 2’, 
alsdann lauten die beiden zu dem Modulsystem 


Tin Go Tee 


. gehirigen Normalintegrale erster Gattung unter Zugrundelegung unserer 
Normalform (6) 


_ VABC(BC+CA-+ AB) dx ° 
2a J Vuvw’ 
_ VABC(BC+CA+AB) (° adx |. 
2a VuVw 


(13) 


Uy 


Die Functionen U, V, W haben die bemerkenswerthe Eigenschaft, nur 
ihr Zeichen zu wechseln, wenn man in ihnen gleichzeitig « mit a’, 


B mit Bp’, y mit y’ vertauscht, 2 durch — — ersetzt und schliesslich 


1 
«x 
mit z* multiplicirt. Durch diese Vertauschung geht daher das Integral 
w, in #, tiber und umgekehrt. 

Auch hier kann man die Constanten des Integrals durch zwei 
unabhiingige Parameter ausdriicken, wenn man 


r=--—-t 
a 


setzt, wobei jedoch die Formeln ihre Symmetrie verlieren. 
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§ 4. 
Die reducirende Transformation. 
Ks bleiben jetzt noch die rationalen Functionen vierten Grades zu 


bestimmen, durch welche die beiden Integrale u,, u, auf elliptische 
reducirt werden. 


Um zuniichst die Reduction des ersten Integrals u, zu finden, 
gehen wir aus von der Identitat: 








F(kY|Ee)0 D(kv,, hey; hry, 1, keeg)2 


Die #-Functionen auf der rechten Seite lassen sich als homogene ganze 
Functionen k'" Grades der @-Functionen mit den Argumenten v,, v, 


und den Moduln 1,,, _ T), ausdriicken. Setzt man nun fiir das Ge- 


bilde (6) die Gleichungen des Umkehrproblems an: 


dv, = dx, + ax, 


(14) Bho lhey)y _—  B(K0y, beg; Key, 1, beae)s 











% Ye ’ 
(15) de aa @ day, > Xe ax, 
’ % Y% ’ 


so erhiilt man nach geeigneter Festsetzung der Anfangsbedingungen 
in bekannter Weise die Quotienten je zweier Functionen 


, 1 ) 
o(v,, V2.3 Tir Go Tae), 


als algebraische Functionen von %,, x,; somit ist die rechte Seite der 
Gleichung (14) eine algebraische Function von 2, und 2. 
Setzt man jetzt andererseits: 


. &(O|Kry)3 H(kv,|ke), 7? 
(16) oe5 [ sores satEeD | : 








so folgt: 
1 ds 
(17) 4% = Shee Olkeae Vana) Gaels’ 
wo 
(18) 82 (0|Ktu)e 





C= FOR twe’ 
also durch Vergleichung mit (15): 
1 — ee + dix, 
2hxG*(Olktyy)3 Vs(i—s) (1—ees) % Y2 ’ 
und es ist s eine algebraische Function von x, und 2. 

Hiermit ist zuniichst gezeigt, wie man die Swmme zweier hyper- 
elliptischer Integrale auf ein elliptisches reduciren kann. Um hieraus 
die Reduction eines einzigen Integrals zu bekommen, braucht man nur 

Mathematische Aanalen, XXVIII. 30 
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in dem zweiten Integral die obere Grenze gleich der untern zu setzen ; 
dabei geht s in eine algebraische Function von z, allein iiber, welche 
nichts anderes ist als die gesuchte algebraische Function, welche die [e- 
duction vermittelt. 

Die Durchfiihrung der Rechnung fiir k = 4 ergiebt das Resultat: 

1 V (s—U/;} 

(19) eS a (S+V)?? 
worin: 
S = (ada’+ BB+ yy’) + i(y?B?—y'?B) a + (aa + BB P+ yy'*)2*, 
wihrend U, V, W die durch (12) definirten Functionen sind. Die 
Function s ist scheinbar vom sechsten Grade; es stellt sich aber heraus, 
dass die beiden Functionen S — U und S+ V eine gemeinsame 
Wurzel haben. 

Man erhilt so das folgende Schlussresultat: 

Die Differentialgleichung 
‘ 1 ds* Al ’ da 
(20) — ZG =a (af pay ABC(BC+ AC+ AB) TVW 
wird befriedigt durch die rationale Function vierten Grades: 
21 Ke? *C—a'* A)x*+2i6 f Ba—(y*C— a* A)| [(y'*C—a’* A)x—if p’ B)* 
(21) s= (6 *B—7'2C)2*+2ian Ax —(PB—y*C)|[(P *B—y'?C)x—iaa AP 





Darin sind a, B, y, «’, Bp’, y’ willkiirliche Parameter, welche nur den 
beiden Bedingungen (10) geniigen miissen; A, B, C sind die durch 
(11) definirten Functionen derselben, und die Constante K hat den Werth: 
K a te tA Ca A— 361 86*B) 
BB’? BY (y? C—B* B— 3a? A)* 
Es bleibt nur noch wtbrig auch fiir das zweite Integral u, die 
reducirende rationale Function vierten Grades zu bestimmen. Diese 
Aufgabe lést sich aber nach der auf pag. 452 hervorgehobenen Kigen- 
schaft der Functionen U, V, W einfach dadurch, dass man in den 
Gleichungen (20), (21), (22) gleichzeitig « mit a’, B mit Bp, y mit y’ 


(22) 


vertauscht und x durch — + ersetzt. 


§ 5. 
Algebraische Lésung der Aufgabe. 


Man kann die in den beiden letzten Paragraphen behandelte Auf- 
gabe auch auf rein algebraischem Wege lésen, mit Hilfe der von 
Jacobi fiir die Transformationstheorie der elliptischen Integrale ent- 
wickelten Principien. Dabei Wird man auf eine andere Wahl der 
unabhingigen Parameter gefiihrt, bei welcher die Ausdriicke fiir die 
Constanten der reducirbaren Integrale und die reducirenden Functionen 
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einfacher, dagegen die Ausdriicke fiir die Moduln der elliptischen 
Integrale und besonders die Formeln, welche den Uebergang von dem 
ersten Integral zum zweiten vermitteln, complicirter werden. Als Er- 
ginzung zu dem bisherigen mag daher das Resultat hier noch Platz 
finden: 

Es seien 4,u,¥v drei unabhiingige Parameter, /’, wu’, v’ folgende 
Functionen derselben: 


in st, 
3 —v+ 32uy — 23’ 
2: tn 1 Ste. 
(23) ~~ = v? + 3huv — 2u5? 
* om 1 245— 8in-+ 





~~ 27 — 2+ Bape + 2p?’ 
und 
(24) Rw; 4, w, v) = va — GAr' a + 3(4ur'+Ay’) a4 

+ 2(A’+-5vy)+3(4u'y+4'u) 2? —61' vx +, 
so lasst sich jedes Integral erster Ordnung und erster Gattung, welches 
durch eine Transformation vierten Grades auf ein elliptisches reducirbar 
ist, durch eine lineare Transformation auf die Form bringen 
dx 


Const. ee » 
VR(a; 4, B, v) 





und zwar ist: 


Vi dz 


f a ee = 
e VR(2; A, ft, v) 2 VR, (2; 4, w, ») ; 
wo: 








(25) R, (2; 4, w, v) = (Ae —2yv) [v'2® — 3 (9A? vo —6 uv’ —Ap’)2? 
+ 12(9Avy'+3y'v+dA' we + 12v (Bu pw —Ad))] 
und 
din 4at+ 4ive-+ 3uv 2 
dat + 2a%@ + (St#=") 


Die Anzahl der willkiirlichen Parameter lisst sich auf zwei reduciren, 
wenn man setzt: 








=a, —b, c—it. 


Hieraus erhilt man dann das zweite Integral auf folgende Weise: 
Aus den Gleichungen (23) folgt: 
3AM — Yup — 277 +1—0, 
(26) A+ 6p’ + 9p'v = (), 
V+6wA+ Op’ = (, 


, 
2 


30 
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Es ist daher erlaubt, in (25) gleichzeitig 4 mit 4’, u mit uw’, v mit 


y’ zu vertauschen; ersetzt man iiberdies z durch . , so geht (25) iiber in: 





ee eee 
VR (a; 4, w, ») 2 J VEE tw, ¥)’ 
wobei: 
i V+ 42'9'x? + 3u'r' x! 





Va? + 22'te + (te —*) oo! 


Gottingen, October 1886. 





Berichtigung. 


In dem Aufsatze von G. Pick (Zur Theorie der elliptischen Functionen) soll 
Formel II (p. 313) tolgendermassen lauten: 


2 2 2 2.42 2 2 213. 42 2 
{ +, _ 6, @, By @, 2, -O, @, — 34, 4, -4, G,- 2,4, — 3.0, 4, 0,4, -G, 0, +O, * A, A, AG 


y . 





j Po 3(kay) 











Das Clebsch’sche Sechseck. 


Von 
H. Scuroeter in Breslau. 


A. Clebsch hat in der Abhandlung: ,Ueber die Anwendung der 
quadratischen Substitution auf die Gleichungen fiinften Grades und die 
Theorie des ebenen Fiinfecks“ (Math. Ann. Bd, IV, 8S. 284) gelegent- 
lich der Untersuchung einer speciellen Flaiche dritten Grades (§ 17, 
S. 336) auf ein merkwirdiges ebenes Sechseck aufmerksam gemacht, 
welches auf zehn Arten ein Brianchonsches Sechsseit liefert. Aus dem 
a. a. O. gegebenen analytischen Nachweise fiir die reelle Existenz 
dieser interessanten Figur ist zwar eine Construction derselben abzu- 
leiten, aber nicht weiter ausgefiihrt. Herr F. Klein ist in seinen 
» Untersuchungen iiber das Ikosaeder“ (Math. Ann. Bd, XII, 8. 531) 
sowie in dem Werke: ,,Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auf- 
lésung der Gleichungen vom fiinften Grade“ (Leipzig 1884 8. 218, 
Fussnote) auf dieses Clebsch’sche Sechseck zuriickgekommen, und hat 
in der riiumlichen Figur des Ikosaeders eine Quelle erkannt, aus welcher 
die Kigenschaften dieses merkwiirdigen ebenen Sechsecks abgeleitet 
werden kénnen, Auf dieselbe Quelle ist auch Herr Hess in seinem 
Buche: ,, Einleitung in die Lehre von der Kugeltheilung“ (Leipzig 1883) 
gekommen (8. 422 ff.). Es diirfte trotzdem nicht ohne Interesse sein, in 
dem Operationsfelde der Ebene allein und auf synthetisch-geometrischem 
Wege die Construction des Clebsch’schen Sechsecks und seine zahl- 
reichen Eigenschaften herzuleiten. Dies gelingt mit Hiilfe der Be- 
trachtung von zwei in mehrfacher Weise gleichzeitig perspectiv liegen- 
den Dreiecken, und dieser Zusammenhang soll im Folgenden dargelegt 
werden. *) 


*) Wahrend der Redaction des nachfolgenden Aufsatzes kam mir durch 
die freundliche Vermittelung von Herrn F, Klein die im Druck befindliche Ab- 
handlung von Herrn E. Hess: ,, Beitrige zur Thecrie der mehrfach perspectiven 
Dreiecke und Tetraeder“ (Math. Annalen Bd. XXVIII) zu Gesicht, welche den- 
selben Gegenstand behandelt und insbesondere in § 6: ,,Ueber das zehnfach 


Mathematische Annalen, XXVIII. 31 
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1. In dem Aufsatze des Verfassers: ,,Ueber perspectiv liegende 
Dreiecke“ (Math. Ann. Bd. II, 8. 555) ist der Satz bewiesen: 

Wenn zwei Dreiecke 123 und 456 auf zwei Arten gleichzeitig per- 
spectiv liegen, von denen die eine aus der andern durch cyklische Per- 
mutation der Ecken des einen Dreiecks hervorgeht, so liegen sie noch 
auf eime dritte Art perspectiv, die der dritten cyklischen Permutation 
derselben Classe entspricht, d. h. aus den beiden perspectiven Lagen 

123 123 
456 564 
wo |14] |25| |36| sich in einem Punkte schneiden und 
|15| |26] [34], » 
folgt die dritte perspective Lage: 
123 
645 


wo |16| |24| |35| sich in einem Punkte schneiden. 


Man kann nun, wie a. a. O. gezeigt ist, fiir dieselben beiden 
Dreiecke noch eine vierte perspective Lage fordern: 
123 
465. 


” ”? ”? 








‘en sind bei willktirlicher Annahme der Punkte 1234 die Punkte 


5 und 6 nicht mehr frei, sondern auf gewisse Kegelschnitte angewiesen; 
verlangt man noch eine fiinfte perspective Lage derselben beiden 
Dreiecke, woraus dann die sechste als Folge hervorgeht, so werden 
zwar 5 und 6 bestimmt, aber imaginiir. 
Die mdglich-héchste Anzahl perspectiver Lagen von zwei reellen 
Dreiecken ist also vier, unter denen eine die Folge zweier anderen ist. 
Verlangen wir die drei perspectiven Lagen: 


123 123 123 
456 654 546 
I Il Il 


Brianchon’sche Sechseck“* (von mir Clebsch’sches Sechseck benannt) die schon von 
Clebsch und F. Klein ausgesprochenen Eigenschaften der Figur auf analytisch- 
geometrischem Wege herleitet. Da ich den wesentlich verschiedenen synthetisch- 
geometrischen Weg eingeschlagen habe und mich auf die Figur des Clebsch’schen 
Sechsecks allein beschriinke, dieselbe aber méglichst vollstiindig untersuche, 
wihrend Herr Hess ,,darauf verzichtet, weitere Lagenbeziehungen fiir diese in- 
teressante Figur nachzuweisen“’, so glaube ich trotz der Uebereinstimmung der 
Resultate auf die Veriffentlichung meiner gleichzeitigen Untersuchung nicht ver- 
zichten zu miissen. H. S§. 
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aus denen die vierte 
123 
465 
IV 
folgt, und bezeichnen durch I II III IV die Perspectivititscentra, dann 
bleibt bei willkiirlicher Annahme von 1 2 3 4 fiir die beiden tibrigen 
Punkte 5 und 6 noch ein gewisser Spielraum, iiber den wir so ver- 
fiigen kénnen, dass zwar nicht dieselben beiden Dreiecke eine weitere 
perspective Lage haben, wohl aber aus denselben 6 Punkten 123456 
zwei neue Dreiecke in perspectiver Lage sich bilden lassen. 
Wihlen wir auf |14| den Punkt 1 willkiirlich, so sind die Punkte 
5 und 6 eindeutig bestimmt; denn dal auf |25| liegt und II ebenfalls, 
II aber auch auf |3 4] liegt, so ist 
(21,34)=—I 
und da I auf |36| liegt und III ebenfalls, III aber auch auf |24| liegt, 
so ist 
(31, 24) = Ill 
und den iibrigen Bedingungen gemiiss wird also 
(AUI, 211)—5 
(101, 3 11) wad 


wir haben also aus den willkiirlich gewihlten vier Punkten 1234 
und bei willkiirlicher Annahme von I auf |14] solche sechs Punkte 
123456 construirt, fiir welche die oben verlangte dreifach-perspective 
Lage stattfindet, woraus die vierte perspective Lage IV folgt. 

Wir vereinfachen noch die Construction, indem wir bemerken, 
dass von dem vollstiindigen Viereck 2 3 II III zwei Diagonalpunkte 
(211, 311I) =I, (2111, 311) = 4 

sind; bezeichnen wir den dritten Diagonalpunkt 

(23, IL Il) =» 
so wird der zu » zugeordnete vierte harmonische Punkt zu 23 » auf 
der Verbindungslinie der beiden ersten Diagonalpunkte, d. h. auf 
|14| == |14| liegen miissen; ist also 

(14, 23) = 9, 
so sind 23’ 9 vier harmonische Punkte, Da wir aber die vier Punkte 
1234 als willkiirlich gegeben angenommen haben, so ist auch der 
von ihnen allein abhingige Punkt 9’ und mithin auch » als ein ge- 
gebener anzusehen und leicht zu construiren. Ein beliebiger durch 9 
gezogener Strahl treffe 


j34| in Ii, 
|24| in Ill, 
31° 
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dann ist 
(1 Il, 211) =—5, (111, 3 Il) —6. 
In der Willkiirlichkeit des um 9 zu drehenden Strahles liegt der Spiel- 
raum, welcher fiir die Punkte 5 und 6 bleibt. 
Bemerken wir noch, dass die beiden Dreiecke 





I 2 3 
1mvu 
4 


perspectiv liegen in Bezug auf das Centrum 4, so folgt aus dem 
Desargues’schen Satze, dass die drei Schnittpunkte entsprechender 
Seiten : 
(2, 11)—5; (13, 10)—6; (23, ITM) —» 
also die drei Punkte: 
5 6 9 

auf einer Geraden liegen mtissen. Bei der Veriinderung des willkiir- 
lichen Punktes I auf der festen Geraden |14] werden sich daher die 
Punkte 5 und 6 beide verindern, aber so, dass die Verbindungslinie 
|56| durch den festen Punkt  liuft. 

2.. Die aus den vier willkiirlich angenommenen Punkten 1 2 3 4 
auf die beschriebene Weise construirten Punkte 5 und 6, welche so 
liegen, dass die vier Perspectivititen: 
123 123 123 123 
456 654 546 465 


I II Til IV 
erfillt werden, besitzen noch eine Willkiirlichkeit, itiber die wir so 
verfiigen wollen, dass die neue Perspectivitat 
124 
536 
. 


erfiillt wird. Bezeichnen wir das neue Perspectivitiitscentrum V = yx, 
also den Schnittpunkt 





(23, 11) =f, 
dann tritt fiir denselben nur noch die einzige Bedingung hinzu, dass 
46yr 
auf einer Geraden liegen sollen, und hieraus ergiebt sich diejenige Be- 
dingung, welche zur Bestimmung des Punktes x fiihrt. 
Bemerken wir nimlich, dass der Punkt 


(23, 14)—0' 
bezeichnet wurde und projiciren die vier Punkte 3 2 9’ ¢ von 4 aus 
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auf |36|, so erhalten wir die vier Punkte 3 III I 6, also die Gleich- 
heit der Doppelverhiiltnisse: 


(3 2 o x) = (3 TMT 6). 
Da ferner 3 2 » o’ vier harmonische Punkte sind, also (3 2 » o') = — 1 
ist, so folgt durch Multiplication: 
— (32047) = (3 D1 6); 
projiciren wir aber die Punkte 3 IIT 1 6 von 5 aus auf |23], so erhalten 
wir 3x2, also die Bedingung zwischen den Doppelverhiltnissen: 
(32 0x) + (2037) =—0 
welche nur die festen Punkte 23 und den gesuchten Punkt x ent- 
hilt und zur Bestimmung desselben dient. Ist der Punkt y durch diese 
Bedingung ermittelt, worauf wir sogleich zuriickkommen, dann ergeben 
sich die beiden Punkte 5 und 6 durch die Construction: 
(ly, 24) —TIII, 
(4x, 3I)—6, 
(16,34) =O, 
(ly, 211) =—5 
und das Sechseck 1 2 3 4 5 6, von dem die vier ersten Ecken will- 
kiirlich angenommen sind, ist hergestellt. 
Es bleibt jetzt noch tibrig, aus der Bedingung 
(3 20xny+(2 037) —0 
den Punkt ¢ zu bestimmen; dies kann auf algebraischem Wege ge- 
schehen, indem wir den Werth des Doppelverhiiltnisses 
(23 or)=—2 
setzen und die Gleichung erhalten: 


1 
oder 
w—az2—1=—0 


welche die beiden reellen Wurzeln x — tt hat, oder durch Con- 


struction, die auf folgende Weise bewerkstelligt werden kann; der 
Deutlichkeit wegen wihlen wir aber zur Construction eine abgeiinderte 
Bezeichnung und behandeln die vorliegende Frage als eine besondere 
Aufgabe: 

Es sind auf einem geradlinigen Traiger g drei Punkte a 6 ¢ ge- 
geben; es soll ein vierter Punkt ¢ auf g so bestimmt werden, dass 
die Bedingung zwischen den Doppelverhiltnissen erfiillt wird: 


(abcx)+becar) =O. 








462 H. Scuroerer. 


Bestimmen wir zuniichst zu den drei Punkten 6 ca den zu a zugeord- 
neten vierten harmonischen Punkt a,, so dass 
(bcaa)=——1 
ist, dann wird, weil 
(6bcar) (ca, a)—(bca, x), 
(bcar) =— (ca, x) 
ist, die vorige Bedingung: 


(abcr) = (bea, x). 
Projiciren wir sodann aus irgend einem Punkte © der Ebene die 
Punkte «6 ¢ a, der Geraden g auf eine neue Gerade g’ nach a’ b ¢ a, 
in der Art, dass a’ in die Unendlichkeit geht, d. h. {Oa} parallel g’ 
wird, dann wird a,’ die Mitte zwischen }’ und ¢’ wegen der har:nonischen 
Beziehung, und die Bedingung zwischen den Doppelverhiiltnissen ver- 
einfacht sich dergestalt, dass 


(oo Bh ¢ x)= ¢ a,’ x) 





d. h. 
(oe ae ee 
cy ¢m bE OF 
oder 
(6° x)? _ ¢ y . ¢ i 


wird, d. h, die Strecke {’ ¢’ wird in dem Punkte y’ gemiiss der so- 
genannten sectio divina getheilt, eine Construction, die in bekannter 
’ elementar-geometrischer Weise ausgefiihrt wird und zu zwei immer 
reellen Punkten fiihrt*). Ihre Projectionen von © auf die Gerade g 
liefern die gesuchten beiden Punkte y als Lésungen der Aufgabe. 
*) Errichtet man in c’ auf |c’6’| ein Perpendikel und macht es gleich der 
Hilfte von |c’6'| also . 
cm=>cb, 
beschreibt um m einen Kreis mit dem Radius mc’ und zieht die Gerade §' m, 
welche den Kreis in y’ und y” schneidet, triigt alsdann auf dem Triiger g’ die 
Strecke 6’ x’ = 6’y’ in der Richtung von |6’c’| auf, die Strecke ' y” = 6’ y” in der 
ry” 


\ 








entgegengesetzten Richtung (von |c’b'|) ab, so sind x und x” die gesuchten 
Punkte (Fig. 1). Der eine von ihnen liegt zwischen 6c’, der andere ausserhalb 
dieser Strecke, und sie sind durch die Beziehung 
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3. Wir haben in dem Vorhergehenden ein Sechseck 123456 
hergestellt, dessen sechs Ecken den fiinf Perspectivitiiten Geniige leisten: 


123 1238 123 123 124 
456 654 546 465 536 
I Il Ill IV Vv 











> 

aus diesen lassen sich vermége des anfinglichen Satzes (in 1.) weitere 

Perspectivititen folgern, die wir vollstindig zusammenstellen wollen. 
Ks liasst sich jede Perspectivitiit zweier Dreiecke vierfach darstellen, 

indem man ohne das Perspectivitiitscentrum zu findern immer zwei 

entsprechende Ecken der beiden Dreiecke mit einander vertauscht. 
Wir haben auf diese Weise: 


123 126 153 423 
456 453 426 156 
I I I I 
123 124 153 623 
654 653 624 154 
II Il Il il 
123 126 143 523 
546 543 526 146 
lil II il Ii 
123 125 163 423 
465 463 425 165 
IV IV IV IV 
124 126 134 524 
636 534 526 136 
Vv V V Vv 















































Aus zwei solchen Perspectivitiiten, bei denen die Reihenfolge der 
Ecken des einen Dreiecks eine cyklisch fortschreitende Permutation 
zeigt, ergiebt sich allemal eine dritte Perspectivitit, also aus 





124 124 124 
653 536 folgt: 365 
II V VI 


Or. Or’ +x cr” =O 
mit einander verbunden. Gewdhonlich wird nur der eine Punkt 7’ als den goldenen 
Schnitt liefernd aufgefasst, wihrend beide x und x” die gleiche Berechtigung 
haben (siehe Baltzer’s Elemente der Mathematik § 11, 6). 
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aus 126 126 126 
453 534 folgt: 345 
I V Vil 
aus 
136 136 136 
452 524 folgt: 245 
IV V Vill 
aus 
145 145 145 
632 326 folgt: 263 
II Vil IX 
und aus 
143 143 143 
526 265  folgt: 652 
Ii IX x 


Wenn wir diese Operation weiter fortsetzen, so treten keine neuen 
die bereits gefundenen 
immer wieder. Den Grund hiervon erkennen wir sofort, wenn wir die 
erhaltenen zehn Perspectivitiiten jetzt zu einer Tabelle (A) zusammen- 
stellen, indem wir auch jede der neu gefundenen Perspectivitiiten 


Perspectivitiiten mehr auf, sondern es kehren 


VI VII VIII IX X auf vierfache Art darstellen, 


Dies ergiebt die folgende Tabelle: 















































2 we XS SF RE a 
123/123/123|123/124 
456|654/546/465|536 
126/124/126|125/126 
453|653|543/463/534 
153/153|143/163/134 
426\624|526/425|526 
156/154|146|165/136 
423/623/523/423/524 

(A) 

“a 2: os 
124/126)136)145/134 
365|345|245/263/625 
125/125/135|143/135 
364|/346|246/265/624 
164/146,146|165|124 
325|325/235/243|/635 
165/145)145/163/125 
1324/3 26|/236/245|/634 
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Der Anblick dieser Tabelle zeigt uns sofort, dass die Zahl der Per- 
_ spectivitiiten hierdurch erschépft ist, denn aus den sechs Punkten 


123 456 lassen sich tiberhaupt nur ot == 20 verschiedene Dreiecke 


bilden, die zu 10 Paaren complementirer Dreiecke zusammentreten; 
wenn wir niamlich irgend drei von den sechs Punkten zu Ecken eines 
Dreiecks machen, so sind die drei tibrigen Punkte die Ecken des com- 
plementiren Dreiecks. Wir haben nun in unserer Tabelle 40 Paare 
complementirer Dreiecke, von denen aber jedes viermal auftritt, folg- 
lich haben wir simmtliche verschiedene Paare complementiirer Dreiecke. 
Giibe es nun noch eine weitere Perspec*ivitit zweier complementiirer 
Dreiecke, so miissten zwei solche auf mehr als vier Arten gleichzeitig 
perspectiv liegen, was bei zwei reellen Dreiecken nicht mdglich ist 
(s. o. 1). 

4. Wir kénnen die Paare perspectiver Dreiecke und ihre Per- 
spectivitatscentra nach der Tabelle (A) auch so ordnen: 








Perspective 
, Dreiecke: Perspectivitiitscentra : 
123 
456 a oe 
124 
635 i v vI x 
125 
364 Iv VI vu X 
126 
543 I mw V Vil 
Sane mv ix x 
(B) per 
5 
642 1 I Vill X 
136 
954 IV V Vill Ix 
145 
236 Ii Vil Vit IX 
146 
395 i VI Vil Vill 
IV VI IX. 
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Nennen wir ein solches Sechseck 123456, von dem vier Ecken 
willkiirlich angenommen werden diirfen und die beiden letzten auf die 
oben (2.) angegebene Art construirt werden, ein Clebsch’sches 
Sechseck, so lisst sich die Haupteigenschaft desselben folgendermassen 
aussprechen : 

Wenn man aus den sechs Ecken eines Clebsch’schen Sechsecks 
irgendwie zwei Dreiecke mit verschiedenen Ecken (ein Paar complemen- 
liirer Dreiecke) bildet, was auf zehn Arten geschehen kann, so liegen 
dieselben allemal auf vierfache Weise perspectiv d. h. sie befinden sich 
in der miglichst grissten Anzahl von gleichzcitig-perspectiver Lage zweier 
reellen Dreiecke. Es treten dabei im Ganzen nur zehn verschiedene 
Perspectivititscentra auf, indem fiir vier verschiedene Dreieckspaare immer 
ein und dasselbe Perspectivititscentrum sich ergiebt. 

Die zehn Perspectivitiitscentra liegen ferner so, dass sie paarweise 
auf den 15 Verbindungslinien der Punkte 123456 sich befinden, 
niimlich : 
¢{|12|==|VIU IX | 
|13|)=| VI VIL] 
jl4j==| I IV} 





\15}=|T V| 
\16;=| 0 X | 
23;=|V Xi 
\24|==| I VIL] 
(C) seme) s 6S] 


[26|=]1V. VI 
\34)—| 1 VUI| 
\35/=| IV IXx| 
i36)=| 1 Wy 
(45|=| VI X| 
46/=| VIX] 
(|5 6] =| VIL VIII}. 








Da jede dieser 15 Verbindungslinien zwei der Perspectivititscentra 
enthilt und allemal drei Verbindungslinien dasselbe Perspectivitiits- 
centrum enthalten, so giebt es nur 8 = 10 Perspectivititscentra. 
Wir erkennen aus dieser Tabelle (C) sofort folgende Eigenschaft: 
Jede der 15 Seiten des volistindigen Clebsch’schen Sechsecks (d. h. jede 
Verbindungslinie zweier der Punkte 123 45 6) enthilt zwei Diagonal- 
punkte des von den vier iibrigen Ecken gebildeten vollstindigen Vierecks, 
und diese Diagonalpunkte fallen zu je dreien zusammen; sie sind die 
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zehn Perspectivititscentra. Es bleibt von jedem solchen Viereck noch ein 
dritter Diagonalpunkt iibrig; diese bilden eine neue Gruppe von 15 
Punkten. Z. B. 


Nehmen wir die Seite |1 2| so hat das vollstiindige Viereck 3 456 
die drei Diagonalpunkte: 
(84,56)—VIII, (35,46)—IX, (36, 45), 

die Diagonalpunkte VIII IX liegen auf |1 2|, der dritte Diagonalpunkt 
bleibt tibrig und soll der zur Seite | 12| zugehdrige heissen. Wir erhalten 
auf diese Weise die zu den 15 Seiten des Clebsch’schen Sechsecks zu- 
gehérigen Punkte: 
zur Seite |1 2| gehért der Punkt (3 6, 4 5) 

”? ” | 1 3| ”? ” ” (2 5, 4 6) 

”? ” | 1 4| ” ”» ” (2 3, 5 6) 

”? ” |1 5| ” ” ” (2 6, 3 4) 

”? ” | 1 6| ” ”? ” (2 4, 3 5) 

» » [23] » » » (14, 56) 

” ”? |2 4| ” ” ”? (1 6, 3 5) 
(D) +» » [25] » ” » (13, 46) 
” »” |2 6| ? ”? ”? (1 5, 3 4) 
” ”? |3 4| ” ”? ” (1 5, 2 6) 
”? ”? |3 5| » ”? ” (1 6, 2 4) 
”? ” |3 6| ” ” ” (1 2, 4 5) 
”? ”? \4 5| ” ” ” (1 2, 3 6) 
”? ” |4 6| ” ” ” (1 3, 2 5) 
tn on» (56) » » » (14, 23), 





welche die neue Gruppe der 15 Punkte bilden. 

Das Clebsch’sche Sechseck hat also nicht wie im Allgemeinen 45 
Diagonalpunkte (d. h. Schnittpunkte je zweier der 15 Seiten ausser 
den 6 Eckpunkten) sondern nur 25 verschiedene Diagonalpunkte, indem 
zehnmal je drei zusammenfallen, welche die Gruppe (A) der 10 Per- 
spectivitiitscentra bilden, und 15 Diagonalpunkte iibrig bleiben, welche 
die zweite Gruppe (D) der den Seiten zugehérigen Punkte bilden. 

Da sich zwei perspectiv liegende Dreiecke immer als ein einfaches 
Brianchon’sches Sechsseit auffassen lassen und zwar auf vierfache Weise, 
so kann das Clebsch’sche Sechseck auch als eine Figur von 6 Punkten 
der Ebene in der eigenthiimlichen Lage aufgefasst werden, dass von 
den 60 einfachen Secksecken, welche im Allgemeinen aus 6 Punkten 
sich bilden lassen, 40 Brianchon’sche Sechsseite sind, die tibrigen 
20 nicht. 
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Es folgen z. B. aus der Perspectivitiit der beiden Dreiecke: 
123 
456 





die vier Brianchon’schen Sechsseite : 


123456. 
126453 
153426 
156423 


deren drei Paar Gegenecken 1 und 4, 2 und 5, 3 und 6 sind. 
Hiernach sind die 40 Brianchon’schen Sechsseite folgende: 


123455 124365 
126453 125364 
153426 164325 
156423 165324 
123654 126345 
124653 125346 
153624 146325 
154623 145326 
123546 136245 
126543 135246 
143526 146235 
146523 145236 
123465 145263 
125463 143265 
163425 165243 
165423 163245 
124536 134625 
126534 135624 
134526 124635 
136524 12563 4, 


Betrachten wir auf der Seite |12| des Clebsch’schen Sechsecks die 
beiden Diagonalpunkte (Perspectivititscentra) der Gruppe (A) 


Vill = (34,56), IX—(35, 46) 
und die beiden auf |1 2| liegenden Punkte der Gruppe (D): 
(12,45) und (12, 36), 
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so erkennen wir aus dem vollstiindigen Viereck 

3456 
von welchem VIII und IX zwei Diagonalpunkte sind, die darch das 
dritte Seitenpaar |4 5| und |3 6| harmonisch getrennt werden, folgende 
Kigenschaft: 

Das Clebsch’sche Sechseck hat 25 Diagonalpunkte (s. 0. 4.), welche 
in zwei Gruppen von 10 (A) und 15 (D) zerfallen; auf jeder der 15 
Seiten des Sechsecks liegen zwei Diagonalpunkte der ersten Gruppe (A) 
und zwei Diagonalpunkte der zweiten Gruppe (D); das eine Paar wird 
durch das andere harmonisch getrennt. 

5. Wir wollen nunmehr zuerst die weiteren Lagenbeziehungen 
der 10 Punkte (A) (Perspectivitiitscentra) unter sich und sodann die 
Lage der 15 Punkte (D) zu einander aufsuchen, endlich den Zusammen- 
hang der Punkte beider Gruppen niiher ins Auge fassen. 

Nehmen wir nimlich ein Paar complementiirer Dreiecke heraus z. B. 


123 
456, 
so erhalten wir aus der vierfach perspectiven Lage derselben die vier 
Perspectivitiitscentra: 
123 123 123 1238 
456 654 546 465 
I Il Ill IV 
und die iibrigen sechs Perspectivitiitscentra miissen paarweise sowohl 
auf den Seiten des ersten Dreiecks 1 23, als auch auf den Seiten des 
zweiten Dreiecks 456 liegen, was auch in der That die Tabelle (C) 


zeigt. Da aber nach dem Desargues’schen Satze bei zwei perspectiven 


Dreiecken: 
123 


456 


die drei Durchschnittspunkte entsprechender Seiten: 
(12,45) (13,46) (23, 56) 
auf einer geraden Linie liegen und diese Punkte identisch sind mit 
(VII. IX, X VI) (IX V, VI VII) (V X, VII VIII), 
so bilden die sechs Punkte: 
Vill IX V X VI VII 


ein Pascal’sches Sechseck und liegen auf einem Kegelschnitt. Wir 
erhalten daher den Satz: 

Bilden wir aus den sechs Ecken des Clebsch’schen Sechsecks irgend 
zwei complementire Dreiecke, so liegen dieselben auf vierfache Weise 
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perspectiv (B) und haben also vier Perspectivitiitscentra; die jedesmal 
tibrig bleibenden sechs Perspectivitiitscentra liegen allemal auf einem 
Kegelschnitt. 

Wir erhalten hiernach 10 Kegelschnitte, auf deren jedem sechs 
der Perspectivitiitscentra liegen, nimlich: 


V VI Vil VII IX X_= auf einem Kegelschnitt 





IMIVVIVNKX , , 2 
a ae 
Il IV VIVTIX x, , ‘ 
, I QIwWVVIVIVU, ,, ™ 
(E) Mmivv Vivwmnx, , " 
“2. f fo oo u 
oh 2 a ae a oo 
{* | a a Se ” ” 
imvvimx , 4, ‘ 


Durch jedes der 10 Perspectivititscentra gehen sechs dieser Kegel- 
schnitte. 
“Wir kénnen den Satz auch so aussprechen : 

Bilden wir aus irgend drei Ecken des Clebsch’schen Sechsecks ein 
- Dreieck, so enthiilt jede Seite desselben zwei von den zehn Perspectivitiits- 
centren; solche sechs Perspectivititscentren liegen allemal auf einem 
Kegelschnitt, wnd wir erhalten dadurch 10 Kegelschnitte, indem dieselben 
fiir zwei complementiire Dreiecke identisch sind. 

6. Die Tabelle (C) gruppirt die zehn Perspectivitiitscentra zu 15 
Paaren, so dass jedes der ersteren in drei Paaren gleichzeitig auftritt; 
nehmen wir ein beliebiges Paar heraus, so bleiben noch 8 Perspectivi- 
tiitscentra iibrig, die in einem weiteren Zusammenhange stehen. 

Nehmen wir z. B. das Paar I II heraus, so bleiben die 8 Punkte 
iibrig: 

Il IV V VI VI VIII IX X; 
von diesen liegen einmal sechs auf einem Kegelschnitt der Tabelle (E) 
und lassen die beiden iibrig: 


lil und IV 
und zum andern Mal sechs auf einem Kegelschnitt der Tabelle (E) 
und lassen die beiden iibrig: 

Vill und X; 


nehmen wir diese vier Punkte aus den obigen acht heraus, so bleiben 
vier Punkte iibrig, welche beiden Kegelschnitten gemeinschaftlich sind 
und zwar solche, die in zwei Paaren der Tabelle (C) auftreten: 
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VI und Vil 
Viound IX, 
wodurch sich die acht anfinglichen Punkte auf bestimmte Weise zu 


vier Paaren gruppiren. 


Da nun 
|VI VII] =|13)], |V IX] —|46| 
ist, so folgt aus der Perspectivitit der beiden Dreiecke: 





135 
462 
nach dem Desargues’schen Satze, dass die drei Punkte: 
(1 3, 4 6) (15,24) (35, 2 6) 
oder 
(VI VII, V IX) Til IV 


in einer Geraden liegen, d. h. 
|VI VII} |V IX| | Iv| 


sich in einem Punkte schneiden; andererseits folgt aus der Perspectivitit 
der beiden Dreiecke: 





132 
645 
nach dem Désargues’schen Satze, dass die drei Punkte: 
(13, 46) (12,56) (23, 45) 
oder 
(VI VU, V IX) Vul xX 


in einer Geraden liegen, d. h. 
| VI VIL} |V IX] | VIII X| 
sich in einem Punkte schneiden, woraus folgt, dass alle vier Ver- 
bindungslinien : 
| VI VII} |V IX| |Itl IV| | VIII X| 
durch einen und denselben Punkt laufen, nimlich den Punkt: 
(1 3, 46) 

welcher zu den Diagonalpunkten der zweiten Gruppe (D) gehdrt. 

Die vier durch diesen Punkt laufenden Strahlen zerfallen in zwei 
Paare, von denen eines ein Seitenpaar des Clebsch’schen Sechsecks ist, 
das andere aber nicht; betrachten wir nun das vollstiindige Viereck: 


3 46 VII 
so ist von ihm ein Diagonalpunkt: 
(46, 3 VII) — (13, 46) 


(36, 4 VII) = (24, 36) = 


der zweite: 
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und der dritte: 
(34, 6 VI) = (3 4, 56) = VIII; 

durch den ersten Diagonalpunkt geht ein Seitenpaar des vollstindigen 
Vierecks und trennt harmonisch diejenigen beiden Strahlen, welche 
nach den beiden andern Diagonalpunkten hingehen; sie bilden aber 
das zweite Strahlenpaar der obigen vier Strahlen, folglich erkennen 
wir, dass dieselben harmonisch liegen und schliessen demnach folgen- 
den Satz: 

Das Clebsch’sche Sechseck hat 25 Diagonalpunkte, welche in zwei 
Gruppen von 10 Punkten (A) und von 15 Punkten (D) zerfallen. Von 
den 45 Verbindungslinien der 10 Punkte der ersten Gruppe (Perspectivitits- 
centra) gehen allemal vier durch einen Punkt der zweiten Gruppe wnd 
bilden zwei Strahlenpaare, von denen eines ein Seitenpaar des Clebsch’- 
schen Sechsecks ist und durch das andere Paar harmonisch getrennt wird. 

Die auf diese Weise erhaltenen 15 Strahlenquadrupel mit ihren 
15 Centren sind in folgender Tabelle zusammengestellt: 


‘(| I W||VI X || Vj |IV V |)=(86, 45) 
(| I Wl] V IX] |MVM||IV xX |)—(25, 46) 
(| Vo X||VIE VI} | WL|| VE IX |)—(@3, 56) 
(| IV VI| |W VIM} |I Vij |IX X |) —(26, 34) 
(| WL Vj |IV IX|{|I VIM|| V VI |)—(24, 35) 
(| I IV| {VIE VUI| | VI || WM &X |)—(14, 56) 
(| X}|IV X]|1I Vi {VI Vul})=(16, 35) 
(F) {(j/ VI Vil|| V IX||M IV||VM X |)=(13, 46) 
({I Vj| I Vi||I X||VM X |)—(15, 34) 
({II V|jIV VI||I X||V IX|)=(15, 26) 
(| X || ML Vilj|;1 VI||V Vm|)—(16, 24) 
(VI IX||VI X || IV||V_ VIt|)—(12, 45) 
({VI IX|| I || Vj |IV V})—@2Q, 36) 
(| VI VII} | I I |\ml X || IV VItt})—(18, 25) 
(| 1 IW ||V Xj] M||M VI})—(4, 23). 





10.9 


In dieser Tabelle treten simmtliche 7 





= 45 Verbindungslinien der 


10 Punkte: I II Ill... X auf und zwar die 15 Verbindungslinien, 
welche gleichzeitig Seiten des Clebsch’schen Sechsecks sind (C) doppelt, 
alle iibrigen einfach. Es liegen also beim Clebsch’schen Sechseck 30 mal 
zwei Diagonalpunkte der Gruppe (A) mit einem Diagonalpunkte der 
Gruppe (D) auf je einer Geraden, welche nicht Seite des Sechsecks ist, 
und es gehen von diesen dreissig Geraden je zwei durch jeden Punkt 
der Gruppe (D). 
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7. Wir erkennen weitere Lagenbeziehungen zwischen den 10 Per- 
spectivititscentren (A), wenn wir nur solche 6 derselben in’s Auge 
fassen, die auf einem Kegelschnitt liegen (Tab. E); nehmen wir z. B. 
die 6 Punkte 

V VI VII Vill IX xX 


so sehen wir, dass dieselben nur in drei Reihen der Tabelle (F) zu- 
sammen auftreten, also dreimal drei Punktepaare liefern, deren Ver- 
bindungslinien durch je einen Punkt laufen, nimlich 

|\V X | {VI ITX| |VIII VIT| laufen durch den Punkt (23, 56) 
|V IX| |VI VII} |VI X| o a * » (13, 46) 
|V Vit} |VE X| |VUI IX| ” ” ” ” (12, 45); 


wir erhalten also zwei Dreiecke, die gleichzeitig auf dreifache Weise 
perspectiv liegen: 





V VI Viti V VI VI V VI VIL 
X IX Vil IX VII X Vil X IX 
(23, 56) (13, 46) (12, 45) 
und erkennen zugleich aus der Perspectivitiit der beiden Dreiecke: 
123 
156 
; . 


nach dem Desargues’schen Satze, dass die drei Perspectivitiitscentra 
dieser 3 Dreieckspaare d. h. die drei Punkte 

(23,56) (13,46) (12, 45) 
auf einer Geraden liegen. 

Diese drei Dreieckspaare gehen aus einander hervor, indem die 
Ecken des einen Dreiecks festgehalten werden und die des andern 
cyklisch fortschreiten, wie es ja sein muss (1). 

Die Bildung eines solchen Dreieckspaares geschieht am einfachsten 
dadurch, dass wir aus den 6 Punkten des Kegelschnitts 

V VI Vil VIit IX X 
diejenigen sechs Verbindungslinien je zweier derselben herausnehmen, 
welche gleichzeitig Seiten des Clebsch'schen Sechsecks sind und deren 
nur sechs vorkommen, nimlich (C.): 


| VINE IX| |VI VI) |VX| {VIX} |VIX| |VU VIO). 


Diese setzen sich nur in einer einzigen bestimmten Weise zu einem 
Pascal’schen Sechseck zusammen: 


VU IX V X VI VI; 


nehmen wir in diesem Pascal’schen Sechseck einmal die erste, dritte 
und fiinfte Ecke, dann die zweite, vierte und sechste Ecke, so er- 
Mathematische Annalen, XXVIII. 32 





So 
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halten wir die beiden Dreiecke, welche dreifach- perspective Lage haben. 
Wir kénnen also folgenden Satz aussprechen: 

Wenn man beim Clebsch’schen Sechseck die 10 Diagonalpunkte der 
ersten Gruppe (A) (Perspectivititscentra) in’s Auge fasst und aus den- 
selben solche sechs herausnimmt, die auf einem Kegelschnitt liegen, was 
auf zehn Arten geschehen kann (E), so lassen sich aus solchen sechs 
Punkten als Ecken zwei Dreiecke bilden, die gleichzeitig dreifach -per- 
spective Lage haben. Dies ist nur auf eine bestimmte Art miglich; 
unter den Verbindungslinien solcher sechs Punkte giebt es niimlich nur 
sechs, die gleichzeitig Seiten des Clebsch’schen Sechsecks sind (C), und 
diese setzen sich auf eine bestimmte Weise zu einem einfachen (Pascal'schen) 
Sechseck zusammen; nimmt man in demselben einmal die erste, dritte 
und fiinfte Ecke, dann die sweite, vierte und sechste Ecke, so erhiilt 
man die beiden Dreiecke, welche dreifach-perspective Lage haben; ihre 
drei Perspectivitdtscentra sind drei von den Diagonalpunkten der zweiten 
Gruppe (D) des Clebsch’schen Sechsecks und liegen in gerader Linie. 

Auf die dadurch erhaltenen 10 geraden Linien kommen wir bei 
Betrachtung der zweiten Gruppe von Diagonalpunkten (D) des Clebsch’- 
schen Sechsecks zuriick. 

~ Die vollstindige Figur der 10 Pascal’schen Sechsecke mit ihren 
dreifach-perspectiv liegenden Dreieckspaaren liefert folgende Tabelle: 


Pesssiedhes Gesboedk: V 1X VIII VI VI X 


Perspective Dreiecke: V VIIJ VI V VIIi VI V VIII VI 
X Vil 1X VI IX X IX X VI 


(23,56) (12,45) (13, 46) 





Pascal’sches Sechseck: I WI Vil VU 1X IV 

Perspective Dreiecke: I VII IX I VILIX I VII IX 
IV VILL OE Vill Ui IV IW IV VII 
(14,56) (24,25) (12,36) 





G 

™ Pascal’sches Sechseck : I 11 Vil 1X V Il 

Perspective Dreiecke: I VIII V I Vill VI Vil V 
i XX WD WX U iW I mW Ix 
(12,36) (15,34) (25, 46) 








Pascal’sches Sechseck : II VIII IX IV VI X 


Perspective Dreiecke: IL IX VI IL IX VI II IX VI 
X IV VIL IV Vill X VI X IV 








| (16,35) (12,45) (26,34) 
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(G) 





‘ 


Paseal’sches Sechseck: 


Perspective Dreiecke: 
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I Ii Vill VIL VI IV 


I VII VI I VII VI I Vil Vi 
IV Vi U Vil @ IV I IV Vil 





Pascal’sches Sechseck: 


Perspective Dreiecke: 


Pascal’sches Sechseck: 


Perspective Dreiecke: 


Pascal’sches Sechseck: 


Perspective Dreiecke: 


Pascal’sches Sechseck: 


Perspective Dreiecke: 


Pascal’sches Sechseck: 


Perspective Dreiecke: 


(14,56) (26,34) (13, 25) 
Ill V IX IV VI VII 








Wl IX VI WIIX VI I IX VI 
VIIVV IVV VI V VILIV 
(24,35) (13,46) (15, 26) 

Ill X VI vu Wi 
I XVI $IXVN IX Vu 
Vi 09 Vil MW MUM vi 
(36,45) (16,24) (13, 25) 
I 111 V X VIIV 
IU ££ pew 
VX Ml XMIV Mivx 
(14,23) (15,26) (86, 45) 
IIXVIXIV 
ix tia I X 1x 
IVVI VIlIv ivv 
(14,23) (16,35) (46, 25) 
1 X V III VII VI 
I vVVl UVVvW UV Vu 
VIII X WXVM X VI Wm 
(15,34) (23,56) (16, 24) 


Die zehn Geraden, in deren jeder die drei Perspectivitatscentra 
des dreifach perspectiv liegenden Dreieckspaares sich befinden, sind 
nichts anderes, als die Pascal’schen Linien des jedesmaligen Sechsecks, 
in denen die drei Durchschnittspunkte der Gegenseiten liegen. Da 
jedes dieser 3.10 = 30 Perspectivititscentra doppelt auftritt, so reducirt 
sich die Anzahl derselben auf 15 (Tab. D). 

8. Die Diagonalpunkte der zweiten Gruppe (D) des Clebsch’schen 
Sechsecks ordnen sich, wie wir aus der Tabelle (G) ersehen, zu je 
dreien auf 10 neuen geraden Linien, die wir dadurch erhalten, dass 
wir bei jedem der 10 perspectiven Dreieckspaare, wie sie in Tab. (B) 


32* 
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zusammengestellt sind, die Durchschnittspunkte entsprechender Seiten 
aufsuchen, welche nach dem Desargues’schen Satze zu je dreien auf 
Wir erhalten also die 10 Geraden: 


einer Geraden liegen. 


\(12, 45) (13,46) (23, 56)|—g, 
\(13, 46) (15,26) (24, 35)|—9n 
\(12,45) (16,35) (6, 34)|—gm 
(15, 34) (16,24) (23, 56)|—gv 
da) ) 123,25) (14,56) G4, 26)| =o 
\(12, 36) (15,34) (25, 46)|—gv 
\(14, 23) (16,35) (25, 46)|—gvn 
(14,23) (15,26) (36, 45)|—gvm 
\(13, 25) (16,24) (36, 45)|\—gx 
\(12, 36) (14,56) (24, 35)|—gx 





d. h. 

Die 15 Diagonalpunkte der zweiten Gruppe (D) des Clebsch’schen 
Sechsecks liegen zu je dreien auf 10 Geraden (H), von denen immer 
zwei durch jeden der 15 Diagonalpunkte gehen. 

Eine weitere Eigenschaft der 15 Diagonalpunkte der zweiten Gruppe 
(D) des Clebsch’schen Sechsecks ergiebt sich, wenn wir dieselben zu je 
dreien als die Ecken von fiinf Dreiecken ordnen: 


(12,45) (45,36) (36,12) 
(13,46) (46,25) (25, 13) 
(J) { (14,56) (66,23) (23,14) 
(15,26) (26,34) (84,15) 
(16,24) (24,35) (35, 16) 


wodurch sie gerade erschépft sind: Betrachten wir nun eines der 
Brianchon’schen einfachen Sechsecke z. B. 


125463 


fiir welches die drei Paar Gegenecken verbunden drei durch denselben 
Punkt IV laufende Strahlen |1 4] |2€| |53] liefern, so lassen sich 
die Seiten dieses Brianchon’schen Sechsecks: 
}12| |25| [54] |46| |63] 
zu zwei Dreiseiten « dnen: 
[1 2| 


|3 1 


|45| 
|46| 


|3 6| 
|2 5]; 


und 
[1 3| 


wenn aber die Seiten zweier Dreiseite einen Kegelschnitt beriihren, so 
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liegen bekanntlich auch die sechs Ecken derselben auf einem andern 
Kegelschnitt, folglich liegen die sechs Punkte: 

(12,45) (45,36) (86, 12) 

(13,46) (46,25) (25, 13) 
auf einem Kegelschnitt d. h. zwei von den 5 Dreiecken (J) haben ihre 
sechs Ecken auf einem Kegelschnitt, und dies gilt fiir irgend zwei 
der 5 Dreiecke (J). Wir erhalten also folgenden Satz: 

Ordnet man die 15 Diagonalpunkte der sweiten Gruppe (D) des 
Clebsch’schen Sechsecks so eu fiinf Dreiecken, dass die Seiten jedes 
Dreiecks zugleich Seiten des Clebsch'schen Sechsecks sind (Tab. J), dann 
liegen die 6 Ecken irgend zweier dieser 5 Dreiecke allemal auf einem 
Kegelschnitt. Die 15 Diagonalpunkte liegen also zu je sechsen auf 
10 Kegelschnitten. 

9. Zwischen den 15 Diagonalpunkten der zweiten Gruppe (D) 
des Clebsch’schen Sechsetks ergeben sich weitere Lagenbeziehungen, 
wenn wir die in (A) zusammengestellten Perspectivitiiten ein wenig 
umgestalten. Die Perspectivitat 

123 
465 
IV 
lisst sich niaimlich, da |1 4| = |IIV| ist, (C) auch so schreiben: 
123 
465 
IV 
und zeigt, dass die Durchschnittspunkte entsprechender Seiten der 
beiden perspectiven Dreiecke in gerader Linie liegen; diese sind aber, 
da |I12|= |25| |13|=|36| ist, die Punkte: 
(23,56) (25,46) (45, 36) 
welche der Gruppe (J) oder (D) angehéren. 
Ebenso ergiebt die Perspectivitit: 
VI 2 5 
3 4 6 
Vil 


(25,46) (45,36) (26, 34) 
in gerader Linie, und die Perspectivitat: 
113 5 
624 


xX 


die drei Punkte: 
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die drei Punkte: 
(26,34) (25,46) (24, 35) 
in gerader Linie. Wir sehen hieraus, dass alle fiinf Punkte: 
(23,56) (24,35) (25,46) (26,34) (86, 45), 

welche siimmtlich der Gruppe (D) angehéren, auf einer und derselben 
Geraden liegen miissen. Diese fiinf Punkte sind nun in der Gruppe 
(D) diejenigen, in deren Bildung der Punkt 1 nicht eingeht, und wir 
kénnen in gleicher Weise nachweisen, dass allemal solche fiinf Punkte 
der Gruppe (D), in deren Bildung eine der urspriinglichen sechs Ecken 
des Clebsch’schen Sechsecks nicht eingeht, auf einer und derselben 
Geraden liegen miissen; dadurch erhalten wir sechs neue Gerade: 
\(23, 56) (24,35) (25,46) (26,34) (86, 45)|=—g, 
\(13, 46) (14,56) (15,34) (16,35) (86, 45)|—g, 
\(12, 45) (14, o%) (15, 26) (16,24) (25, 46)|—4g, 
\(12, 36) (13,25) (15, 26) (16,35) (23, 56)| —g, 

\(12, 56) (13,46) (14,23) (16,24) (26,34)| —g, 
| \(12, 45) (13,25) (14,23) (15,34) (24, 35)|/—% 
und wir kénnen den Satz aussprechen: 

Die 15 Diagonalpunkte der sweiten Gruppe (D) des Clebsch’schen 
Sechsecks ordnen sich zu je fiinf auf sechs geraden Linien, so dass sie 
als die 15 Durchschnittspunkte dieser sechs Geraden erscheinen (K). 

10. Die Vergleichung der Tabellen (D) und (K) zeigt, dass jeder 
Durchschnittspunkt (g;gx) gerade derjenige ist, welchen wir in (D) als 
den der Geraden |i | zugehérigen Punkt bezeichnet haben, wo ik 
irgend welche der Zahlen 12...6 bedeutet, und diese Zugehdrigkeit 
von Punkten und Strahlen legt uns die Vermuthung nahe, dass das 
Entsprechen ein polares sei und der Figur ein Polarsystem zu Grunde 
liege, was sich in der That durch folgende Betrachtung bestiitigt: 

Wenn die Ecken zweier Dreiecke auf einem Kegelschnitt liegen, 
so kann man bekanntlich diese beiden Dreiecke als zwei selbstconjugirte 
Dreiecke eines Polarsystems auffassen, welches alsdann durch diese 
Bestimmungsstiicke gerade vollstiindig und eindeutig bestimmt wird 
(Jacob Steiner’s Vorles,, Th. Il Theorie d. Kegelschn. Seite 432). 

Nehmen wir daher die beiden Dreiecke: 


(12,45) (45,36) (36, 12) 





und 


(13,46) (46,25) (25, 13) 
von denen oben (8) nachgewiesen ist, dass ihre sechs Ecken auf einem 
Kegelschnitt liegen, als zwei selbsteonjugirte Dreiecke eines Polar- 
systems an, welches dadurch gerade bestimmt wird, so folgt nach dem 
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Hesse’schen Satze (Th. d. Kegelsch. 8. 419) aus zwei Paaren con- 
jugirter Strahlen allemal ein drittes Paar, also aus 

|12| und |45] 

|25| und |46| 


|24| und |5, (12, 46)|; 


}1 2) |46| und |35] 
sich in einem Punkte schneiden (A), so ist die letzte Gerade |3 5}, 
also das dritte Paar conjugirter Strahlen: 
\24| und |3 5}. 
In solecher Weise finden wir . 


das dritte Paar 


da aber 


aus den Paaren 

conjugirter Strahlen: das dritte Paar: 

frit und |45| 124) a \35| 
- an 2 un 

25, , [36 


\12| und |45| 


13}, |25] \15| und {26} 
a = a 7 |34| und |26| 
ep tg aia |56| und |14| 
+" 6| und |12| 116) und (86) 


46, , |L3| 
(|36| und |12| 


23 d |14 
Lis} (25) ee oe 


12| und |36| , : 
oe a }16| und |24| 
x ” 
13] und |46| 
eo aa |34| und |15| 
13{ und {25} ie 
te \2 4| \23| und |56| 
“ ”? 


und aus diesen dritten Paaren conjugirter Strahlen setzen sich drei 
neue selbstconjugirte Dreiecke des Polarsystems zusammen, niimlich: 

(14,23) (23,56) (56, 14) 
(15, 26) (26,34) (84, 15) 
(16,24) (24,35) (85, 16). 
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Wir erhalten also aus den beiden ersten selbstconjugirten Drei- 
ecken, welche das Polarsystem bestimmen, drei neue selbstconjugirte 
Dreiecke. Ebenso miissen sich also, wenn wir aus diesen 5 Dreiecken 
(J) irgend zwei andere zur Bestimmung des Polarsystems herausnehmen, 
die drei iibrigen als Folge der ersteren ergeben, wovon man sich 
leicht iiberzeugen kann. Die Ecken dieser fiinf Dreiecke sind die 
siimmtlichen Diagonalpunkte der zweiten Gruppe (D) des Clebsch’schen 
Sechsecks, ihre Seiten die Polaren der Gegenecken in einem und dem- 
selben Polarsystem. Diese Seiten sind nichts anderes, als die 15 Seiten 
des Clebsch’schen Sechsecks, und es ergeben sich hieraus als die Po- 
laren der sechs Ecken 1 2 3 4.5 6 des Clebsch’schen Sechsecks die 
sechs Geraden 9, 9. 93 9; 9; 9g, der Tabelle (K); ebenso ergeben sich 
als die Polaren der zehn Punkte I JI Ill... X die zehn Geraden 
91 Ou Gur ---gx der Tabelle (H). 

Wir kénnen also den Satz aussprechen: 

Jede der 15 Seiten des vollstiindigen Clebsch’schen Sechsecks (d. h. 
jede Verbindungslinie zweier der sechs Punkte 1 2 3 4 5 6) enthiilt 
zwei Diagonalpunkte des von den vier tibrigen Punkten gebildeten voll- 
stiindigen Vierecks; es bleibt ein dritter Diagonalpunkt des Vierecks 
tibrig; dieser ist allemal der Pol der betreffenden Seite in einem und 
demselben Polarsystem. (Die Pole der 15 Seiten des Clebsch’schen 
Seehsecks liefert die Tabelle (D). Die 15 Seiten des Clebsch’schen 
Sechsecks lassen sich zu je dreien als die Seiten von fiinf selbstconjugirten 
Dreiecken dieses Polarsystems zusammenstellen: 


|12| |45| |3 6 
|13| [25] |46| 
\14| |23] |56| 
[15] |26| |34| 


\16| |24] |35). 


Bemerkenswerth ist der enge Zusammenhang, in welchem die 
Figur des Clebsch’schen Sechsecks und die ihr polar gegeniiberstehende 
bei derselben Configuration auftreten. 

Aus der in der Einleitung angefihrten Bemerkung der Herren 
F. Klein und E. Hess, wonach die sechs Axen des reguliiren Ikosaeders 
(Verbindungslinien je zweier gegeniiberliegender Ecken desselben) sechs 
Strahlen sind, welche die Perspective eines Clebsch’schen Sechsecks 
bilden, ergiebt sich ein specieller Fall dieser Figur, bei dem alle 
Eigenschaften derselben in evidenter Weise zu Tage treten. Nimmt 
man die fiinf Ecken eines reguliiren Fiinfecks und den Mittelpunkt 
desselben, so bilden diese sechs Punkte ein Clebsch’sches Sechseck 
von specieller Art, welches die in dem Obigen allgemein bewiesenen 
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Kigenschaften besitzt, Um in Uebereinstimmung zu bleiben mit den 
oben ausgesprochenen Resultaten, bezeichnen wir den Mittelpunkt des 
reguliren Fiinfecks mit 1 und die fiinf Ecken desselben in der (Fig. 2) 
angegebenen Weise durch 2 3 456, Die 25 Diagonalpunkte dieses 
Sechsecks zerfallen in zwei Gruppen von je 10 (A) und 15 Punkten (D). 
Die 15 Punkte der zweiten Gruppe (D) sind die Mitten der 10 Seiten 
des vollstindigen reguliiren Fiinfecks und die 5 unendlich -entfernten 
Punkte der Fiinfecksseiten; die 10 Punkte der ersten Gruppe (A) 
I Il 1... X sind die simmtlichen Durchschnittspunkte je zweier 
Seiten des vollstiindigen reguliren Fiinfecks (ausser den Ecken) und 








lassen sich zu zwei reguliren Fiinfecken ordnen, die beide denselben 
Mittelpunkt 1, wie das urspriingliche Fiinfeck haben und von denen 
das eine innerhalb, das andere ausserhalb des urspriinglichen liegt. 
Das eine hat zu Ecken die Doppelpunkte des als Sternfiinfeck auf- 
gefassten urspriinglichen Fiinfecks; fiir das andere, als Sternfiinfeck 
aufgefasst, bilden die Doppelpunkte das urspriingliche Fiinfeck. 

Die 15 Punkte der zweiten Gruppe (D) liegen zu je 5 auf 6 Geraden 
(9; J2 + » + 9g), Von denen eine die unendlich-entfernte Gerade ist 
9; = 9.3 die tibrigen fiinf bilden ein regulires Sternfiinfeck, dessen 











482 H. Scuroerer. Das Clebsch’sche Sechseck, 


Ecken und Doppelpunkte die zehn Mitten der Seiten des urspriinglichen 
Fiinfecks sind (in der Fig. die punktirten Linien). 

Das mit dem Clebsch’schen Sechseck in Verbindung stehende Polar- 
system ist elliptischer Natur und hat als Kernkegelschnitt einen ima- 
giniren Kreis, dessen Mittelpunkt der Punkt 1 ist und fiir den das 


Quadrat der Radius 
1 


ist, wenn der Radius des dem reguliiren Fiinfeck umschriebenen Kreises 
= 1 gesetzt wird. Die Polaren der fiinf Ecken des urspriinglichen 
reguliren Fiinfecks sind die Seiten des Sternfiinfecks g, 9, 9,9; 9, 
(punktirte Linien). 

Das allgemeine Clebsch’sche Sechseck geht durch perspective Pro- 
jection oder durch collineare Umformung aus dieser speciellen Figur 
eines aus den fiinf Ecken eines reguliren Fiinfecks und seinem Mittel- 
punkte als sechster Ecke gebildeten Sechsecks hervor und die im Obigen 
direct bewiesenen Eigenschaften lassen sich durch collineare Umformung 
unmittelbar aus dieser speciellen Figur ablesen. 

Da durch perspective Projection oder durch collineare Umformung 
ein elliptisches Polarsystem niemals in ein hyperbolisches oder um- 
gekehrt iibergefiihrt werden kann, so ist auch das bei dem allgemeinen 
Clebsch’schen Sechseck auftretende Polarsystem immer ein elliptisches, 


_ d. h. ein solches, dessen Kernkegelschnitt imaginir ist. 


Breslau, den 13. October 1886. 











Bemerkungen 
zu Liouville’s Classificirung der Transcendenten. 


Von 


Leo KornicsserGer in Heidelberg. 


Liouville geht in seiner ausgezeichneten Arbeit ,,sur la classi- 
fication des transcendantes et sur l’impossibilité d’exprimer les racines 
des certaines équations en fonction finie explicite des coefficients“ im 
2'e. und 3'* Bande seines Journals von der Ueberlegung aus, dass die 
Theorie der algebraischen Gleichungen in ihrer Entwicklung sich mit 
der Frage beschiftigt habe, ob alle algebraischen Gleichungen oder 
nur gewisse niiher anzugebende Classen die Eigenschaft haben, dass 
sich ihre Liésungen als explicite algebraische Functionen ihrer Coeffi- 
cienten ausdriicken lassen, indem er als explicite algebraische Func- 
tionen alle solche definirt, welche durch die sechs arithmetischen 
Operationen aus den Coefficienten zusammengesetzt sind, und dann 
nach Abel die verschiedenen Ordnungen der algebraischen Functionen 
feststellt. Analog dazu fiihrt nun Liouville ausser den algebraischen 
Functionen noch die niederen Transcendenten ¢ und log x in die Be- 
trachtung ein, spricht auch auf Grund von wiederholt ausgefiihrten 
algebraischen, exponentiellen und logarithmischen Operationen ent- 
sprechend der Abel’schen EHintheilung von expliciten transcendenten 
Functionen verschiedener Ordnung und glaubt die entsprechende Aus- 
dehnung der Abel’schen Untersuchungen iiber die Auflésbarkeit der 
Gleichungen darin zu finden, dass er nach den algebraisch aus transcen- 
denten Functionszeichen zusammengesetzten transcendenten Gleichungen 
fragt, welche durch jene niederen expliciten Transcendenten auflésbar 
sind oder bei denen die Unméglichkeit einer solchen Auflésung sich 
feststellen liisst. Nachdem es aber durch Einfihrung des Begriffes 
der Irreductibilitiét der algebraischen Differentialgleichungen méglieh 
geworden, diejenigen Sitze, auf welche Liouville die eben an- 
gedeuteten Untersuchungen sowie diejenigen tiber die algebraische Aus- 
driickbarkeit Abel’scher Integrale oder deren Beziehungen zu den 
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Logarithmen und Exponentialfunctionen stiitzt, auf Integrale beliebiger 
algebraischer Differentialgleichungen auszudehnen, ist es nicht schwer 
zu erkennen, dass Liouville die Frage der Auflésbarkeit der 
algebraischen Gleichungen, wenn sie entsprechend auf transcendente 
Functionen tibertragen werden soll, nicht zweckmiassig formulirt hat, 
und ich will im Folgenden nur ganz kurz die hierher gehérigen Probleme 
in volliger Allgemeinheit bezeichnen, ohne desshalb die sich ergebenden 
Sitze mit einer Eintheilung der Transcendenten tiberhaupt, wie sie 
Liouville vorschwebte, aber durch die Entwicklung der Functionen- 
theorie unhaltbar geworden ist, in Zusammenhang bringen zu wollen. 
Sind @,, @, ..., @ gegebene Elemente und 2, 2, 2, . 

durch die Gleichungen definirt 

(1) a"—=A,, 2% = A,, 2% = A;,--+, 

in denen ,, ”,, "3, ..-+ Primzahlen und A,, A,, A;, ... rationale 
Functionen von «@,, @, ..., @% bedeuten, so wird nach Abel 
f(%,, %, %3,-.-), wenn f eine rationale Function von @,, a, ..., a, 
Ly, %,%,,... darstellt, eine algebraische Function erster Ordnung 
sein, deren Grad durch die Anzahl der rational von einander unab- 
hingigen Gréssen 7,, %,,%,,... bestimmt wird. Sei jetzt eine weitere 
Reihe binomischer Gleichungen 


(2) Yi" =F) (%y, %qy yy -0-), Yo = fy (By, Lp, Vyy-- +), 
; Ys" = fy (%,, Ly, Xy,--+)y «> 
gegeben, in denen »v,, v,, v,,... Primzahlen und fj, f., /5,..-- 
algebraische Functionen erster Ordnung bedeuten, so wird 
Py, Hyy Wyy ++ 09 Yy> Yor Yor» ++) 


wenn F' wiederum rational ist, eine algebraische Function zweiter 
Ordnung sein, und ebenso aus den binomischen Gleichungen 


(3) ,P! = PY (2, , Xp, Lay - + +) Yar Yor Yun e+ +)s 
nl 
BoP? = Fy (%,, Lyy Ly, ~ + 0) Yip Yor Yar* ++)» 
Sf am F,(%, , Ley Syy - +» > Yar Yor Yar ---)y oe 


eine algebraische Function dritter Ordnung 


D(x, Hy Uy, e+ +) Yop Yor Yar «+ + Sy By My + + +) 

entstehen u. s. w., und es wiirde sich somit die Frage nach der 
algebraischen Auflésbarkeit der Gleichungen oder in der Liouville’ 
schen Ausdrucksweise nach der expliciten algebraischen Darstellung 
der Lésungen derselben darauf reduciren, die Lésungen einer alge- 
braischen Gleichung rational durch die Lésungen binomischer Glei- 
chungen von der Form (1), (2), (3), ... auszudriicken. 

Ziehen wir nun eine der elementaren Transcendenten z. B. den 
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Logarithmus in unsere Betrachtung, so werden wir, wenn «, v, w,... 
algebraische Functionen von x bedeuten, eine Function 
f(@, log u, log v, log w, ...), 

in welcher f eine algebraische Function darstellt, eine logarithmische 
Function erster Ordnung nennen, oder was dasselbe ist, wenn 2,, %», 3)... 
durch die algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung 

dx u’ da v dx. w’ 
(4) a2 "oR Ss 
definirt sind, so wird f(%, %,,%,,%,, ...) eine solche Transcendente 
erster Ordnung sein, deren Grad durch die Anzahl der algebraisch von 
einander unabhingigen Logarithmen bestimmt ist. Seien jetzt 

f(a, log u, logv, logw,...), A(a, logu, logv, logw,...), 
fs(x, log wu, log v, logw,...),... 
gegeben, so wird, wenn F eine algebraische Function bedeutet, 
F(a, log u, log v, logw, ..., logf,, log f,, log fy, ...) 

eine logarithmische Function zweiter Ordnung sein, oder auch, wenn 
Yi> Yo» Ys, - +--+ Gurch die logarithmischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung 
m dy f, dy, he 
(5) . = 7 —_ = “ho? eee 
oder die algebraischen Differentialgleichungen hdherer Ordnung definirt 
sind, welche man durch successive Differentiation der Gleichungen (5) 
und Elimination der Transcendenten log uw, log v,... erhilt, die 
Function 








F(a@, 21, Xa Xs ++ +» Yxy Yor Ys» - ++) 


eine logarithmische Function zweiter Ordnung. Ebenso entsteht aus 
den Functionen 


F(a, logu, logv, ..., log f,, logf,, ...), 
F(a, log u, logv, ..., logf,, logf,, ...),... 
die logarithmische Function dritter Ordnung 
O(z, logu, logv,..., logf,, logf,, ..., log F,, log F,, ...) 
oder in thnlicher Weise wie oben 
D(X, Hy, Way oe oy Yry Yor + My Bay oe )y 
u, 8, W. 

Bleiben wir zuniichst bei den logarithmischen Transcendenten 
stehen, welche also Lésungen der angegebenen algebraischen Differential- 
gleichungen sind, so wiirde hier, den Abel’schen Untersuchungen 
iiber algebraische Gleichungen entsprechend, die Frage aufzuwerfen 
sein, welche algebraischen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung 
logarithmische Integrale irgend welcher Ordnung besitzen kénnen. 
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Beschiftigen wir uns zuerst mit der allgemeinen algebraischen Differential- 
gleichung erster Ordnung 


(6) 49. — f(a, y) 


und stellen die Frage, ob dieselbe die einfachste Form von logarith- 
mischeu Transcendenten erster Ordnung, also eine solche Function ersten 


Grades y = (xz, log u) zum Integral haben kann, wenn wu eine 
algebraische Function bedeutet. Es ergiebt sich aus (6) 
(7) z+ Few ¥. — f(z, 9 (2, log u)), 


und da diese sila weil log « nicht algebraisch ausdriickbar ist, 
in dieser Grésse identisch sein muss, also auch bestehen muss, wenn 
log u-++e fiir log u gesetzt wird, worin c eine willkiirliche Constante ist, 
so erhilt man aus (7) 


d ae 
p se = f(x, p(x, log u + e)), 


d. h. es ist auch y= g(x, logu+c) ein Integral der Differential- 
gleichung (6) und zwar das allgemeine; man erhiilt alle Differential- 
gleichungen erster Ordnung dieser Art durch Elimination von log u 
aus den beiden Gleichungen 

dy ul 


y= (x, logu) und ov = 4 4 eT -" 


Soll das Integral linear in Bezug auf die logarithmische Function 
sein, also die Form haben 
y= U-+ Alogu, 
worin A eine Constante bedeutet, so wird die Differentialgleichung 
(7) in 





dU , 
ie tA—=f(2, U+ A log u) 


iibergehen, und somit die f- Function vom zweiten Argumente frei sein 
miissen, so dass die Untersuchung auf die Frage zuriickkommt, wann 
J f(@) dx sich in der Form U + A log w integriren lisst, 

Nehmen wir nun aber fiir das Integral der Differentialgleichung 
(6) die allgemeinste Form einer logarithmischen Function erster Ord- 
nung und beliebigen Grades 

y= 9(a, logu, log v, log w, ...) 

an, in welcher die Transcendenten log wu, logv, logw, ... als 
noone von einander ieee vorausgesetzt werden, so folgt aus 


uw 
ha Wee ‘2 wees +: --=f(@, p(, log u, log », ...)) 


ie, genau wie oben vermége der Identitiit dieser Gleichung in 
den Logarithmen, dass auch 
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y= p(x, logu+e,, logv +e, log w+ cs, -- +) 
ein Integral von (6) sein muss, und da dasselbe offenbar nur eine 
willkiirliche Constante haben darf, so wird die Form des logarith- 
mischen Integrales irgend welcher Ordnung fiir eine algebraische 
Differentialgleichung erster Ordnung nothwendig 

y = 9(2, A, log u + A, log v + A, log w + - - -) 
sein, wenn A,, A,, A,, ..- Constanten bedeuten, und umgekehrt ist 
klar, dass solche Differentialgleichungen auch wirklich existiren. 

Ist die vorgelegte Differentialgleichung jedoch von der zweiten 

Ordnung 


(8) £Y = f(s, Y, $2), 


so ist die Méglichkeit von logarithmischen Integralen erster Ordnung 
und ersten oder zweiten Grades von der Form 

y=g(a, logu), y=—g(za, log u, log v) 
unmittelbar zu erkennen, jedoch muss das Integral, wenn mehr als 
zwei Logarithmen in dasselbe eintreten, die Form 


y = (x, A, logu+ A, logv+ A, logw+ --., 

B, log u + B, log v + B, log w + -- +) 
haben, und ihnlich fiir algebraische Differentialgleichungen beliebiger 
Ordnung. 

Soll nun das Integral einer algebraischen Differentialgleichung 
erster Ordnung (6) eine logarithmische Function zweiter Ordnung und 
zwar zuniichst noch ersten Grades von der Form 


(9) y= F(z, logu, logy, log w, ..., log/, (a, logu, loge, logw, . ..)) 


sein, so folgt durch Einsetzen in (6) 





oF OF w OF v 
(10) Ge + Glogu w+ Gloge 0 +" 
of, of, ow on 6’ 
4 08 Noe + Hoge “w + Ghoge ot"? iy py 
log fi fs ise 


und es muss diese Gleichung wiederum, da log f, nicht algebraisch 
von «, logu, logv, ... abhiingen darf, bestehen bleiben, wenn 
log f,, log u, log v, ... durch beliebige Gréssen ersetzt werden; sub- 
stituirt man nun statt dieser Gréssen 

logf; +, logu+, logu-+e, ++, 
worin %,¢,,¢,,..- Willktirliche Constanten bedeuten, so folgt wieder, 
dass auch 
y= F(z, logu+c,, logv+%,... 
log f,(z, logu-++-c, logu-+e¢,, +++) + x) 
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ein Integral der vorgelegten Differentialgleichung erster Ordnung ist, 
was wegen der zu grossen Anzahl willkiirlicher Constanten nicht 
mdglich ist, indem selbst im einfachsten Falle die Form 


y = F(a, log u +c, log f,(@, log u + ¢,) + x) 
noch zwei willkiirliche Constanten enthilt — es kann somit eine 
algebraische Differentialgleichung erster Ordnung nie ein logarith- 
misches Integral zweiter Ordnung besitzen, da die eben gemachten 
Schliisse um so mehr fiir die allgemeinste Form der logarithmischen 
Functionen zweiter Ordnung gelten. Soll nun eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung (8) eine logarithmische Function zweiter Ordnung 
zum Integral haben, so ist wieder sofort zu sehen, dass dies ohne 
Beschrinkung mdglich ist fiir eine solche ersten Grades in der ®in- 
fachsten Form 

i F(z, log u, log f,(~, log u)), 
wiihrend, wenn zwei einfache Logarithmen eintreten sollen, das Integral 
also die Form haben soll . 


y = F(a, logu, log v, log f,(z, logu, log v)), 
wegen der drei eintretenden Constanten nothwendig die Logarithmen 


additiv mit constanten Coefficienten verbunden vorkommen miissen, 
also das Integral die Gestalt haben wird 


y=F(z, a, logu+a,logv, b,logu+ b, loge 

+ b, log f, (x, a, log u + a, log v)), 
und dieselbe Form, wenn mehr als zwei einfache Logarithmen ein- 
treten. Soll das Integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
jedoch mehr als eine Function log f, enthalten, also mindestens vom 
zweiten Grade sein, so ist wiederum sogleich zu sehen, dass, weil 
jede logo-logarithmische Function log 7, (a, logu,...), log, (2, logu, ...),.-. 
mindestens zwei willkiirliche Constanten einfiihrt, das Integral noth- 
wendig die Form haben muss 


y= F(a, a, logu+a,logv+---, b, logu+b,logv+--- 
¢, logf,(z, a, logu+-a,logv-+ ---)+-¢,logf,(x, a, logu--a, log v+---) 
+++). 


Fahrt man in diesen Schltissen fort, so sieht man allgemein leicht 
ein, dass eine algebraische Differentialgleichung m'** Ordnung nie als 
Integral eine logarithmische Function von einer héheren Ordnung als 
der m‘" besitzen kann, wiihrend die logarithmischen Integrale niederer 
Ordnung in ihrem Grade dadurch bestimmt sind, dass die nach dem 
Vorigen zu den selbstiindigen Logarithmenverbindungen hinzutretenden 
willkirlichen Constanten die Zahl m nicht tibersteigen. 
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Genau ebenso kann die Exponentialfunction verschiedener Ordnung 
und verschiedenen Grades vermége der sie definirenden Differential- 
gleichungen in die Untersuchung eingefiihrt, und die Méglichkeit der 
Integration algebraischer Differentialgleichungen beliebiger Ordnung 
durch diese Transcendenten erértert werden. 

Vermége friiher von mir aufgestellter Sitze iiber die Erhaltung 
der algebraischen Beziehung zwischen Integralen algebraischer Diffe- 
rentialgleichungen ist es nun leicht diese Methoden zu verallgemeinern. 

Sei 

dz ad” x 

(11) o(«, m, 4%, «-, at) 0 

eine algebraische Differentialgleichung m'* Ordnung, die in Bezug 
auf den héchsten Differentialquotienten algebraisch irredutibel ist und 
deren eines Integral x, nicht schon einer gleichartigen Differential- 
gleichung niederer Ordnung Geniige leistet, und werde diese Transcen- 
dente durch x, = L(x) bezeichnet, so werden, wenn u,v,... alge- 
braische Functionen von x bedeuten, die Gréssen 





(12) %,=L(u), 2,—L(r),--- 
durch die Differentialgleichungen definirt sein, 
d a™ 
(13) o(u, ee #«) an, 
d a” 
o(v, m, 32, ..., €e),... 


oder nach Reduction der nach « genommenen Differentialquotienten 
auf die nach z genommenen durch die algebraischen Differential- 
gleichungen 


, d ad” x, 
(14) Q(x, u, UW, ++ um, a, > rm =0, 








, d a” 2, 
a(«, v, 0, +++, 0”, 2, Xe rey 2) —0,-.. 


da? da™ 


und wenn man nunmehr die algebraische Function der eingeschlossenen 
Gréssen bildet 


dz, dad d™_, qr 
(a) f(z, Uy Loy ***y rs ts 71 ’ ~*,--+), 





so wird diese analog der friiher gegebenen Definition als Transcendente 
erster Ordnung definirt werden kénnen, deren Grad durch die Anzahl 
der eintretenden Functionen 2,, 2, ... bestimmt wird. 
Bildet man nunmehr der Function (a) analog die Functionen 
fis fry +s 
und den Differentialgleichungen (13) entsprechend 
Mathematische Annalen, XXVIII. 83 
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a” 
(15) © (A, 9 Sh, Hu) 0, 
a” 
o(f, Yo» ie TH) = 0, ++. 


oder nach (14) 


’ d a” 
(16) Q (2, his fy os FY) > mM, orm =.) = 0, 


, d a™ 
° (2, fey fos s+ fk™, Yas . rs £n) =, 


so wird wieder, wenn F' eine algebraische Function bedeutet , 
—1 —1 —1 
(b) F (2242-5 a... a ae ++) 


dz” a 9 de" »°°9 Yi Yar dx”! ? dz”? 
eine Transcendente zweiter Ordnung sein, deren Grad von der Anzahl 
der Gréssen y,, ¥.,--. abhingt; mit Hiilfe einer Reihe ‘hnlicher 
Functionen 


Hoe Was + 
und der entsprechenden Differentialgleichungen 
d ad” z, 
(17) 0 (Fay Sty ZS) 0, 


dz ad” z. 
o(F,, &5) , fn) 0, - 


oder der (16) analogen, wird man die Transcendente dritter Ordnung 


d™ 14 q™—1 @. a”™—| y, a™ ai y 
e 9 (2,2,,2°-+ aa? wi "Yi Yar" ra ee ’ a? ae 
as g's 
Suse A 
definiren, u. s. w. 
Sei nun 
dt att at 
(18) y («, t, ey as wt) —0 


eine algebraische Differentialgleichung gw‘ Ordnung und zu unter- 

suchen, ob diese die betrachtete Transcendente in irgend einer Ord- 

nung und irgend einent Grade zum Integrale haben kann, so wird, 

wenn ¢, die oben definirte Transcendente sein soll und z. B. von der 

dritten Ordnung, dieses Integral von der Form (c), also 

a”™—| x, d”™—1g, rr % * ae TY, 

r) dz"? dam Ye Yar a dz _m—1? da” a? 
q”—1 fy gts, 

da? ag 


(19) ¢, = 02 25 25° . 


21, 22) eee 
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sein miissen. Nun kénnen wir die Schliisse, welche wir oben fiir die 
logarithmischen Transcendenten verschiedener Ordnung unmittelbar aus 
der Eigenschaft des Logarithmus hergeleitet haben, hier vermége des 
Satzes durchfiihren, dass, wenn zwischen Integralen algebraischer 
Differentialgleichungen und deren Ableitungen eine algebraische Be- 
ziehung stattfindet, diese erhalten bleibt, wenn man statt aller Inte- 
grale mit Ausnahme eines beliebige particuliire Integrale ihrer resp. 
Differentialgleichungen setzt, und nur fiir das eine ein passendes Integral 
seiner entsprechenden Differentialgleichung substituirt — vorausgesetzt, 
dass die Differentialgleichungen, welche jene willkiirlich zu ersetzenden 
Integrale definiren, in Bezug auf den héchsten Differentialquotienten 
algebraisch irreductibel sind und zwischen den in die Relation eintre- 
tenden Integralen und deren Ableitungen bis zu einer Ordnung hin, 
die um eine Einheit kleiner ist als die Ordnung der Differential- 
gleichung, keine algebraische Relation besteht. Da nun die letzten Voraus- 
setzungen in Folge der Annahme der Irreductibilitét der Differential- 
gleichungen, welche die Transcendenten der verschiedenen Ordnungen 
definirten, erfiillt sind, so wird sich aus (19), wenn 2,', 2, ..., 
Yi'» Yo> ++ +9 2%, ++ beliebige particulire Integrale der Differential- 
gleichungen (14), (16) ... bedeuten, wiihrend ¢,’ ein bestimmtes zu- 
gehériges Integral der Differentialgleichung (18) vorstellt, 

(20) t= (2,22, ee ~s ts 


2 ’ ’ 
Me. Ap EES ee 
=e) => ’ 
da®—*" da” Yi 192 


ant yd" yy’ 
aah? gam? 
f~, Fa ) 
da? qgmt?™ 
ergeben, und es wird sich in jedem gegebenen Falle darum handeln, 
aus den unendlich vielen Formen, welche die Gleichung (20) vermige 
der Substitution der willkiirlichen particuliren Integrale der die Trans- 
cendenten verschiedener Ordnung definirenden Differentialgleichungen 
und der Integrale ¢,, ¢,’,... der zu untersuchenden Differentialgleichung 
(18) annimmt, einerseits die Méglichkeit, andererseits die Form der 
Beziehung (19) festzustellen, wie dies leicht fiir die logarithmischen- 
und Exponential-Functionen verschiedener Ordnung méiglich war. 
Aehnlich wie fiir diese elementaren Transcendenten kann man vielfach 
aus der Ordnung der vorgelegten Differentialgleichung auf die Un- 
modglichkeit schliessen, dass dieselbe zum Integrale eine Transcendente 
von gegebener Art und von bestimmter Ordnung besitze. 

Es mag endlich noch mit Riicksicht auf unsere Ausgangsbetrach- 
tungen bemerkt werden, dass der oben ausgesprochene Satz von der Un- 
veranderlichkeit der Gleichung (19) die Verallgemeinerung der von 
Abel gemachten Bemerkung ist, dass, wenn eine algebraische Glei- 
chung algebraisch in der Form 


81 Bo9°*y 





33* 
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1 2 n—1 
Y=G +P” +P" +:+++G-i1P” 
auflésbar ist, dann auch dieser Ausdruck eine Lésung der Gleichung 
1 
bleibt, wenn p” durch irgend eine andere Lésung der binomischen 
Gleichung 
a“ —p=0 
ersetzt wird, worin y eine Function uw‘, p eine solche » — 1'* Ord- 
nung ist. Die von Abel daraus gezogene Folgerung, dass jeder Theil 
der Auflésung einer algebraisch auflésbaren Gleichung sich als 
rationale Function der Wurzeln der gegebenen Gleichung ausdriicken 
lasse, wiirde jedoch, wenn, wie zufolge der obigen Betrachtungen 
1 2° n—1 
nothwendig ist, an die Stelle von p”, p”, -+-, p™” die in (19) vor- 
kommende Transcendente 3'* Ordnung z, und deren Ableitungen 
ay OH 
dz’ dz? > da™ 
algebraischen Gleichung die particuliren Integrale ¢ der algebraischen 
Differentialgleichung (18) gesetzt und die rationale Beziehung durch 
eine algebraische ersetzt wiirde, nur in bestimmten Fillen linearer 
Differentialgleichungen ein Analogon finden. 


Heidelberg, den 15. October 1886. 


, an Stelle der Lésungen y der vorgelegten 














Ueber die Verwendung algebraischer Identitaten zur Aufstellung 
von Relationen fir Thetafunctionen einer Variabeln. 


Von 


F. Caspary in Berlin. 





In einigen Abhandlungen,*) welche im Journal fiir Mathematik 
verdffentlicht sind, habe ich allgemeine Relationen fiir Thetafunctionen 
von zwei und mehr Variabeln aus einfachen algebraischen Identititen 
hergeleitet. Den Uebergang vermittelten die Gleichungen, welche bei 
der Transformation zweiter Ordnung auftreten. 

Der nimliche Gedanke lisst sich mit Erfolg bei den Thetafunc. 
tionen einer Variabeln verwenden und fihrt mit iiberraschender Leichtig- 
keit unmittelbar zu den beiden Fundamentaltheoremen, nimlich dem 
Weierstrass’schen und Jacobi’schen und fiir eine specielle An- 
nahme auch zu der Cayley’schen Formel. Im Weiteren ergiebt sich 
aus ihm eine neue allgemeine Relation zwischen Producten von sechs 
Thetafunctionen. Die dabei auftretenden Verkniipfungen der sechs 
urspriinglichen Variabeln zu neuen zeigen mit denjenigen der vier 
Variabeln bei den Weierstrass’schen und Jacobi’schen Theoremen 
eine vollkommene Analogie, sowohl hinsichtlich der algebraischen 
Gleichungen, denen sie unterworfen sind, als der geometrischen 
Probleme, zu denen sie fithren. Ich will auf diese mehr der Geometrie 
angehérigen Untersuchungen hier nicht niher eingehen, sondern nur 
die auf die Theorie der elliptischen Thetafunctionen beziiglichen Dar- 
legungen geben. 

Bedeuten 

ai) bi, Ciy d; (¢=1, 2) 
beliebige Gréssen und wird: 
a,b, — a,b, = (ab) 
gesetzt, so besteht die Identitit 
(1) (ab) (ed) + (ac) (db) + (ad) (bc) = 0, 


*) Bd. 94, 8. 74, Bd. 96, S. 182 und S, 324. Bd. 97, S. 165. 
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welche sich ergiebt, wenn man die aus 
(2) (ad) (be) = (a,b, + a,b.) (¢,d, +¢,d,) — (a, ¢, + a Cy) (0, d, +5,¢,) 
durch Buchstabenvertauschung hervorgehenden Gleichungen addirt. 


Benutzt man nun die Jacobi’sche Bezeichnungsweise der elliptischen 
Thetafunctionen und setzt: 


a, = 4, (24, q’), b, = 4, (26, g*), 
P a= o,(2a, q’), b= 4, (2b, q’), 
so wird 
(«) 9, (a+b) O(a—b) = (ab), 


wobei g der zugehérige Parameter ist, den ich der Einfachheit halber 
fortlasse. Substituirt man diesen Werth von (ab) und die analogen 
in (1), so erhalt man, abgesehen von der Bezeichnungsweise unmittel- 
bar das Weierstrass’sche Theorem: 
9, (a+b) 9, (a—b) 4, (c+) 4, (c—d) 
(I) + (a+ ¢) %, (a—c) &,(d+b) o, (d—d) 
+ 4,(a+d) #, (a—d),(b+c) #,(b—c) = 0. 
Vgl. Sitzungsberichte der Berl. Akad. 1882. 8. 505. Schwarz, Formeln 
und Lehrsitze u. s. w. Art. 38. Enneper, Gdttinger Nachrichten 
_ 1883. S. 177. Vertauscht man dagegen in (2) b, mit ¢, und b, mit c¢,, 
so bleibt (bc) und damit auch die. linke Seite von (2) ungeiindert und 
~man erhialt daher: 
(3) (a, b, +4, b,) (¢, d, + ¢,d,) + (a,b, a2 b,) (¢,d, + ¢4,) 
= (4, ¢, + Ay ¢,) (0,4, +5, 4.) + (a,¢,+4+-42¢,) (bd, +b, 4,). 
Da aber 
(B) 4; (a+b) o;(a—b) = a,b, + a,b, 
5, (a+b) o,(a—b) = a,b, + a,b, 
u. 8, w. ist, so verwandelt sich diese Identitiit in: 
95 (a-+b) 9,(a—B) , (c+) (c—<d) 
+ 4, (a+b) %,(a—b) &,(c+d) 4, (c—d) 
= 8, (a+) 8,(a—c) 0,(b6+d) O,(b—d) 
+ 4,(a+¢) %(a—c) 9,(b+d) 4, (b—d). 
Setzt man in dieser Formel 
a+b=w, a—b=2z, c+d=y, c—d=s 
und daher: 


2(a+c)—2w—-w+uet+y+a, 
2(a—c) = 2a =w+e—y—z, 
2(b+d)=—2y —=w—2+y—Z2, 
2(b—d) = 24 —=w—ax—y+z, 


(4) 
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so siellt sie wértlich und genau das Jacobi’sche Fundamentaltheorem 
dar. (Vgl. Ges. Werke Bd. I, S. 507) Veriindert man in (2) die Buch- 
staben und Indices in passender Weise, so erhilt man direct, ohne 
Periodenvermehrung, die simmtlichen von Jacobi a. a, O. gegebenen 
Relationen. Ich will von ihnen, als Beispiel, nur eine einzige ableiten, 
welche, unter einer speciellen Annahme fiir die Variabeln, auf die 
Cayley’sche Gleichung fiihrt. 

Vertauscht man in (2) b, mit b, und d, mit d,, subtrahirt die 
entstehende Identitét von (2) und vertauscht ¢; mit d;, so erhilt man 
die identische Gleichung: 

(a, C,—a2¢,) (0, d, — by dy) + (a, ¢, — ay ¢,) (b,d, — b, dy) 
= (a,b, +-ayby) (4, + ¢y@,) — (a,b, +-a2b,) (¢, d, +e, 4,) 
und entsprechend: 
(a, ¢,— a¢,) (b,d,—b,d,) — (a, ¢, —a2¢y) (6,4, —b, a.) 
= (a, b,—a,b,) (¢,d,—¢,d,) — (a,b, —a,b,) (c,d, —¢,d,). 
Aus der Addition dieser Gleichungen folgt eine neue Identitit, welche 
unter Benutzung von (4), (a), (6) und: 
(y) O(a+b) d(a—b) = a,b, — a,b, u. 8. w. 
sich in: 
(II) 2H, (w’) O(a’) O, (y’)  (@) = 8 (w) 5 (x) 5 (y) 45 (e) 
— 8,(w) 8, (x) O(y) (2) — O(w) O(a) H(y) O() 
+ F,(w) 4,(z) 4, (y) 4) 
verwandelt. Setzt man hierin w' = 0, also 
w+ety+e=0 
und geht zu den elliptischen Functionen tiber, so erhilt man die 
Cayley’sche Formel (Darboux Bull. tom. I, p. 215), fir welche 
Hermite und Schréter Beweise gegeben haben. (Acta math. I, 
S. 368 und V, 8. 207). 

Die Thetarelationen (I) und (II) besitzen eine merkwiirdige Kigen- 
schaft, welche die Zugehérigkeit derselben zu einer besondern Classe 
charakterisirt. Die Eigenthiimlichkeit dieser Classe von Relationen, 
auf welche ich an einer andern Stelle niher eingehen werde, besteht 
darin, dass zwischen gewissen Thetaverbindungen dieselben Gleichungen 
bestehen, wie zwischen den Variabeln*). Bei (I) zeigt dies der blosse 


*) Etwas Analoges gilt auch fiir Thetafunctionen von zwei Variabeln (Journ, f, 
Math. Bd. 94, S. 85) und fiir gewisse Verbindungen von trigono ischen Func- 
tionen. (Vgl. Gauss Werke Bd. III, S. 256, Mébius Werke, Ba. I, 8, 571 und zahl- 
reiche interessante Abhandlungen von J. W, L, Glaisher, von denen ich besonders 
anfiihre: Ass, franc, 1880, Messenger 1880. Proc. of Cambridge Phil. Soc. vol. III, 
p. 320. Quat, Journ. 1882, p. 36). 
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Anblick und bei (Il) und den daraus hervorgehenden Identitiiten erkennt 
man es, wenn man die vier Thetaproducte rechts mit den Variabeln 
w, x, y, # der Reihe nach durch W, X, Y, Z und die analogen von 
w', x,y’, 2 abhingigen durch W’, X’, Y’, Z’ bezeichnet. Dann sind 
die zweimal vier Gréssen W...Z und W’... Z’ durch Gleichungen 
verbunden, welche aus denen in (4) durch Ersetzung der kleinen Buch- 
staben durch die entsprechenden grossen hervorgehen. 


Multiplicirt man (3) mit (e,f,;+e,f,), wobei e;, f; (i=1, 2) vier 
neue beliebige Gréssen bedeuten, vertauscht dann in (3) d, und d,, 
multiplicirt die hervorgehende Gleichung mit (e,f,+e¢,f,) und addirt, 
so erhalt man: 

(5) (a,b, + 4,52) (¢,d, + ¢,d>) (ef, + e2f2) 
+ (a,b, + 4,b;) (6, 4,4 ¢, d,) (ef; + 2/2) 
+ (a,b, +4, b,) (4, ¢,4;) (f+ 2) 
+ (a,b, + a,b,) (¢,d,+ ey) (f+ eof) 
= (a,¢,-+ 4, ¢,) (b,d, +, d,) (ef, + eefr) 
+ (4,6, +4, ¢,) (bd, +b, d,) (ef, +&h) 
+ (4, ¢, + 4,02) (0, d, + b,4,) (€,f2 + eof) 
+ (4, ¢,-+4,¢,) (bd, +b, d,) (f+ &/,). 


‘Die rechte Seite dieser Identitit bleibt ungeiindert, wenn man 
: amite, bmitd, c mit f 
vertauscht. Daher ergiebt sich mittels («) und (8), wenn man noch: 
e+f=—p, a+b=—q, c+d=r, c—d=s, a—b=t, e—f=u 
setzt und die durch obige Vertauschung hervorgehenden Gréssen durch 
Striche bezeichnet, also: 
at+c=—p, e+d=q, f+b—=r'’, f—b=s, e-—d=t, a—c=v, 
der folgende Satz: 
Es ist 
(111) 9; (p) (u) 4,(q) (8) ,(r) 4; (s) 
+ ;(p) 3 (u) ,(g) 9(¢) ,(r) 4,(s) 
+ 4,(p) 3,(u) 95(q) O5(4) ,(r) ,(s) 
+ #,(p) 3,(u) 9,(g) 9 (2) O3(r) 5 (s) 
= #,(p’) 3,(w’) 95 (q/) 5 (¢’) 8, (2°) 45 (s’) 
+ 4; (p’) 4; (w’) (7) 8,(f) 8, (r') 9, (8) 
+ 9, (p') 9, (u’) 93 (7) 93 (¢’) 8, (1°) 8, (8’) 
+ 9, (p') &,(u’) &, (9') 9 (t’) 95(r") 45 (8), 


wenn die zweimal sechs Variabeln in folgender Weise verkniipft sind: 
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2p =atr+s+t, 
2¢—=p+r—s+u, 
2r=p+t+q—t ae 
2s =p—qt+t—u, 
2t =p—r+s+u, 
2uw=—=q—r—st+t. 
Der Vertauschung von /, und f, in (5) entspricht eine Vertauschung 
von #, und @, in (III). Daher bleibt diese Gleichung bestehen, wenn 
man #, mit #, vertauscht. Indem man die auf diese Weise resultirende 
Gleichung mit (III) zusammenfasst, erhalt man den folgenden ein- 
fachen Satz: 

Bedeutet ¢ die positive oder negative Einheit, so bleibt das Product 


(IV) {3 (p) #5 (u) + 8%, (py), (u)} {3 (g) 5 (f)+ € 4, (q) % (4) } 

{;(r) 4; (8) + 2, (r) 9, (s)} 
ungedndert, wenn man die Variabeln p,q,17, 58, ¢t, u durch die in (6) 
definirten Variabeln yp’, q', 1’, s', t’, w’ ersetat. 

Ich will fiir die Identitiiten , aus welchen das Jaco bi’sche Theorem 
und der eben ausgesprochene Satz hervorgehen, noch einen zweiten 
Beweis geben. Derselbe ist ausser durch seine Einfachheit auch da- 
durch bemerkenswerth, dass er die mannigfachen Gruppirungen der 
Variabeln, von denen in (4) und (6) nur je eine dargelegt ist, un- 
wittelbar zeigt. 

Bedeutet ¢, wie bisher, die positive oder negative Einheit, so ist: 
(7) (a, + € ay) (b, + €b,) = (a,b, + 4b.) + &(a,b,+4,0,). 
Multiplicirt man diese Identitit mit der analogen fiir ¢, d;, so wird 
die linke Seite nicht geiindert, wenn man 6, mit ¢; vertauscht. Die 
eine der beiden Identitiiten, welche durch die Gleichsetzung der rechten 
Seiten hervorgehen, stimmt mit (3) genau iiberein und fiihrt zu der in 
(4) gegebenen Gruppirung der Variabeln. Damit ist das Jacobi’sche 
Fundamentaltheorem aufs Neue bewiesen. Setzt man ferner in (7) fiir 
a;, b; bez. co, d; und ¢,, f; (¢=1,2) und multiplicirt, so andert sich 
die linke Seite nicht, wenn man 

amite, b mitd, c mit f 
vertauscht. Die Gleichsetzung der rechten Seiten liefert unmittelbar 
die (IV) zu Grunde liegende Identitiit und fiihrt auf die Variabeln- 
gruppirung in (6). Nimmt man andere Vertauschungen der zweimal 
vier Elemente a;...d; oder der zweimal sechs Elemente a; .. . f; vor, 
so lassen die auf diese Weise hervorgehenden Variabelngruppirungen 
zwar merkwiirdige geometrische Interpretationen zu; fiir die Theorie 
der Thetafunctionen ergeben sie aber nur diejenigen Resultate, welche 


(6) 








498 F. Casrary. Ueber Aufstellung von Thetarelationen. 


man bei Aenderung der Vorzeichen der Variabeln und bei Vermehrung 
der Perioden erhalten wiirde. Das Nimliche gilt, wenn man, statt nur 
die Einheit ¢ einzufiihren, als Hiilfsgréssen andere Einheiten wihlte. 

Ebenso wie das Jacobi’sche Fundamentaltheorem bei passender 
Aenderung der Variabeln die gemeinsame Quelle fiir alle Relationen 
ist, in welche vier Variabeln eintreten, fliessen aus (III) und (IV) die 
simmtlichen fiir sechs Variabeln giiltigen Formeln, namentlich die- 
jenigen, welche von Jacobi*), Gudermann**) und Glaisher**) 
fiir die speciellen aus drei Gréssen und deren Differenzen bestehenden 
sechs Variabeln aufgestellt worden sind. Man erhilt indess diese 
interessanten Formelsysteme noch einfacher und unmittelbarer, wenn 
man die zwischen den Grdéssen 


be + eb.e, Deeb, (8, &=+1) 
und den analogen bestehenden Identititen in Thetarelationen umsetzt. 
So ergeben sich aus der identischen Gleichung: 
ABr+ABC+BCA+FrAB=0 
fiir: 
A= b,c, — bc, B=ta,— ¢,a,, F=ab,— a,b, 
A=b,c, + b,c,, B=c,a, + é¢,a,, C—a,b,+ ea,b, (e—=+1) 
die beiden Gudermann’schen Formeln, von deren einer die 
_Jacobi’sche, die auch Richelot bewiesen, sich nur unwesentlich 
unterscheidet. Setzt man 
A = i(b,C,+6,¢,), t(C,4,+¢,4,), t(4,6,+4,b,) (P=—1) 
so erhilt man die erste Glaisher’sche Formel und in ihnlicher Weise 
die andern. 


Gottingen, im October 1886. 





*) Jacobi, Ges. Werke Bd. I, S. 336, 
**) Gudermann, Journ. f- Math. Bd, 28. 
***) Glaisher, Ass. franc. 1880. Séance de 17 aoit. Report of the Brit, Ass, 
1880. Messenger of Math. 1880. 8S. 92, 104, 130. Proc. of the Cambr, Phil, Soe, 
vol. IV, p. 186. Quat. Journ, 1882, p. 28. 














Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen sechsten und 
siebenten Grades. 


Von 


Feux Kier in Gittingen. 


Die Theorie der Gleichungen fiinften Grades, die ich in meinen 
» Vorlesungen iiber das Ikosaeder etc.“ (Teubner 1884) zu zusammen- 
hingender Darstellung gebracht habe, gestattet nicht nur, wie ich 
ebenda an verschiedenen Stellen andeutete, eine Uebertragung auf 
Gleichungen vierten Grades*), sondern ebensowohl eine Ausdehnung 
auf Gleichungen sechsten und siebenten Grades. Es ist der Zweck 
der nachstehenden Zeilen, diese Ausdehnung in ihren Grundztigen fest- 
zulegen. Dieselbe subsumirt sich ihrem Zielpunkte nach unter die all- 
gemeinen Ideen, welche ich in Bd. XV dieser Annalen fiir die Auf- 
lésung beliebiger algebraischer Gleichungen aufgestellt habe*™*), Sie 
unterscheidet sich aber von ihnen durch die concrete Form des zu 


*) Vergl. die Noten zu p. 188, 256—257, sowie p. 260. — Die Theorie der 
Gleichungen dritten Grades, welche ich in meinen ,,Vorlesungen** ebenfalls mehr- 
fach beriihre, kommt bei den nun im Texte zu entwickelnden Verhiiltnissen als 
zu einfach nicht in Vergleich. 

**) Ueber die Auflisung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten Grade 
(siehe insbesondere p. 253— 257 daselbst), sowie die Bemerkung tiber Gleichungen 
sechsten Grades auf p. 126 meiner ,,Vorlesungen“, — Ich habe in meinen Semi- 
narien auch verschiedentlich versucht, die Auflésung der Gleichungen sechsten 
Grades mit der Zweitheilung der hyperelliptischen Functionen vom Geschlechte 
Zwei und insbesondere der Theorie der aus ihr erwachsenden sog. Borchardt’schen 
Moduln in Verbindung zu bringen. Man vergl. wegen dieser Entwickelungen, — 
die jetzt im Texte unberiihrt bleiben, auf die ich aber bald zuriickzukommen 
hoffe, — Reichardt in den siichsischen Berichten von 1885 (Hin Beitrag zur 
Theorie der Gleichungen sechsten Grades) sowie im vorliegenden Annalenbande 
(Ueber die Normirung der Borchardt’schen Moduln der hyperelliptischen Functionen 
vom Geschlechte p = 2), ferner Cole im 8'*" Bande des American Journal (A Con- 
tribution to the Theory of the General Equation of the Sixth Degree). Letztere 
Arbeit enthilt iibrigens eine Reihe von Kinzelheiten, mit denen ich nicht ein- 
verstanden sein kann, was ich bei aller Anerkennung ihrer sonstigen Vorziige 
hervorzuheben nicht unterlassen darf. 
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benutzenden geometrisch-algebraischen Processes, der individuelle, nur 
bei » = 6 und » —7 vorliegende Momente benutzt. 

Die in Aussicht genommene Entwickelung spaltet sich dem Wesen 
der Sache entsprechend in drei Theile: die Problemstellung, die Con- 
struction gewisser endlicher Gruppen quaternirer linearer Substitutionen, 
die Reduction der Gleichungen sechsten und siebenten Grades auf die 
diesen Gruppen zugehdrigen Gleichungssysteme. Ich nehme dabei 
tiberall auf die fiir die Gleichungen vierten und fiinften Grades gelten- 
den Ueberlegungen Bezug; auch halte ich, wie in meinen , Vorlesungen“, 
daran fest, die in Betracht kommenden algebraischen Processe durch 
geometrische Constructionen einzuleiten. In der That ist zunichst 
meine Absicht, meinen eigenen Gedankengang genau so darzulegen, 
wie er mich zu den in Betracht kommenden Resultaten gefiihrt hat; 
es mag spiiteren Darstellungen vorbehalten bleiben, diese Resultate, 
die ihrer Natur nach rein algebraisch sind, auf rein algebraischem 
Wege zu entwickeln. 

Hierzu noch eine kleine Bemerkung. Das Attribut ,,allgemein“, 
welches ich in der Ueberschrift den zu untersuchenden Gleichungen 
sechsten und siebenten Grades beilege, soll sich darauf beziehen, dass 
die genannten Gleichungen keinen besonderen Affect zu _besitzen 
brauchen, ihre Gruppe also so umfassend vorausgesetzt wird, wie 
~ méglich. Es wird, wie ich hoffe, kein Missverstiindniss erzeugen, wenn 
ich des Weiteren im Texte das Wort ,,allgemein“ gelegentlich in 
anderer Bedeutung gebrauche, indem ich nimlich Gleichungen allge- 
mein nenne, deren Wurzeln freiveriinderliche Gréssen sind. 


I. Die Problemstellung. 


§ 1. 
Riickblick auf die Gleichungen vierten und finften Grades. 


Der Ausgangspunkt fiir die in meinen ,,Vorlesungen“ gegebene 
Untersuchung der Gleichungen vierten und fiinften Grades ruht in 
einer geometrischen Discussion desjenigen Gebildes, welches durch die 
beiden Gleichungen : 


(1) 3. = 0, S.. = 


dargestellt wird, wo m, jenachdem, gleich 4 oder gleich 5 zu nehmen 
sein wird. Um eine méglichst bequeme Ausdrucksweise zu haben, 
deuten wir, der ersten dieser beiden Gleichungen entsprechend, die 
Gréssen x als Vierseits-Coordinaten in der Ebene, bez. als Fiinfflach- 
Coordinaten im Raume. Wir haben dann, vermége der zweiten Glei- 
chung, das eine Mal einen ausgezeichneten Kegelschnitt, das andere 
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Mal eine Filiiche zweiten Grades (die ,,Hauptfliiche“) vor uns, die es 
jetzt niaher zu betrachten gilt. 

Ich werde dies hier zunachst fiir die Gleichungen fiinften Grades 
ausfiihren. Bei ihnen richtet sich die Aufmerksamkeit darauf, dass 
die Fliche (1) zwei Schaaren geradliniger Erzeugender triigt. Wir 
bemerken, dass die einzelne dieser Schaaren eine rationale Mannig- 
faltigkeit ist, und dass wir also die ihr angehérigen Erzeugenden durch 
die Werthe eines Parameters ¢ eindeutig bezeichnen kénnen; dieses 2 
ersetzen wir mit Riicksicht auf die spiiteren Verallgemeinerungen durch 
den Quotienten zweier Verhiiltnissgréssen: 


(2) - 8 =m Z, 2 2. 


Wir betrachten jetzt diejenigen Raumcollineationen, die den 
Vertauschungen der 2... 2,-: entsprechen, und erkennen, dass die 
Hauptfliiche selbst bei allen diesen 120 Collineationen in sich iibergeht, 
die einzelne Erzeugendenschaar aber nur bei den 60 Collineationen, die 
geraden Vertauschungen der a correspondiren. Die Grosse 2, : 2, 
erfahrt also bei den 60 geraden Vertauschungen der x 60, nothwendig 
eindeutige Transformationen. Jetzt sind eindeutige Transformationen 
einer einzelnen Grésse aus functionentheoretischen Griinden linear. Wir 
finden also — und bei diesem Resultate mégen wir einen Augenblick 
inne halten —, dass die als Parameter der Erzeugenden einer Schaar 
eingefiihrte Grosse z,: 2, bei den 60 geraden Vertauschungen der x, 
eine Gruppe von 60 linearen Transformationen erleidet. Dies ist der 
eigentliche Kernpunkt der Theorie. Dass die in Rede stehende Gruppe 
mit der von anderer Seite bekannten Gruppe der Ikosaedersubstitutionen 
identisch ist, erscheint als zufillig und unwesentlich. In der That: 
wire die Gruppe linearer Transformationen, welche ¢ erfihrt, nicht 
schon anderweit bekannt, so wiirde man alle ihre Kigenschaften der 
aus (1), (2) fliessenden Definition der Gruppe entnehmen koénnen. 

Wir fiihren vorab fiir die Gleichungen vierten Grades die Ueber- 
legung bis zu demselben Punkte. Bei ihnen gestalten sich die Ver- 
haltnisse noch wesentlich einfacher. Statt der zwei Schaaren gerad- 
liniger Erzeugender, die bei den Gleichungen fiinften Grades in Be- 
tracht kamen, haben wir bei ihnen die eine Schaar der dem Kegel- 
schnitte (1) angehérigen Punkte ins Auge zu fassen. Auch sie ist 
rational,+so dass wieder das einzelne der Schaar angehdrige Individuum 
durch einen Parameter 


(2*) = 2,28, 

eindeutig bezeichnet werden kann. Wieder betrachten wir die Collinea- 
tionen, die den Vertauschungen der 2... 2,1 entsprechen. Unsere 
Punkteschaar geht, wie ersichtlich, bei jeder dieser 24 Collineationen 
in sich tiber, so dass eine Unterscheidung gerader und ungerader Collinea- 
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tionen (bez. Vertauschungen) unnéthig wird. Wir schliessen, dass die 
durch (2*) bezeichnete Grosse 2, : 2, bei den 24 Vertauschungen der 2, 
eine Gruppe von 24 linearen Transformationen erleidet. Diese Gruppe 
erweist sich dann hinterher als identisch mit der von anderer Seite be- 
kannten Gruppe der Oktaedersubstitutionen. — 

An die hiermit bezeichneten Resultate kniipft sich jetzt, fiir n — 5 
und » = 4 iibereinstimmend, die eigentliche Problemstellung. Wir 
denken uns 2% ...2,—1 als unabhiingige Verinderliche gegeben und 
verlangen, zwei Grissen 2,, 2, so als Functionen der x eu bestimmen, 
dass der Quotient z,: 2, bei den in Betracht kommenden Vertauschungen 
der x (namlich den geraden Vertauschungen fiir m — 5 und den simmt- 
lichen Vertauschungen fiir m = 4) die Ikosaedersubstitutionen bez. die 
Oktaedersubstitutionen erleidet. Haben wir dies Problem erledigt, so 
kann die Gleichung n'*" Grades, von der die x abhiingen, durch die 
Ikosaedergleichung oder Oktaedergleichung, der 2, : ¢, geniigt, ersetzt 
werden, womit das Ziel, um welches es sich bei diesen Untersuchungen 
zunichst handelt, erreicht ist. Die Oktaedergleichung enthilt dabei 
neben rationalen Functionen der Coefficienten der vorgelegten Gleichung 
vierten Grades nur diejenigen Irrationalitiiten, die wir bei der Con- 
struction des betreffenden z,:2, als ,,accessorische“ Irrationalitiiten 
benutzt haben mégen, die Ikosaedergleichung ausserdem die Quadrat- 
wurzel aus der Discriminante der vorgelegten Gleichung fiinften Grades. 

Dies mit wenigen Worten der Gedankengang, den wir nun auf 
Gleichungen sechsten und siebenten Grades zu iibertragen suchen 
miissen. 


§ 2. 
Allgemeiner Ansatz fiir die Gleichungen sechsten und siebenten Grades. 


Dem Gesagten genau entsprechend beginnen wir auch bei » = 6 
und »=7 mit einer geometrischen Untersuchung des Gleichungs- 


systems: 
n—1 


n—1 
(3) De =0, Sn? =0. 

0 0 
Zweckmissigerweise werden wir wieder die erste dieser Gleichungen 
als eine zwischen den m Variabelen x bestehende Identitiéit auffassen 
und dementsprechend die 2... 2%,-: nicht nur als homogene, sondern 
auch als iiberziihlige Punktcoordinaten (eines Raumes von (n—2) Dimen- 
sionen) deuten. Der Inbegriff der Gleichungen (3) stellt dann eine in 
diesem Raume gelegene quadratische Mannigfaltigkeit von n — 3 
Dimensionen 


mM, 
pd 
dar, deren geometrische Eigenschaften zu untersuchen sind. 
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Es handelt sich insbesondere um die in der M®), enthaltenen 
linearen Réiume von méglichst grosser Dimensionenzahl. Ich will einen 
solechen Raum, sofern er v Dimensionen hat, mit R, bezeichnen. Fiir 
n= 4,5 hatten wir auf der M®), co! R, (d. h. Punkte), beziehungs- 
weise zwei Schaaren von co! R, (d. h. gerade Linien), Fir n —6,7 
ergiebt die allgemeine Theorie der quadratischen Mannigfaltigkeiten, 
auf welche ich hier nicht naher eingehe, auf die ich tibrigens zum 
Schlusse der gegenwirtigen Arbeit noch einmal zuriickkomme*), den 
folgenden Satz, der die Grundlage unserer weiteren Entwickelungen 
zu bilden hat: 

Die M,™ enthilt co* R,, die M,®) zwei Schaaren von oo' R,. 

Bei n = 4 und »=5 konnten wir un’ nun des Weiteren, was 
die Einfiihrung des Parameters ¢,:%, und sein Verhalten bei den 
Vertauschungen der x angeht, auf functionentheoretische Griinde stiitzen. 
In Anbetracht der vielen Méglichkeiten, welche die Functionen mehrerer 
Variabler darbieten, in Anbetracht ferner der Unkenntniss, in welcher 
wir uns betreffs dieser Méglichkeiten befinden, erscheint eine gleiche 
Schlussweise bei » >5 unstatthaft. Trotzdem gelten fir n—6 
und m = 7 Beziehungen, welche genau den fiir » = 4 und n = 5 auf- 
gestellten Sitzen entsprechen. Wir entnehmen dies den Entwickelungen 
einer scheinbar fremdartigen, von anderer Seite bekannten Disciplin, 
nimlich der Liniengeometrie. Ich will die Einzelheiten, die hier in 
Betracht kommen, erst im folgenden Paragraphen besprechen und mich 
hier mit der Angabe des Resultates begniigen. Die Sache ist die, 
dass man bei » = 6 die dreifach unendlich vielen R, und bei »n —7 
die dreifach unendlich vielen R, der einen (beliebig auszuwahlenden 
Schaar) genau so durch vier Verhiiltnissgréssen 
(4) By 2 By? By 2 By 
festlegen kann, wie dies bei m = 4,5 hinsichtlich der bei ihnen in 
Betracht kommenden einfach unendlich vielen Riaiume durch die zwei 
Verhiltnissgréssen ¢,: 2, geschah. LKinmal ist die Beziehung zwischen 
den linearen Réumen und den Werthsystemen der 2, : #,: 2, : 2, durchaus 
eindeutig, andererseits erfahren die 2 bei den Vertauschungen der x, oder 
doch, fiir n = 7, bei den geraden Vertauschungen der x, lineare Trans- 
formationen. Offenbar sind die Gruppen linearer Transformationen der 
z, welche auf diese Weise entstehen und die 6! bez. 7! : 2 Operationen 


*) Vergl. Cayley im 12%" Bande des Quarterly Journal (1873): On the 
superlines of a quadric surface in five-dimensional space, Veronese im 19%" Bande 
der Math. Annalen (1881): Behandlung der projectiven Verhiiltnisse der Réume 
von verschiedenen Dimensionen etc., Segre im 36" Bande der Memorie der 
Turiner Akademie, ser. 2, (1884): Studio sulle quadriche in wno spazio lineare ad 
un numero qualunque di dimensioni. 
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enthalten, das genaue Analogon zu den bei n=—4 und n= 5 auf- 
tretenden Oktaeder- und Ikosaeder-Gruppen. 

An diese Sitze kniipft nun sofort die weitere Problemstellung. Es 
wird sich darum handeln, aus n beliebig vorgegebenen Grissen %y...%n—1 
(mag » = 6 oder n =7 sein) vier Functionen 2,, 2, %, 2, 80 2usam- 
menzusetzen, dass die Verhiiltnisse 2, :%,:%,:2, bei den in Betracht 
kommenden, soeben niher bezeichneten Vertauschungen der x die zuge- 
horigen linearen Transformationen erfahren. Wir erreichen dann, dass 
wir die Gleichungen sechsten und siebenten Grades durch ein Gleichungs- 
system der z ersetzen kénnen, was im Sinne der anderweitig ent- 
wickelten Gesichtspunkte als der erste, bei den genannten Gleichungen 
anzustrebende Fortschritt erscheint*). Diese Gleichungssysteme (deren 
nahere Eigenschaften zu untersuchen bleiben) sind das, was jetzt an 
Stelle der Oktaeder- und Ikosaeder-Gleichung tritt. 

Der Analogie folgend werden wir nicht anders erwarten, als dass 
in den Ausdriicken der z durch die z accessorische Irrationalititen 
auftreten miissen. In den Coefficienten des zugehérigen Gleichungs- 
systems kommen neben rationalen Functionen der Coefficienten 
der jeweils vorgelegten Gleichung diese accessorischen Irrationali- 
taten dann _ selbstverstiindlich ebenfalls vor. Ausserdem wird im 
Falle » —7 auch noch die Quadratwurzel aus der Discriminante der 
vorgelegten Gleichung auftreten, insofern ja fiir m ==7 bei der Defi- 
_ nition des Gleichungssystems der z nur die geraden Vertauschungen 
der x in Betracht gezogen werden. 


II. Definition der Parameter z und der zugehérigen quaterniren 
Substitutionsgruppen. 


§ 3. 
Allgemeines tiber den Zusammenhang der x und der z. 


Um den Zusammenhang zwischen den x und den 2, den ich be- 
zeichnete, am einfachsten zu erfassen, miissen wir, wie bereits gesagt, 
an die Elemente der Liniengeometrie ankniipfen, Wir beginnen dabei 
mit den g, die wir als homogene Punktcoordinaten des gewéhnlichen 
Raumes deuten, und suchen von ihnen aus durch Vermittelung der 
sechs homogenen Coordinaten der Raumgeraden zu Gréssen x zu ge- 
langen, die den Relationen (3) geniigen. Erscheint dieser Weg manchem 
Algebristen fremdartig, so sei daran erinnert, dass Alles, was wir 
iiber die linearen Raume auf dreifach und vierfach ausgedehnten 


Fi *) Vergleiche, auch wegen der Ausdrucksweise, Bd. XV dieser Annalen, 1. c., 
sowie ,,Vorlesungen“ p, 125, 126, 
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quadratischen Mannigfaltigkeiten wissen, urspriinglich auf eben diesem 
Wege erschlossen wurde*). 


Wir werden die Raumgerade hier als Verbindungslinie zweier 
Punkte z, 2 definiren. Als Coordinaten der Raumgeraden erscheinen 
dann zunichst die sechs Unterdeterminanten: 

(5) = a fy - #y'Fo) Pri3 = #85 ees 1 #3) Pu san) bers Bas 
Dag = 238%, — 83 8q Dan = 4 %_ — 2y 2q, Pog = 2283 — &, 8, 
zwischen denen die quadratische Relation besteht: 


(6) Pr2Psy + PisPa2 + PrsP23 = 9, 
weiter aber irgend sechs linearunabhiingige lineare Functionen der p;:: 
(7) Ei, bor -+ +» Se, 


zwischen denen, der Formel (6) entsprechend, eine quadratische Glei- 
chung statthaben wird, die wir folgendermassen bezeichnen: 
(8) QE, boy + - +) Gg) = 0. 
Vermige geeigneter Wahl der € kann dieses Q jede beliebige quadra- 
tische Form der beigesetzten Argumente werden, die, gleich der linken 
Seite von (6), eine nicht verschwindende Determinante besitzt: aus den 
Coefficienten von Q schliessen wir auf die geometrischen Beziehungen 
der durch Nullsetzen der einzelnen & dargestellten linearen Complexe**), 
Hiermit nun sind die Werthsysteme sechs homogener Variabler &, 
die einer quadratischen Gleichung (8) von angegebener Beschaffenheit 
geniigen, zu den Werthsystemen, welche vier homogene Variable z durch- 
laufen, in eine bestimmte Beziehung gesetet und eben diese Besiehung 
ist es, die in geeigneter Weise specificirt den Zusammenhang zwischen 
den Grissen x und 2 des vorigen Paragraphen aufdeckt. In der That 
entsprechen die Punkte des Raumes, wie hier nicht niher auszufiihren 
ist, wenn wir dieselben als Strahlenbiindel auffassen, genau den 
dreifach unendlich vielen R, der einen Art, welche die durch (8) vor- 
gestellte M,®@) enthilt (wiihrend die Ebenen des Raumes, insofern wir 
sie als Geradenfelder auffassen, den dreifach unendlich vielen R, der 
anderen Art correspondiren). Oder auch, wenn wir zu (8) irgend eine 
lineare Gleichung hinzunehmen: 


(9) Dabs = 0 


und uns so auf die geraden Linien eines bestimmten linearen Com- 
plexes beschriinken, so entsprechen die Punkte des Raumes den drei- 
fach unendlich vielen R,, welche die durch (8) und (9) vorgestellte 


*) Vergl. Cayley, 1. c. 
**) Vergl. meinen Aufsatz in Bd. 2 dieser Annalen: Die allgemeine lineare 
Transformation der Lini dinaten, Wir benutzen dies spiiter noch wiederholt. 
Mathe matische Anualen, XXVIII. 34 
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M,@) enthalt; liuft doch von jedem Raumpunkte aus ein bestimmtes 
dem Complexe (9) angehériges Strahlbiischel! 

Um dies jetzt in Bezug auf die x niher auszufiihren, nehmen wir 
erstlich » = 6, Wir werden dann die 2 ...a, mit den & ...&, und 
die zwischen den «x bestehende quadratische Gleichung des vorigen 
Paragraphen, die ich hier mit neuer Nummer noch einmal hersetze: 


5 


(10) D> =0 


0 


mit der Gleichung (8) identificiren kénnen. Die x, bedeuten dann, 
gleich Null gesetzt, in bekannter Weise solche sechs lineare Complexe, 
welche wechselseitig in Involution liegen. Jetzt sollte zwischen den 
x, auch noch die lineare Gleichung statthaben: 


(11) >. =0, 
0 


die wir mit Gleichung (9) parallelisiren. Ich werde den durch diese 
Gleichung dargestellten Complex den Einheitscomplex nennen Hiernach 
sind die Werthsysteme x,, welche im Falle n = 6 den Gleichungen (3) 
des vorigen Paragraphen, oder, was dasselbe ist, den Gleichungen (10) 
‘und (11) geniigen, durch die. Geraden des Einheitscomplexes vorgestelit ; 
die 2 aber, die wir einzufiihren haben, werden nichts anderes sein, als 
irgendwelche Tetraedercoordinaten der Raumpunkte. Wir begniigen uns 
hier vorab mit dieser allgemeinen Aussage; ein bestimmtes Coordinaten- 
system zur Festlegung der zwischen den az und den z bestehenden 
analytischen Beziehungen werden wir erst im zweitfolgenden Para- 
graphen definiren. 


Sei ferner » = 7. Statt der sechs Coordinaten &, ...&, und der 
einen fiir sie geltenden Gleichung (8) haben wir dann sieben Grdéssen 
%y...%, und zwei zwischen ihnen bestehende Relationen: 


6 


(12) aie = (), Dat =0. 
0 


0 


Offenbar brauchen wir hier nur das eine x, etwa 2), vermége der 
ersten dieser beiden Relationen aus der zweiten zu eliminiren, um die 
iibrigen x, also z,...2%,, als Specialfall der &,...&, betrachten zu 
kénnen; mit anderen Worten: wir haben a... %, als dberzdhlige 
Liniencoordinaten aufzufassen. Hiernach reprisentirt jedes den Glei- 
chungen (12) geniigende Werthsystem der x eine Raumgerade; die Grissen 
z aber, die wir in Aussicht nehmen, werden wieder nichts Anderes sein, 
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als irgendwelche Tetraedercoordinaten der J’: punkte. Bestimmte 
Formeln fiir den Zusammenhang der «x und der ¢ sollen wieder erst 
im zweitfolgenden Paragraphen aufgestellt werden. 


§ 4. 
Ueber das Verhalten der z bei den in Betracht kommenden 
Vertauschungen der z. 


Die zwischen den Grissen x und ¢ bestehende Abhiingigkeit ist 
durch die Sitze des vorigen Paragraphen hinreichend definirt, so dass 
wir jetzt schon den Beweis erbringen kénnen, auf den es vor allen 
Dingen ankommt, dass sich die z bei den in Betracht kommenden Ver- 
tauschungen der x linear transformiren. Wir haben zu dem Zwecke 
den liniengeometrischen Satz zu Grunde zu legen, den ich zuerst in 
Bd. 4 dieser Annalen (p. 356) mittheilte, dass niimlich jede lineare 
Substitution der Liniencoordinaten &, ... &, bei welcher die in (8) 
benutzte quadratische Form Q in sich tibergeht, eine Collineation oder 
eine dualistische Umformung des Raumes bedeutet, und zwar das erstere 
oder das zweite, je nachdem die zugehérige Substitutionsdeterminante, 
deren Quadrat nothwendig gleich Eins ist, gleich + 1 oder gleich 
— 1 gefunden wird. Des Niheren miissen wir wieder zwischen den 
Fillen » = 6 und n = 7 unterscheiden. 

Im Falle n = 7, der sich hier unmittelbar erledigt, ersetzen wir 
im Aussprache unseres Satzes &, etwa durch x,, §, durch a,,..., & 
durch a,, und bemerken, dass jede gerade Vertauschung der sieben 

6 


Gréssen 2), %,,..-, , vermége der Relation > x, = 0 auf eine lineare 


0 
Substitution der z,,..., 2, von der Determinante + 1 zuriickkommt. 
Daher entsprechen, wie es behauptet wurde, den aes geraden Vertauschungen 
der x ebenso viele Collineationen des Raumes, d. h. lineare Transforma- 


, a! 
tionen der 2,:%,:%,:2,. Genau so entsprechen den — ungeraden 


Vertauschungen der « eine gleiche Zahl dualistischer Umformungen 
des Raumes, — eine Bemerkung, die zwar im Augenblicke nicht in 
Betracht kommt, auf die wir aber spiiter zuriickgreifen werden. 

Im Falle n= 6 beginnen wir mit einer ganz iihnlichen Ueber- 
legung, indem wir die sechs in diesem Falle vorhandenen x der Reihe 
nach den &,,..., & unseres liniengeometrischen Satzes entsprechend 
setzen. Wir finden dann, genau wie im Falle » —7, dass die geraden 
Vertauschungen der x Collineationen bedeuten, die wngeraden aber 
dualistische Umformungen des Raumes*). Nun haben wir uns aber 


*) Cf, Math. Annalen LV, 1. c. 
84* 
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nicht mit simmtlichen Raumgeraden zu beschiftigen, sondern nur mit 
denjenigen des Einheitscomplexes. Ich sage, dass wir mit Riicksicht 
hierauf die 360 dualistischen Umformungen, die wir gerade fanden, 
durch ebenso viele Collineationen ersetzen kinnen. 

Ehe ich dies ausfiihre, muss ich zwei Vorbemerkungen machen 
hinsichtlich derjenigen dualistischen Umformung, die durch den Ein- 
heitscomplex als solechen gegeben ist, die nimlich jeden Punkt durch 
die Ebene ersetzt, die ihm im Einheitscomplexe entspricht. 

Es handelt sich zunichst um die Darstellung dieser Umformung 
in Liniencoordinaten zx Um sie zu finden, haben wir offenbar die 
Coordinaten x’ derjenigen Linie zu berechnen, welche irgend einer 
Linie z in Bezug auf den Einheitscomplex als conjugirte Polare zu- 
geordnet ist. Dies giebt uns auf Grund bekannter Regeln die Formel: 


(13) t= te — + > 2, 


wo ich die absoluten Werthe der « so bemessen habe, dass irgend 
welche x, die der Gleichung des Einheitscomplexes geniigen (27—0), 
iiberhaupt keine Uminderung erleiden. Wir constatiren leicht, dass 
die Operation (13) die Periode Zwei besitzt. 

Zweitens will ich die Formel (13) mit irgend welcher Vertauschung 
der 2: : 

Uy aX, 

-combiniren. Wir finden 


, 1 
(14) x; =—%.— 7 >) 


und zwar unabhiingig von der Reihenfolge, in welcher die Zusammen- 
setzung der Operationen geschieht, so dass also die Operation (13) mit 
irgend welchen Vertauschungen der x permutabel ist. 

Die naihere Durchfiihrung der Umsetzung unserer 360 dualistischen 
Transformationen kniipft jetzt unmittelbar an (14) an. Ist xj — 2, 
ungerade, also eine dualistische Transformation, so bedeutet (14) eine 
Collineation. Unsere Verabredung sei jetzt einfach, dass wir diese 
durch (14) gegebene Collineation in der Folge der Vertauschung x; =, 
entsprechend setzen wollen. 

Um diese Verbindung als berechtigt erscheinen zu lassen, bemerken 
wir erstlich, dass die Transformationen (14) auf die Geraden des Ein- 
heitscomplexes (dessen Gleichung 2x — 0 ist) ebenso wirken, wie die 
Vertauschungen der x selbst. Wir zeigen ferner, dass die neuen 
Operationen mit den geraden Vertauschungen der x zusammen eine 
Gruppe von 720 Operationen bilden, und dass diese Gruppe mit der 
Gruppe der 720 Vertauschungen der x holoedrisch isomorph ist. Ich 
will zu dem Zwecke irgendwelche Collineationen, welche geraden Ver- 
tauschungen der x entsprechen, mit C, C’,... bezeichnen, dualistische 
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Umformungen, die den ungeraden Vertauschungen der x correspon- 
diren, mit D, D’,..., endlich die Operation (13) mit Z. Dann ist 
nach dem, was wir sagten: 
E?=—1, CE=EC, DE=ED. 

In Folge dessen kann jede Aufeinanderfolge von Collineationen C,C’,..., 
DE, D'E’,... so umgestaltet werden, dass wir den Buchstaben EF 
zwischendurch einfach weglassen und dafiir eventuel am Ende zufiigen, 
wenn nimlich die Anzahl der av der Zusammenstelluug betheiligten 
D, D’,... eine ungerade ist. Nun ist jede Verbindung der C,C’,... 
D, D’,... selbst eine C oder D, letzteres, wenn die Anzahl der be- 
nutzten D, D’,... ungerade war. Daher ist jede Verbindung der 
C,C',... DE, DE,.., selbst eine C oder DE, und unsere 720 
Operationen C, C’.... DE, D'E,... bilden in der That eine Gruppe. 
Die Uebereinstimmung dieser Gruppe mit der Vertauschungsgruppe 
der x ist in diesem Beweisgange von selbst mit enthalten. Denn nicht 
nur erscheint vermége desselben jede Verbindung der C, C’,... DE, 
D'E,... eindeutig auf eine Verbindung der C, C’,..., D, D,... 
bezogen, sondern die Beziehung ist auch eine solche, dass einer Zu- 
sammenstellung zweier Verbindungen der einen Art die Zusammen- 
stellung der entsprechenden Verbindungen der anderen Art entspricht. 
Hiermit nun sind unsere Behauptungen vollstindig erwiesen. Es wird 
kein Missverstindniss erzeugen, wenn ich in der Folge schlechthin von 
den 720 Collineationen rede, die ,,den Vertauschungen der 2 ent- 
sprechen.“ 


§ 5. 
Formeln fiir den Zusammenhang der x und der z. 


Wir kniipfen jetzt den Zusammenhang zwischen den 2 und den 2 
an bestimmte Formeln, indem wir geeignete einfache Coordinaten- 
systeme zu Grunde legen. Wir wollen dabei fir »=—6 und n=7 
iibereinstimmend die Ausdriicke des Lagrange als Durchgangspunkt 
benutzen: 


(16) My = Ly yt, + Ye, foes Yaya, 

wo y eine zu ” gehdrige primitive Einheitswurzel bezeichnen soll und 
v die Werthe 0, 1,...,(m—1) zu durchlaufen hat; wir erreichen 
dadurch, soweit dies méglich ist, einen gewissen formalen Anschluss 
an die fir »—4 und »=5 in meinen ,,Vorlesungen“ gegebenen 
Entwickelungen, 

Im Falle »=—6, den wir jetzt niher betrachten, will ich der 
grésseren Uebersichtlichkeit halber y gleich — @ setzen, unter @ eine 
imaginire dritte Wurzel aus Eins verstanden. Wir haben dann sechs 
Ausdrticke %,, die ich hier einzeln herschreibe: 





(20) 
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Hy —= yt M+ Mt+_y+ yt Bs, 
a, = %—a a, + ax, — 2%, + a2, — ae,, 
TM, =X + a?x, +a L, + t+ oa, + @ 4, 
%,—=2%y— Ut —%+ B— Bs, 
t= % tar +x, + 4,40 x, + 0°o,, 


pay 2, x foe ms 
MH; = Ly — ax, + & , — Xz + aa, — & &;. 


(17) 











Aus ihnen folgt durch Auflésung: 


64 = H+ Mt MERAH Mt Ms; 








62, = a — a?a, + a 2, —2, + oa, — a0 2, 
(18) ean m +a a, + 0°x, + a, 2, + ox, 
65,;—=—%— m+ mM—Rt mM— 4s, 
62,— m+ a?a, +a nm, +2, + om, +0 m;, 
62,—% —aa,+a°x,—a, +a n,—?a,, 


und hieraus: 
5 


(19) 3's," = =e a + 2,7, + 2,2,. 


0 


Wir schliessen aus (19), dass wir setzen kinnen: 


PetP 
os eines ie B= Piz, Fa Pra» 
%, = Pie— Pu 


u, = Dz. “= 
iva? ™ Po3 5 = Psa 


unter Pio, Piz, - . - gewohnliche Liniencoordinaten, also Unterdeterminan- 
ten von 2, 2 (Formel (5)) verstanden. In der That verwandelt sich ja 
vermége dieser Substitution die fiir die Liniencoordinaten z geltende 


5 
Bedingungsgleichung >t =) in die fiir die p;, charakteristische 
0 


Form*): 

Py2P34 + PisPy2 + Pr4P23 = 9- 
Wir tragen jetzt die in (20) gegebenen Werthe der a in (18) ein und 
haben damit folgende Darstellung der x durch zwei Reihen von Punkt- 
coordinaten 2, 2’, die weiterhin zu Grunde zu legen sein wird*™): 


*) Vergl. wiederholt meinen Aufsatz in Bd. 2 dieser Annalen: Die allgemeine 
lineare Transformation der Liniencoordinaten. 

**) Eine andere Darstellung der x,, die sonst vielfach gebraucht wird (vergl. 
z. B. Rohn in Bd. 18 der mathematischen Annalen, p. 143 tf.), ist folgende: 


y= (Pats), w= (Pst+P2), G= (Pis+ Pes), 
X= — i(Pie—Pys), Tye= — t(Pig—Px2), L; == — 1(Pig— Pros). 
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f. Som 'tl 1 ; 
62) —= oe Prot Pst Pat 1 ‘Put Pat Pas 
1+7t 2 1—?t 2 
62, = Ve “Pio — @ pyy + & Diy + Va * Psy — © Dyn + & Pros, 
1—?z 1+% ‘ 
62, = - a Pig + & Pysg + oP py, + nS ‘Psy FO py + & Pr, 
(21) +6 


eae 
62; = Va. Pro— Pst Put ye "Psi — Pat Pros 


1—i 


ve 
62,—= Va Pio + a? py3 + & Py + a * Psy + & Dyn + @? pos, 





1 i aid 
62, = 7 ‘Pig — & Pg + Oy + 5 * 5g — @ yy + & ys, 


wo in alter Weise: 
(21*) Din = 28x — 2 By. 


Wir berechnen hieraus 
5 


2 x = Pio + Ps) 


0 


so dass also die Gleichung des Einheitscomplexes folgende wird: 


(22) Pro + Psy = 0. 
Wir nehmen jetzt m = 7. Indem wir die fiir die x geltende 


lineare Gleichung 
6 


>t = 0 


0 


als identisch erfiillt betrachten, werden von den sieben Ausdriicken 
a, (16), die in diesem Falle existiren, nur sechs tibrig bleiben, niim- 
lich diejenigen, welche vy = 1, 2,...,6 entsprechen. Vermdge der- 
selben driicken sich die z, folgendermassen aus: 
(23) Tate == y—* mH, + yy ** ty fy * Hy Hy, + Hs + 
2in 
Lowe 1,...,6; yee’ 
Hiernach wird: 


6 

. 7 

(24) FD ta? = My Hy + Hz % + 5%. 
0 


Ich bin von derselben im Texte abgegangen, weil bei ihr die Formeln fiir die 
Operation S (siehe unten) unnéthig complicirt werden, und der Vergleich mit den 
fiir » = 7 zu gebrauchenden Formelu erschwert wird. 
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Wir. kinnen also den Uebergang zu den p;, etwa folgendermassen be- 
werkstelligen*): 
(25) a =—Pior MP3, % = Pra, 
B= Py, =P. %. = Pr;- 
Die Ausdriicke fiir die x,, die wir weiterhin zu Grunde zu legen 
haben, werden hiernach einfach**): 


(26) x= DpH Dis FY Pi HY* doy HY" Dao FY * Pos: — 

Wir wollen diesen Formeln zum Schlusse noch eine kleine ergiinzende 
Verabredung hinzufiigen. Der Weg, den wir weiterhin einschlagen, 
zwingt uns, neben Punktcoordinaten 2,, 2,, 2,, 2, auch Ebenencoordi- 
naten W,, W,, W,, w, in Betracht zu ziehen. Setzen wir dement- 
sprechend Liniencoordinaten g;, aus zwei Reihen von Gréssen w zu- 
sammen: 


(27) dix = W;Wy — Wi Wz, 

so sind diese den Coordinaten p;,, welche dieselbe Gerade nach Formel 
(5) erhalt, in bekannter Weise unter Abiinderung der Reihenfolge 
proportional. Wir wollen nun festsetzen, dass die g;, den entsprechen- 


den p;x einfach gleich sein sollen. Dann werden wir also folgende 
Beziehungen haben: 


(28) Pis=Qsa> Pis=Qi2> Prs= G03» Psi= V2» Pao = Vis» Pos = Aa 


§ 6. 
Formeln fiir die durch die Vertauschungen der x definirten linearen 
Transformationen der z 


Es handelt sich jetzt darum, die linearen und ev. auch die 
dualistischen Transformationen hinzuschreiben, welche die Punktco- 
ordinaten g auf Grund der im vorigen Paragraphen entwickelten 

*) Ich wiihle diese Reihenfolge, um die Formeln fiir die x,, die ich sofort 
gebe, mit den sogleich aus Bd. XV zu citirenden Formeln méglichst in Ueberein- 
stimmung zu bringen. 

**) Ich méchte hier daran erinnern, dass ich schon im 15" Anvalenbande 
(p. 273 ff.) sieben Complexe dieser Art betrachtet habe und zwar zwei Reihen 
solcher Complexe neben einander, die ich damals durch die Gleichungen darstellte: 


IEE? ye 


(y* prety * Dist 7! * Ps) + — Y* party” Paty” Pos) = 0. 


Diese zwei Reihen von Complexen gehen, wie ich damals zeigte, durch 168 
Collineationen des Raumes simultan je in sich iiber. Offenbar ist diese Gruppe 


! 
von 168 Collineationen eine Untergruppe in jeder der beiden Gruppen von af 


Collineationen, die im Siune der jetzt im Texte gegebenen Entwickelungen zur 
einzelnen Complexreihe gehéren. 











Ueber Gleichungen 6'" und 7" Grades, 513 


Formeln (21), (26) den in Betracht kommenden Vertauschungen der x 
entsprechend erleiden. Wir behandeln diese Aufgabe (mit Riicksicht 
auf Ausdehnungen, welche den gegenwiirtigen Untersuchungen spiiter- 
hin gegeben werden sollen) in der Weise, dass wir sie tiber das zu- 
nichst Erforderliche hinaus noch priicisiren: wir werden niimlich zu- 
sehen, wie man die in die p;, eingehenden homogenen Grossen 4,, 25, #3) 2, 
und ¢,, @', 2, 2, (die hier immer als cogrediente Gréssen betrachtet 
werden) Jiuear substituiren oder dualistisch transformiren muss, damit 
sich die durch (21), (26) detinivien 2 ohne irgendwelchen guirelenden 
Factor in geeigneter Weise umsetzen. Wir erhalten solcher homogener 
Substitutionen der g einer jeden Umiinderung der 2 entsprechend selbst- 
verstindlich zwei, deren jede durch einen simultanen Vorzeichenwechsel 
simmitlicher ¢ aus der anderen hervorgeht. Denn die p;, und also 
die x sind bilineare Functionen der z, # und bleiben also bei einem 
Vorzeichenwechsel der genannten Art vollig ungeiindert, — 

Um jetzt die Durchfiihrung der so pricisirten Aufgabe zu be- 
ginnen, verabreden wir, dass wir wegen der tibergrossen Zahl der in 
Betracht kommenden Operationen explicite nur einige wenige Ver- 
tauschungen der x untersuchen wollen, aus denen sich alle anderen 
durch Wiederholung und Combination zusammensetzen. Als solche 
fundamentale Vertauschungen wihlen wir auf Grund bekannter Ent- 
wickelungen die folgenden beiden: 

1) die Operation S, welche in einer cyklischen Vertauschung 
simmtlicher x entsprechend der natiirlichen Reihenfolge der Indices 
besteht: 

(29) S = (%)%, °° * Sn-1), 


2) die Operation T, welche x, mit x, vertauscht und die anderen 
x festlisst: 
(30) T = (Xo %;) (a) eee (2n-1). 


Im Falle »=6 sind S und 7 beide ungerade Vertauschungen und 
liefern als solche zuniichst dualistische Umformungen, die wir hinterher 
mit Hiilfe des Einheitscomplexes in Collineationen umsetzen werden. 
Im Falle » =7 ist S eine gerade, 7 aber wieder eine ungerade Ver- 
tauschung. Wir erhalten also fiir S eine Collineation, fiir 7’ eine 
dualistische Umformung, die wir als solche in Punktcoordinaten ¢ und 
Ebenencoordinaten w hinschreiben. Um dann die Collineationen zu 
haben, welche den geraden Vertauschungen der x entsprechen, verab- 
reden wir einfach, dass wir nur solche Combinationen von S und 7’ 
in Betracht ziehen wollen, an denen T eine gerade Anzahl von Malen 
betheiligt ist. 

Die so umgrenzte Aufgabe erledigt sich nun dank unserer Coordi- 
natenwahl und auf Grund einfacher geometrischer Betrachtungen ohne 
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besonders complicirte Rechnung. Ich behandele hier die Falle n — 6 
und »=7 nach einander. 


1) Die Operation 8S. 

Wir wollen hier von der Umsetzung der a direct 2u derjenigen 
der pix tibergehen. Wir haben zuniichst die cyklische Vertauschung: 
Wg = 2, U — My, L, = 3, X= My, LX =I, UX; — MB, 

und finden ihr entsprechend aus (21): 


Pia =P, Vis = — FPj3, P= Py, P= Py, Pa = — Op, 
Ps = &Pps. 

Wir haben ferner fiir die durch den Einheitscomplex bewirkte Um- 

setzung nach Formel (13) 


’ 1 
Xx rh = Zz; 


was vermoge (21) fiir die p;, besagt, dass man p,, durch — p,,, Ps, 
durch — p,, ersetzen, die iibrigen p;, aber ungedndert lassen soll. 
Durch Combination entsteht hiernach als die der Operation S ent- 
sprechende Collineation: 


P2x=—Pir,» Ps=— EP, Pu=CPy, Ps = — Py, 
; Dig = — 07 D,., Pos = & Pos. 
Dies aber liefert sofort die folgende lineare Umsetzung der 2, die wir 
selbst mit S bezeichnen: 
(31) S: +4/—4,, +2,=—%, +4, =—ae,, +2, = ars, 
Die + Zeichen linker Hand entsprechen der bereits bemerkten noth- 
‘wendigen Unbestimmtheit; dieselben sind, hier wie in der Folge, so 
zu verstehen, dass bei siimmtlichen 2 iibereinstimmend entweder das 
+ oder das — Zeichen in Anwendung zu bringen ist. 


2) Die Operation T. 
Wir haben als urspriingliche Vertauschung der 2: 
Ly = 1, L =X, L — My, Ty, — Tz, U — ty, 4, — Lz. 

Wir wollen die Rechnung nun so einrichten, dass wir zuniichst 
die dualistische Beziehung zwischen den w und den ¢ aufsuchen, die 
dieser Vertauschung der x entspricht. Es wird dies durch den Um- 
stand erleichtert, dass die geometrische Bedeutung der Vertauschung 
auf der Hand liegt. In der That bleiben bei derselben alle Raum- 
geraden ungeiindert, fiir welche 2 —2,—0 ist. Wir schliessen 


daraus, dass wir es mit der dualistischen Umformung zu thun haben, 
die durch den Complex 
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(32) Ly — 2%, = 0 
indicirt ist, d. h. die jeden Punkt durch diejenige Ebene ersetzt, welche 
ihm in diesem Complexe entspricht. Jetzt schreibt sich (32) vermége 
(21) folgendermassen : 
(32*) —Y2- ip. — ap, + (1 — @) py + V2- ips, — ap, 

+ (1 — a) prs = 0. 
Wir setzen fiir die p;, ihre Werthe in den 2, 2 und ordnen nach 
den @. So entsteht: 


2,'( : + iV2-2, + a2 + (« — 1) 4%) 
+ #,/( —if2-a, + : +(#—1)4,— as, ) 
+2,/( —asz, —(e?—1)4,4 . — iy2-s, ) 
+2/(—(@—1)4,+ as, + if2-2, + . )=0. 
Hier sind die Coefficienten von 2z,', 2,', 2, 2, bis auf einen Propor- 
tionalitiitsfactor @, der zuniichst dem Wesen der Sache nach un- 
bestimmt ist, die Coordinaten w der dem Punkte z entsprechenden 


Ebene. Wir haben also als Darstellung der dem Complexe (32) zu- 
gehirigen dualistischen Umformung: 


ou, = . + iV2-s, + as + («—1)%, 
(33) gw, = — if2-a, + : +(@#?—l)4,— ae , 
ews — ae, — (ae? —1)4, + _ — if2-%, 


gw, = — («—1)4,+ az, + if2+s, + 


Wir bestimmen andererseits die dualistische Umformung, die zum 
Einheitscomplexe gehért, indem wir dieselbe Methode unter Benutzung 
der Coordinaten g;, in Anwendung bringen. Nach (22), (28) ist die 
Gleichung des Einheitscomplexes in den qj: 


(34) Gi2 + Iu = 9 
oder, wenn wir fiir die g;. ihre Werthe setzen und nach den w’ 
ordnen: 
w,' (— W,) + wz (w,) + 5 (— w,) + w,' (w;) = 0. 

Ich werde jetzt den Punkt, welcher der Ebene w im Einheits- 
complexe entspricht, 2’ nennen, ferner unter 6 einen unbestimmten 
Proportionalitatsfactor verstehen. Die zum LEinheitscomplexe gehorige 
dualistische Umformung findet sich dann folgendermassen dargestellt: 
(34*) oz, =—w,, 62, =wW,, 62, =—W,, 62, = Ws. 

Jetzt eliminiren wir die w zwischen (33) und (34*), Wir erhalten 
dann zur Darstellung der zur Vertauschung T gehirigen linearen Sub- 
stitution der z: 
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oo-2, = if2-2, + . —(e?—1)4,+ az, , 
(35) 90-2, = ’ + tV72-# + o% + («—1)4, 

96-2, =—=(@—l1)4,— as, — iV2-e2, + . ‘ 

o6-2,—=— az, —(ae?—1)24,+ . — if2-s, 


Hier ist jetzt noch der Factor go zu bestimmen. Es hat dies 
so zu geschehen, dass in Folge von (35) die durch (21) definirten x 
genau diejenige Umsetzung erfahreu, die wir vermége (14) der Ver- 
tauschung 7’ zugeordnet haben, dass also: 


, in’ F 1 , 1 
(36) a = 2,—5 >, “, % =%—zZ > Ly Ly %,— > > xz ete. 


wird. Wir betrachten zu dem Zwecke zwei specielle Werthreihen 
der ¢: 

4=06, 4=0, #4=0, 4=—0 
und 

4=0, #%=— 06, 4=0, 4,0, 


denen vermége (35) nachstehende Werthe der ¢ entsprechen: 


2, =if2, # =0, 4,=a—l, 4, =——a, 
beziehungsweise 
a, =0, f =iVf2, 24—=—a®, 2/=——a«+1, 


Die Unterdeterminanten p;, aus den zweierlei z und die Unter- 
determinanten p;, aus den zweierlei z erhalten hier die Werthe: 


Pr = (05), D3=—9, Py=9, Py =9, Po =O, p=, 
Pu=—2, pe=—aeriV2, pu=(l—a*)i72, pus—4, 
Pia = — aiV2, ps = (1 — a) i/2.’ 

Sonach wird vermége (21): 


1—i 1+i% 
lo, == IL-2 £, = = 6)? 4, —-% = ¢. =, 6)? 
0 2 4 6V2 (96), 1 3 5 6V2 (e¢)’, 
, guts P 1+i : 1+é 
Xo a x, = ; ii eee 


woraus durch Vergleich mit einer beliebigen der Formeln (36) die 
gewiinschte Werthbestimmung folgt*): 


eo=-+ /6. 


*) Die hier benutzte, sozusagen empirische Bestimmung des Factors go 
wurde desshalb von mir gewihlt, weil sie auf durchaus elementarem Wege, ohne 
Erliuterungen iiber Invarianten von linearen Complexen etc., zu Stande kommt. 
Will man die angedeuteten hdheren Hiilfsmittel heranziehen, so kann man den 
Werth von go daraus deduciren, dass die Invarianten der linken Seiten von (32*) 
und (34) gleich 6, bez. gleich 1 sind. 
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Die lineare Substitution der 2, welche der Vertauschung T der x 
entspricht und die wir selbst mit T bezeichnen, lautet hiernach definitiv: 


+Y6-2,—= if2-2, — . —(a?—1)4,4+ ats, , 
(37) V6: 2,’ = . + if2+% + as, + (@ — 1) #% 
+YV6-#)—=(@—1)4,— we, — if2-a + 5 ’ 
+/Y6-2,—— as, — (e®?—1)e,+ . — if2-4,. 

Il. n=%. 


1) Die Operation S. 
Mit Riicksicht auf (26) entspricht der Vertauschung S der 2;,: 
Ln = Lyt1 
die folgende Umsetzung der p;,: 


Pi2=YPj2, P= Py; 
Ps=7'P3, Pa= PP» 
Pu=P*Prar Ps = 7*Prs, 
woraus unmittelbar als zugehdrige Substitution der 2 folgt: 
(38) S: +a’ —%, +4/—7%, te = yes, Ae — 7% 


2) Die Operation T. 

Ich will mir betreffs der Operation 7 in dem hier vorliegenden 
Falle »=7 im Interesse grésserer Symmetrie der aufzustellenden 
Formeln eine kleine Abweichung gestatten. Statt niimlich 7 direct in 
Betracht zu ziehen, welches folgende Umstellung der Indices 0...6 


bewirkt: 
? 128 4 6 6 
T 


1023 45 6 
will ich die Vertauschung 7” behandeln, die durch das Schema de- 
finirt ist: 
(39) 
Offenbar ist 


pfO 1238456 
012435 6. 


f =S=TS*, T=S§'*T’s-, 
so dass 7” ebenso geeignet ist, durch Combination mit S die simmt- 
lichen Vertauschungen der sieben Gréssen x zu liefern, wie 7’ selbst. 
Um jetzt die Formeln fiir w und g zu finden, welche Z” ent- 
sprechen, schlage ich denselben Weg ein, wie soeben bei » = 6. 
Geometrisch bedeutet 7” diejenige dualistische Transformation, die 
zum linearen Complexe 


L, — 2%, = 0 
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gehért. Nun wird diese Gleichung in den p;, vermége (26): 


(y>—y*) (Pi2— Pas) + (> — ¥?) (Pis— Paz) + —7) (Pis — P23) = 9, 
also, wenn wir die p;, durch ihre Werthe in den 2, 2 ersetzen und 
nach den ¢ ordnen: 


O = 4,'( --Ya, —-&-—-7)4 —O—71 4) 

+ 2, ((y8— y') % + + (y® — y) 4, — (y®—y?) 4) 

+ 4; ((y°— 7?) 4, —(¥— 7) & + + (y?—y') %) 

+a(y—4 +¢°—P)ae —(Y—-r)% + +): 
Daher lautet die zugehdérige dualistische Transformation in den w 


und zg, indem wir zuniichst wieder einen unbestimmten Proportionalitiats- 
factor @ einfiihren: 


Qu, = — (y8— y') 42 — (y®— 7?) 43 — (vy — 7) & 
ow, = (y> — py‘) 2, + . + (y’— 7) # — (y'—y?*) % 
ow, = (y>— y*) 2, — (y® — 7”) & + + (?— y') % 


em = (7 — 7) & + —2)& — Y—P7') 4% + 
Wir bestimmen jetzt das g, indem wir aus diesen Formeln unter 
Beschrinkung auf particuliire Werthereihen der z die Vertauschung 
T’ der x vermége der Formeln (26) abzuleiten suchen, Als besondere 
Werthsysteme der z will ich folgende wihlen: 
; 2=0, 4=0, 4=—0, 4=—0 
und 
4=0, 4&=@, 4=0, 4=0, 
denen als Ebenencoordinaten w nach unseren Formeln entsprechen: 
w=0, w=—(y—y), wo =—(y—y7), wo =—(y'—»), 
beziehungsweise : 
Ko —P-7), At Qe--/— ®1—6-—7) 
Hieraus folgt fiir die Verbindungslinie der beiden Punkte: 
Prr2=O, Pis=9, Dy=9, Dy=—9, Py =I, Py = 9 

und fiir die Durchschnittslinie der beiden Ebenen mit Riicksicht auf (28) : 
Pro = I= —5—(¥ +7), Pye = V2 = — 2+ (¥+7), 
Ps =Wa=—AtY)+Y+Y), Pa=dis= tr) —( +7), 
Puy = Hs=—YEYYEY HY), Pos = Ma = (YF? + 7°) —(9' +7"). 
Dies jetzt in (26) eingesetzt giebt: 

% =e", %—7e, % =e? ete, 

%=—T7T, x, =—=—Ty, 2, =—=—Ty’® ete, 


also g@?== — 7. Die dualistische Transformation, welche der Ver- 
tauschung IT’ entspricht und die wir selbst T’ nennen, lautet also definitiv: 
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+ deri —— —(y*—7") 2 —(y>—9") #3 —(°— 7) By 
go) 77, JV Te Oat + HG 7) Obey 
AY —7- w= (y—-y")4, —(9— peat > Hey 


+YV—7-0,=(y'—y) 4, +(y—y") By (99) + 


Fassen wir zusammen, so haben wir folgendes Resultat gewonnen: 

1) bei »m = 6: Den beiden Vertauschungen der xz, die wir S und 
T nannten, entsprechen bez. die folgenden linearen Substitutionen 
der 2: 


(40) S: +e/—2,, +4,—=—%, +4, —=—aZ,, +e, =+072,; 


+YV6-4, = if2-2, + ' —(@—Il)e,4+ ae, , 

(41) 7: +V6-0,— + + ifs, + as +(a—1)%, 
" |AY6-s,) —(a@—-1)4,— ats, — if2e_ + + , 
+Y6-2,—— as, —(e?—1)2,+ + — iy2-z,. 


2) bei m== 7: den Vertauschungen S und 7” der x entsprechen 
die lineare Substitution der 2: 


(42) S: +4,—4,, +4, —ys,, +24,—y's,, +2,/—y"s, 


bez. die dualistische Transformation: 


+Y¥—Twm= + —(—y')4,—(y'—y")45—(y° — 9) ey 
LV —7- y= (y3—y") 2, : + (y°— 7) #3 —(y®— 9?) 24, 
+yY—7-0,=(y°—y")4,—(Y— at Hy ya, 
+V —7-00,= (Y— 7) 4, +r’ — 9") 2. — 7") #3 ++ 


(43) 7”: 


8 7. 


Ueber die Nothwendigkeit der doppelten Vorzeichen, die in den 
Substitutionsformeln der z auftreten. 


Die Formeln (40), (41), bez. (42), (43), die wir nunmehr fiir 
nm =6 und »=7 gewonnen haben, definiren auf Grund der voraus- 
geschickten Erliuterungen die zugehérigen Substitutionsgruppen genau 
so durch zwei erzeugende Operationen, wie dies in meinen _,,Vor- 
lesungen“ betreffs der Oktaeder- und Ikosaedergruppe geschehen ist, 
deren Analoga sie sind. Wabei erstreckt sich die Uebereinstimmung 
auch auf einen Punkt, der zuniichst unwesentlich erscheinen kénnte, 
uiimlich auf die + Zeichen, welche bei jeder einzelnen Operation vor- 
kommen. Ich habe in meinen ,,Vorlesungen“ (p. 44—47) untersucht, 
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ob man die linearen Substitutionen der dort in Betracht kommenden 
homogenen Variabelen z,, 2, nicht so durch Einfiigen irgend welcher 
(bei z,, 4, gleichzeitig zuzusetzender) Multiplicatoren modificiren kann, 
dass zwischen ihrer Gruppe und der Gruppe gebrochener linearer 
Transformationen, welche 2, : 2, erfihrt, holoedrischer Isomorphismus 
statt hat, wobei sich zeigte, dass dies unmdglich ist, Diese Un- 
méglichkeit hatte dann zur Folge, wie ich ebenda p. 255, 256 dar- 
legte, dass es keine rationalen Functionen 2,, 2, beliebig verinder- 
licher a..%, oder x...2%, gab, deren Quotient sich bei den in 
Betracht kommenden Vertauschungen der x oktaedrisch oder ikosaedrisch 
transformirte. Vielmehr werden Grissen z,, 2, der genannten Art 
immer Irrationalitéten enthalten miissen, die dann als , ,accessorische“ 
Irrationalititen in die schliessliche Oktaeder- oder Ikosaeder-Gleichung 
eingehen. Ich werde jetzt zeigen, dass es mit den quaterniiren Gruppen 
der z, die wir im vorigen Paragraphen definirten, ganz dieselbe Be- 
wandnis hat*), woraus folgt, dass eine Reduction der allgemeinen 
Gleichungen sechsten und siebenten Grades auf die zugehdrigen Gleichungs- 
systeme der 2 ohne Zuhiilfenahme accessorischer Irrationalititen gleich- 
falls unméglich ist**). 

Am einfachsten scheint es, den hier erforderlichen Beweis ohne 
alle Rechnung auf den friiheren zuriickzufiihren. Dies gelingt fiir 
nm =6 und »=7 gleichférmig folgendermassen, Wir wihlen irgend 
vier der gegebenen 2: 

Lay Xb, Xe La 
und betrachten nun diejenigen geraden Vertauschungen, welche die 
nicht hingeschriebenen x unverindert lassen, die hingeschriebenen aber 
beziechungsweise in folgender Weise umsetzen: 


Lay Yo, Ley Lay 

Xo, Lay La, Xe, 

Xe, Lay La, Xy, 

Xa, Xe Xo, Xa, 
deren Inbegriff also in der Terminologie meiner ,,Vorlesungen“ eine 
»Vierergruppe “ bildet. Bei den entsprechenden Collineationen des 


Raumes geht, wie leicht zu sehen, jede der beiden geraden Linien, 
welche die vier Complexe 


*) Dieser Beweis ist fiir die Untergruppe jener 360 Collineationen, die den 
geraden Vertauschungen der 2 fiir m = 6 entsprechen, auf einem etwas anderen 
Wege bereits von Hrn. Reichardt gefiihrt worden; siehe dessen soeben in der 
Einleitung citirte zwei Mittheilungen, 

**) ,,Allgemein“ heissen hier selbstverstiindlich solche Gleichungen, deren 
Wurzeln als beliebig verinderliche Gréssen gedacht sind (womit tiber die Gruppe 
der Gleichungen noch gar nichts ausgesagt ist). 
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%a=0, m=0, a =0, r= 0 

mit einander gemein haben, in sich selbst iiber. Ich will jetzt ein 
Coordinatentetraeder zu Grunde gelegt denken, bei welchem 2, = 0, 
2, = 0 die eine, 2, — 0, 2,0 die andere dieser geraden Linien ist*). 
Unsere vier Collineationen miissen sich dann so als lineare Substitu- 
tionen der ¢ darstellen, dass z, und 4,, und ebenso 2, und 4,, fir 
sich, also biniir, substituirt werden. Ware es nun méglich, den vier 
in Betracht kommenden Collineationen entsprechend eine Gruppe von 
nur vier quaterniren linearen Substitutionen der 2,, 2,, 2, 2, (also 
eine holoedrisch isomorphe Gruppe) zu bilden, so hiitten wir damit 
zugleich, und zwar sowohl fiir z, und z,, wie fiir z, und 4,, eine mit 
der Vierergruppe holoedrisch isomorphe Gruppe binirer linearer Sub- 
stitutionen, was nach p. 44—47 der ,,Vorlesungen“ unméglich ist. 
Die Gesammtheit der Substitutionen unserer 2 kann also mit der Gruppe 
der Vertauschungen der x nur meroedrisch isomorph sein, was zu be- 
weisen war. Jetzt sind die Substitutionen der zg, wie wir sie im 
vorigen Paragraphen definirten, doppelt so zahlreich, wie die Ver- 
tauschungen der x, den -+ Zeichen entsprechend, die in ihnen vor- 
kommen. Ihre Gesammtheit ist also mit der Vertauschungsgruppe 
der x hemiedrisch isomorph und wir haben daher mit den Formeln des 
vorigen Paragraphen von selbst den geringsten Grad von Meroedrie 
erreicht, der zwischen den Substitutionen der ¢ und den Vertauschungen 
der x tiberhaupt statthaft ist. 


Ill. Zuriickfiihrung der Gleichungen sechsten und siebenten 
Grades auf die zugehérigen Gleichungssysteme der <. 


§ 8. 
Allgemeine Principien der beabsichtigten Zuriickfihrung. 


Wir stehen nunmehr vor der Aufgabe fiir » —6 und »=7 aus 
irgend vorgelegten Gréssen 2 ... %»—1 Functionen 2,, 2, %, 2, zu- 
sammenzusetzen, deren Verhiiltnisse bei den in Betracht kommenden 
Vertauschungen der 2 die in § 6 niher angegebenen linearen Trans- 
formationen erfahren. Zu dem Zwecke bediene ich mich, wie in 
Kapitel 2 und 5 des zweiten Abschnitts meiner Vorlesungen, eines 
geometrischen Ansatzes. Derselbe benéthigt gewisse liniengeometrische 
Auffassungen, von denen im gegenwiirtigen Aufsatze noch nicht die 
Rede war, so dass ich betreffs ihrer einige Bemerkungen voraus- 
schicken muss. 


*) Dies setzt natiirlich voraus, dass die beiden geraden Linien verschieden 
sind und einander nicht schneiden, was beides durch Berechnung jhrer Coordi- 
naten « bestiitigt wird. 
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Wir hatten seitlang nur solche Gréssensysteme X, ... Xn-1 (ich 
gebrauche hier grosse Buchstaben, um nicht unnéthigerweise an die 
vorgelegten Wurzeln az ... % 1 zu erinnern) der geometrischen 
Deutung unterworfen, welche den beiden Gleichungen geniigten: 


n—1 n—1 
(45) > X=0, >) X2=0; 
0 0 
dieselben bezeichneten im Falle n = 7 allgemein eine beliebige Raum- 
gerade, im Falle » = 6 speciell eine Gerade des Einheitscomplexes. 
Es ist jetzt die Frage, wie wir Gréssensysteme X, ... X,-1 deuten 
wollen, welche nur der ersten der beiden Gleichungen, also der Relation 
n—1 
(46) > X.=0 
0 
Geniige leisten. Die liniengeometrische Antwort ist, dass wir solche 
X als Coordinaten eines linearen Complexes betrachten sollen, der im 
Falle » =7 jeder beliebige sein kann, wibrend er im Falle n = 6 
zum Einheitscomplexe ,,involutorisch“ liegt, — desjenigen Complexes 
niimlich, dessen Gleichung in laufenden Liniencoordinaten Xj’, ..., Xn—1 
die folgende ist: 
n—1 


(47) > XX. = 0. 
0 


Diese Einfiihrung von Complexcoordinaten ist berechtigt, weil sie im 
speciellen Falle mit der anfinglichen Definition der Liniencoordinaten 
iibereinstimmt. In der That, wenn die X, nicht nur der Gleichung 
(46), sondern den Gleichungen (45) geniigen, so definirt (47) alle 
geraden Linien X’, welche der Geraden X ,,angehéren“, d. h. dieselbe 
schneiden. Dabei wird die Gerade X im Falle » = 6 zum Einheits- 
complexe involutorisch liegen, denn dies ist nur eine andere Ausdrucks- 
weise dafiir, dass sie selbst eine Linie des Einheitscomplexes ist. — 
Dies vorausgeschickt wenden wir uns zur Betrachtung einer vor- 
gelegten Gleichung mit den Wurzelu a... %,-1, wobei wir der Ein- 
fachheit halber von vorneherein voraussetzen wollen (was ja in jedem 
Falle durch eine leichte Hiilfstransformation zu erreichen ist), dass der 
Gleichung (46) entsprechend die Summe der 2 verschwindet. Wir 
betrachten jetzt 2... %, fir n=—6 und n=7 iibereinstimmend 
als Coordinaten eines linearen Complexes (dessen besondere Lage fiir 
nm == 6 nicht noch einmal bezeichnet zu werden braucht), die Gréssen 
2, +++, 2, aber, die wir construiren sollen, als Coordinaten eines 
Raumpunktes. Den in Betracht kommenden Vertauschungen der x 
entsprechend unterliegt unser Complex gewissen collinearen Um- 
formungen des Raumes. Unsere Aufgabe kann dann so bezeichnet 
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werden: es gilt, einen Punkt 2 von dem Complexe x in der Art ab- 
hiingig zu machen, dass er mit dem Complexe zusammen immer gleich- 
seitig dieselben (durch die Vertauschungen der x definirten) Collinea- 
tionen des Raumes erleidet. Ich habe in meinen ,,Vorlesungen“ (II, 2, 
§ 5: Geometrische Auffassung der Tschirnhausentransformation) eine 
solche auf eine Gruppe von Operationen beziigliche Zusammengehdrigkeit 
zweier Gebilde als Covarianz bezeichnet. Indem wir diese Ausdrucks- 
weise hier aufnehmen, kénnen wir unsere Aufgabe kurz dahin zu- 
sammenfassen, dass wir verlangen, einen zum Complexe x covarianten 
Punkt zu construiren. 

Wir haben damit im Grunde dieselbe Formulirung, welche in 
II, 5, § 1 meiner ,,Vorlesungen“ fiir die Auflésung der Gleichungen 
fiinften Grades vorliegt*). Ein Unterschied besteht natiirlich in der 
Art der in Betracht gezogenen geometrischen Gebilde: wir deuteten 
damals die 2, als Coordinaten eines Raumpunktes, die z als Coordi- 
naten (Parameter) einer Erzeugenden der einen auf der Hauptfliiche 
zweiten Grades befindlichen Regelschaar. Das Problem aber war, genau 
wie hier, das Gebilde z von dem Gebilde x in covarianter Weise ab- 
hiingig zu machen. In der That schlagen wir jetzt bei »—6 und 
n= 7 einen Weg ein, der dem bei » = 5 angewandten Verfahren 
genau entspricht. 

Ich recapitulire hier kurz das letztere Verfahren. Wir begannen 
damit, den allgemeinsten zum Punkte 2 covarianten Punkt zu suchen, 
und fanden, dass dessen Coordinaten durch folgende Formel ge- 
geben sind: 


(48) Xam 4% + 4, (x. mc ?) + 4; (2.3 — 2) + 4,(2' — +) 


wo die s,, 83, S, die zweiten, dritten, vierten Potenzsummen der 
Wurzeln sind**) und die 4 invariante Coefficienten bezeichnen. Wir 
suchten dann die 4 irgendwie so zu bestimmen, dass die Gleichung 
statt hat: 


4 
(48*) > xX? =0, 
0 


dass also der Punkt X der Hauptfliche angehért. Ist dies geschehen, 
so haben wir damit eo ipso eine zum Punkte x covariante Erzeugende 

*) Auch bei den Gleichungen vierten Grades sind selbstverstindlich ganz 
analoge Vorstellungsweisen am Platze, die nur nicht in den ,,Vorlesungen“ be- 
sonders entwickelt worden sind. 

**) Wir hatten vorausgesetzt, dass die Summe der ersten Potenzen der x 
verschwinde; andernfalls wiirde in (48) statt w, zu setzen sein 2, — =. Ana- 
loges gilt von der Formel (49). 


35* 
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2 gefunden: wir brauchen niimlich nur diejenige Erzeugende z der in 
Betracht kommenden Art zu wihlen, welche durch den Punkt X 
hindurchléuft. 

Wir werden jetzt fir n—6 und »=7T genau so beginnen, 
namlich zuvérderst die Coordinaten X, des allgemeinsten zum Com- 
plexe x covarianten Complexes (der tiberdies, im Falle n = 6, gleich 
dem Complexe x, zum Einheitscomplexe involutorisch liegen soll) hin- 
schreiben. Wir finden in dieser Hinsicht: 


S2 


(49) X, =A, a, -+ A, («,2 ‘dai a) oo | dys (x! _ Set . 


n n 


wo die s und 4 ganz die friihere Bedeutung haben. Hierauf haben 

wir das Analogen zur Gleichung (48*) zu construiren. Dieses wollen 

wir nun nicht etwa darin erblicken, dass wir ein einzelnes System von 

X, suchen, fiir welches die Summe der Quadrate verschwindet, dass 

wir vielmehr zwei unterschiedene Systeme von X, suchen, — sie migen 

X,' und X,,” heissen —, welche die simultanen Gleichungen befriedigen: 
n—1 n—l n—1 


(0) >’ X/?=0, Pe ie ee Ps p ag Pee | 
0 


0 0 


Sind solehe X’, X” gefunden, so kénnen wir, wie ich behaupte, sehr 
leicht zu einem covarianten Punkte z gelangen. 

Um letzteres einzusehen, iiberlegen wir uns einfach, was die Glei- 
chungen (50) geometrisch bedeuten. Die erste und dritte derselben 
sagen aus, dass wir es mit zwei speciellen Complexen X’, X”, d. h. 
mit zwei Raumgeraden X’, X”, zu thun haben, die zweite Gleichung, 
dass diese Raumgeraden sich schneiden. Hiernach erhalten wir einen 
covarianten Punkt 2, indem wir einfach den Schnittpunkt von X’ und 
X” in Betracht siehen. 

Ich werde in den folgenden beiden Paragraphen zeigen, erstlich, 
wie wir die Gleichungen (50) in passender Weise befriedigen, zweitens, 
wie wir aus den einmal gefundenen X’, X” die Coordinaten z des 
Schnittpunktes berechnen. Bemerken wir hier nur noch, dass die in 
Aussicht genommene Methode in der Lage ist, den allgemeinsten zum 
Complexe x covarianten Punkt ¢ zu liefern. Nehmen wir niimlich an, 
es sei auf irgend eine Weise gelungen, dem Complexe x einen Punkt 
2 covariant zuzuordnen, so kann man sofort beliebig viele covariante 
Raumgerade X’, X”, ... finden, die vom Punkte ¢ auslaufen: man 
hat einfach die Ebenen, die dem Punkte z in irgendwelchen covarianten 
Complexen (49) entsprechen, paarweise zum Durchschnitt zu bringen. 
Dies aber heisst, dass wir den Punkt z auch als Schnitt zweier geeig- 
neter zum Complexe x covarianter gerader Linien auffassen kénnen, 
was genau der von uns geplanten Construction entspricht. — Auch 
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diese Betrachtung ist die Uebertragung einer analogen Ueberlegung, 
die in der Theorie der Gleichungen fiinften Grades Platz griff (Vor- 
lesungen, II, 5, § 8). 


§ 9. 
Formeln zur Auffindung der Geraden X’, X”. 


Um jetzt die Gleichungen (50) durch bestimmte Werthe der X’, X” 
zu befriedigen, will ich im Anschluss an (49) ausfiihrlich schreiben: 


[Xe Ate + ay (Get — Ft + daze — 4), 


n 


| x,” =A," a, + a,” (2.2 *) ee Un a(wa"-! = ty, 


n 


(51) 


Wir erhalten dann aus (50) eine homogene quadratische Gleichung 
fiir die 2’, eine ebensolche fiir die 4”, endlich eine homogene bilineare 
Gleichung fiir die 4’ und 4” zusammen; die Coefficienten dieser Glei- 
chungen sind symmetrische Functionen der x, also rational bekannte 
Gréssen. Um die hieraus folgende Bestimmung der 2’, 4” und ins- 
besondere die accessorischen Irrationalititen, die bei ihr auftreten, 
einigermassen zu tibersehen, will ich einen speciellen Fall ausfiihrlicher 
betrachten. 

Wir gehen zuniichst darauf aus, ein midglichst einfaches System 
von Gréssen X,’ zu gewinnen. Zu dem Zwecke nehmen wir (indem 
es sich zuniichst nur um die eine Gleichung 2X’? = 0 handelt) 4,’— 1, 


A, = +++== 4, ,=—0, setzen also, indem wir bei A,’ noch Accent 
und Index unterdriicken: 
(52) X, = (x? — *) + az, 


Wir erhalten dann aus (50): 
2 
8,4? + 2s,4 + (s, — *") =0, 


—at WwW 


8g 


also 
i= 


wo W’ die Quadratwurzel bezeichnet: 





(8) os y- 8,84 + 83° + : i 
Die Eintragung in (52) ergiebt: 

‘ ‘ ‘ a, W" 
Ret fe 4 


Dieser Ausdruck enthilt, wie ersichtlich, eine erste accessorische Irra- 
tionalitdt, die Quadratwurzel W’. 
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Wir wenden uns jetzt zur Bestimmung geeigneter X,”, den 
beiden noch iibrigen Gleichungen (50) entsprechend: 2X,’ X,” = 0, 
=X," = 0. Zu dem Zwecke bemerken wir vor allem, dass mit 
jedem Systeme zulissiger X,” unendlich viele Gréssensysteme von der 
Form X," — ¢X,' gefunden sind (wo 6 einen willkiirlichen Multipli- 
cator bedeuten soll), welche ebenso, wie die X,” selbst, die Gleichungen 
(50) befriedigen. Um der hieraus entspringenden Unbestimmtheit zu 
entgehen, wollen wir festsetzen, dass in den aufzusuchenden X,” 
(siehe Formel (51)) der bei den X,’ benutzte Term (x,? — *:) fehlen 
soll. Uebrigens aber setzen wir 
(55) X," = Z,” + oY,”, 


und nehmen 

Y,” = («,’ git =) + UX, Z," — (a, cant *t) + VLXx 
wo wir nun “, v so bestimmen werden, dass gleichzeitig: 
(56) > XY," =0, >) XZ," =0 
wird, was, wegen (55), 

Yex- 

nach sich zieht. Hierbei bleibt das in (55) enthaltene @ noch will- 
kiirlich. Wir bestimmen dasselbe jetzt aus der Forderung, dass auch 


noch 
> he 2 = 


sein soll, was die folgende quadratische Gleichung ergiebt: 


(57) g?- >) ¥,"24+ 29>) Yi" Zy" + >) Zy"? = 0. 


Ist dieselbe gelést, so haben wir in (55) die gewiinschten X ”. 
Die Durchfiihrung der hiermit angedeuteten Rechnung ergiebt 
zunichst: 


oy haa 
u —- bt + Ww’ ? 
$28  , 838s 
ve 8; n —Y  /* 
yay 8 


unter w’ die Quadratwurzel (53) verstanden, sodann 
7 =(x,3 ~ 2 “— *:) 4 (4% — § + a *).. 
8_S 838: x 
te (et ng A) 4 (Mt ME) H 


endlich aus (57) als quadratische Gleichung fiir das og: 
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0° (0 ~ FS) st 9+) +5,(S—s, +22)) 
+20 (5, — —S)(— 5,9, -+532-+ 2) +5 —s, +) 
Cea) 


+ ((6- FF) tat S)+5,(f— at SY) =o. 


Es diirfte keinen Zweck haben, diese Gleichung, aus der merk- 
wiirdigerweise das W’ villig verschwunden ist, noch weiter zu redu- 
ciren oder ibre Auflésung explicite herzusetzen, Was uns vorwiegend 
interessirt, ist die bei ihrer Auflésung auftretende Quadratwurzel, die 
wir W” nennen wollen. Dieselbe ist, wie W’, aus einer rationalen 
Function der Potenzsummen s zu ziehen, die sich von derjenigen, 
welche bei W’ auftritt, als wesentlich verschieden erweist. W” ist also 
neben W’ eine mit W’ coordinirte neue accessorische Quadratwurzel. In 
dem Ausdrucke der X,” kommen W’ und W” neben einander vor. — 

So weit der specielle Fall unserer Rechnung. Es ist klar, dass 
wir auch bei anderweitiger Bestimmung der 4’, 4”, sofern wir an der 
Benutzung gewoéhnlicher Methoden festhalten, das Auftreten zweier 
accessorischer Quadratwurzeln nicht vermeiden kénnen. Ob es iiber- 
haupt unmdglich ist, die Gleichungen (50) ohne geringeren Aufwand 
an accessorischen Irrationalitiiten zu befriedigen, bleibe dahingestellt. 
Dass die accessorischen Irrationalitiiten jedenfalls nicht ganz zu ver- 
meiden sind, wurde bereits in § 7 hervorgehoben. 

Ich komme noch einmal auf » = 5 zuriick, um eine Bemerkung 
itiber die neuesten diesen Fall betreffenden Arbeiten von Gordan*) 
hinzuzufiigen. Wir hatten bei » = 5 nur eine Gréssenreihe X, be- 
nutzt, die wir der einen Gleichung (48*) unterwarfen. Nun hat 
Hr. Gordan bemerkt, dass es auch bei den Gleichungen fiinften Grades 
aus Griinden der Rechnung beyuem sein kann, zwei Gréssenreihen 
X,’, X,” zu gebrauchen, welche genau unseren Gleichungen (50) unter- 
worfen werden, Die Bestimmung solcher X,’, X,” erfolgt dann eben 
so, wie in unserem Falle, nur dass die Quadratwurzel W” ihren 
accessorischen Charakter verliert und in die Quadratwurzel aus der 
Discriminante der vorgelegten Gleichung fiinften Grades tibergeht. In 
letzterem Umstande allein wird man schon ein Zeichen dafiir erblicken, 
dass es sich bei aller Aehnlichkeit der Formeln doch um wesentlich 
verschiedene Ansiitze handelt. Wir kénnen den Gordan’schen Ansatz 
sofort auf Gleichungen siebenten Grades iibertragen, indem wir bei 


*) Liouville’s Journal, sér. 4, Bd. 1, sowie im vorliegenden Annalenbande, p. 152 ff. 
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ihnen drei Gréssenreihen X,', X,", X," in Betracht ziehen, die dann 
den Gleichungen geniigen miissen: 


> Xt=0, SX, X,"=0, >) xX X,"—=0, 
(58) > xX"? 0, SX, X,"=0, 


Sx =o, 


(wihrend bei den Gleichungen sechsten Grades eine solche Ueber- 
tragung wegen der zu geringen Zahl der bei ihnen zur Verfiigung 
stehenden Parameter 4’, 4",4’” tiberhaupt ausgeschlossen ist). Geometrisch 
besagen die Gleichungen (58), dass wir drei Gerade suchen sollen, die 
sich wechselseitig schneiden. Das Leiztere kann in einem Punkte oder 
in einer Ebene geschehen und hieraus schliessen wir, dass die dritte 
Quadratwurzel, welche bei Auflésung der Gleichungen (58) bendthigt 
wird, keine accessorische mehr sein kann, sondern mit der Quadrat- 
wurzel aus der Discriminante der Gleichung siebenten Grades zusammen- 
fallen wird. Ich kann dies an gegenwiirtiger Stelle nicht weiter ver- 
folgen. 


§ 10. 
Berechnung des Schnittpunktes von X’ und X”. 


Um jetzt den Schnittpunkt der beiden Geraden X’, X” zu be- 
rechnen, schreiben wir vor allem die Bedingung hin, dass irgend eine 
Gerade x (die iibrigens mit den Wurzeln x der vorgelegten Glei- 
chung gar nichts zu thun haben soll) die Gerade X’ oder X” schneidet: 


n—1l 


3 X,'t, =0, bez. P. Xa, @ 
0 0 


Hier nun substituiren wir fiir die 2 nach (21), (26) ihre Werthe in 
den pix. Ich will fiir » —6 der Formel (17) entsprechend schreiben: 


2iz 


(59) m= Saye Xe, (a=e*), 


und fiir » <7 in Uebereinstimmung mit (16): 


(60) m= Sy e Xe, (y—e"), 


wo nun TT in TT’ oder TI” iibergehen soll, wenn fiir die X, die X,’ 
oder die X,” gesetzt werden. Dann werden die Gleichungen in den 
Pix fir n = 6: 








(6 


(63) ¢ 








(63) 
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O— TI,’ 2" ae TT,’ p49 -+ Me’ po3 + TH,’ —” 
+ Ty Py + Ts Ds; 

OTT” POP tT" Det Th’ Pas + Ty” Pa Pa 
+ TTY Pig + TS" D3, 


2 Pst 
Va 


(61) 


und fiir » = 7: 


(62, {, = Ty’ Py2 + Ty Pas + TMTy yy OTT 6 Psy + TMs’ Dyo + Ts’ Pos, 

O = Ty" Dyot Ty’ Dig My" Dig M6” Dag + Ty" Pye + 15” Pas: 
Wir ersetzen jetzt die p;, durch ihre Werthe in den z, ¢ und ordnen 
nach den 2,, £), 23,2, Ich will statt der beiden Gleichungen, welche 
so aus (61) bez. (62) entstehen, nur je eine hinschreiben, indem ich 
das Symbol TT* einfiihre, welches sowohl TT’ als TT” bedeuten kann. 
Wir haben dann folgende Gleichungen: 


1) bei n = 6: 


* * 
O=—2, ( ‘ + = 7 to Tey OT * 2 
—T,+T,* _- , , 
+4, (= ae 7a + . + Os - es 
ok ok 
+e( —They — Ty + + + tM 
, , T+, ,» 
+4,( — Hs + T,*4, “es oe & + 
und 
2) bei n= 7: 
(64) O = 4, ( : + T1,*2_ + T1,*25 + TT,*2,') 
+ #(—T1*4' + + +11,*2. — 152.) 


+ #,(— TT,*2,’ —TT,*4,) + + + T1y*4,) 
+ #,(— TT,*4,' + TT,*2,' —1,*2; + + ). 

Mit diesen Gleichungen (63), (64) ist jetet unsere Aufgabe im 
Princip gelist. Die Gleichungen (63) oder (64) besagen niimlich, wie 
zwei Punkte z, 2 gegen einander liegen miissen, damit ihre Ver- 
bindungslinie die Gerade X* treffe. Beide Gleichungen (63) oder (64) 
werden also fiir beliebige Werthe der ¢,’... 2, erfiillt sein, wenn 
man fiir 2, ... 2, die Coordinaten des Schnittpunktes der beiden 
Geraden X’, X” eintriigt. Mit anderen Worten: Die Coordinaten 
£1, %9, 23, 2, des gesuchten Schnittpunktes sind das gemeinsame Lisungs- 
system, welches den zweierlei Gleichungen (63) oder (64) zukommt, 
welche Werthe man auch den unbestimmten Grossen 2,’ ... £,/ beilegen 
mag. Ich unterlasse es, die Verhiltnisse der ¢ noch explicite zu be- 


en da ae ee a 
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rechnen, was nur mit Aufgeben der Symmetrie méglich scheint. Wir 
wollen zusammenfassend sagen, dass diese Verhiiltnisse zu dreigliedrigen 
Determinanten der Lagrange’schen Ausdriicke TI’, 1” proportional sind. 
Man vergleiche hierzu das entsprechende Resultat fiir die Gleichungen 
vierten und fiinften Grades (Vorlesungen, p. 188). Bei ihnen werden 
die z,, 2, den Lagrange’schen Ausdriicken, die sich aus den X, (48*) 
bilden lassen, direct proportional. — 


§ 11. 
Einige Bemerkungen iiber Gleichungen beliebigen Grades. 

Indem ich die Betrachtung der Gleichungen sechsten und siebenten 
Grades an dem hiermit erreichten Punkte abbreche, kann ich nicht 
umhin, einige Bemerkungen iiber Gleichungen héheren Grades hinzu- 
zufiigen. 

Von vorneherein ist ersichtlich, wie wir die Entwickelung des 
§ 9 auf Gleichungen héheren (n'*") Grades zu tibertragen haben. Wir 
schreiben zu dem Zwecke 
65) Xam A,(oe — 8) + ay (va? — 8) +--+ des (vet —"2), 


unter 2, die Wurzeln der vorgelegten Gleichung verstanden , bezeichnen 
mit v die grésste in = enthaltene ganze Zahl und suchen nun (vy—1) 
Reihen von Gréssen X,: 

X;’; > oa 2 ,. 
welche die folgenden Bedingungen befriedigen: 


n—1 n—t1 


> Xt=0, > XX," =0,--,, S Zi at nt, 
0 0 v 


n—l n—t 
> xX"? =0,-+, SX Xi = 0, 
(66) 0 


0 


n—1 

~y > (y--1)? 
Sxrv ao, 
uv 





was uns mit Hiilfe von (vy — 1) nebeneinanderstehenden accessorischen 
Quadratwurzeln gelingen wird. Wir beachten jetzt, dass durch diese 
X’, X”,... ein bestimmter (vy — 2)-fach ausgedehnter linearer Raum 
(ein R,_2) festgelegt wird, welcher ganz in derjenigen quadratischen 
Mannigfaltigkeit von (n—3) Dimensionen (in der M;_;) enthalten ist, 
die durch 
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n—! a—1 
(67) > X=0, SX2=0 

v 0 
vorgestellt wird, — derjenige R,_, niimlich, dessen Elemente X sich 
aus den Elementen X’, X”, ... mit Hiilfe von Parametern, die ich 
uw, wv’, ... nennen will, nach der Formel zusammensetzen: 
(68) Xp we Xe pw Xe poof pen Xe, 


Dieser Ry, wird auf Grund der Formeln (66) dem Werthsysteme 
der anfiinglichen x, covariant zugeordnet sein. Nun sind im Falle 
n= 2y die FR,» die meist ausgedehnten auf der quadratischen Mannig- 
faltigkeit (67) enthaltenen linearen Riiume. Daher haben wir fiir 
n= 2yv das von uns zuniichst anzustrebende Ziel bereits erreicht. Fir 
n=2v-+1 giebt es auf der Mannigfaltigkeit (67) ter die R,-» 
hinaus noch zwei Arten von R, 1, wobei die Beziehung die ist, dass 
durch jeden der Mannigfaltigkeit angehérigen R,_, ein R,-, der einen 
Art und ein R,_; der anderen Art hindurchgeht. Wir wollen jetzt 
unter den beiden R,1, welche durch den R,_» (68) hindurchlaufen, 
durch Verabredung den einen festlegen. Dieser R,, ist dann seiner- 
seits dem Werthsysteme der anfinglichen x, covariant zugeordnet, nur 
dass wir nicht mehr simmtliche Vertauschungen der z,, sondern nur die 
geraden Vertauschungen derselben in Betracht ziehen diirfen, Hiermit 
haben wir auch fiir n = 2v + 1 den euniichst in Aussicht zu nehmenden 
Zielpunkt erreicht. Wir bemerken hierzu noch, dass die Anzahl der 
auf der Mannigfaltigkeit (67) enthaltenen meistausgedehnten linearen 

v(v—1) 
Riume fiir n=2v und n=2v-+1 iibereinstimmend co * _ betriigt. — 

Alle diese Siitze sind, wie man sieht, die genaue Verallgemeinerung 
der Theoreme, die wir fir v—2, also n= 4,5, and fir v = 3, 
also » = 6, 7, von friiher her kennen. Aber nun tritt der ferneren 
Entwickelung eine Schwierigkeit entgegen, die wir bei vy — 2,3 unter 
Benutzung sozusagen zufilliger Umstiinde tiberwunden haben und die 
wir in principieller Form noch gar nicht anriihrten. Im Falle v = 2 
hatten wir nimlich aus /functionentheoretischen Griinden schliessen 
kénnen, dass es mdglich sei, die bei ihm in Betracht kommenden 
co! linearen Riume so durch zwei Verhiiltnissgréssen ¢,:¢, zu be- 
zeichnen, dass z,: 4%, bei den Vertauschungen der x lineare Trans- 
formationen erleide. Fiir vy = 3 begriindeten wir den analogen Schluss 
durch Heranziehung liniengeometrischer Entwickelungen: es zeigte sich, 
dass wir die dreifach unendlich vielen alsdann vorhandenen linearen 
Riume in ganz entsprechender Weise durch vier Verhiltnissgréssen 
£,:%,:%,:2, bezeichnen kénnen, Fiir vy >3 aber versagen solche 
besondere Hiilfsmittel und wir werden die Frage nach der zweck- 
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miissigsten Festlegung der dann vorhandenen linearen Riiume durch 
Parameter, sowie nach dem Verhalten dieser Parameter bei den in 
Betracht kommenden Vertauschungen der z, auf directem, algebraischem 
Wege beantworten miissen. Ich méchte mir vorbehalten, hierauf bei 
Gelegenheit zuriickzukommen, und beschrinke mich einstweilen darauf, 
auf Hrn. Lipschitz’ Untersuchungen iiber orthogonale Substitutionen 
zu verweisen, die ich dabei zu benutzen haben werde*). 


Géttingen, im October 1886. 


*) Vergl. Comptes Rendus der Pariser Academie vom 11'" und 18" October 
1880: Prineipes d'un calcul algébrique qui contient comme espéces particuliéres le 
calcul des quantités imaginaires et des quaternions, sowie die besonders er- 
schienene Schrift: Untersuchungen tiber die Summen von Quadraten (Bonn, 
Cohn, 1886). 

















Zur geometrischen Deutung des Abel’schen Theorems der 
hyperelliptischen Integrale. 


Von 


Fexix Kuer in Gottingen. 


In der im vorigen Annalenbande abgedruckten Arbeit diber Con- 
figurationen, welche der Kummer’schen Fliche szugleich eingeschrieben 
und umgeschrieben sind, entwickele ich (pag. 133 daselbst) im Anschlusse 
an die Untersuchungen von Herrn Rohn u. A. einen Satz, demzufolge 
eine gerade Linie mit den elliptischen Coordinaten 4,, 4,, 4,, 4, sich 
entweder um einen festen Punkt der zu Grunde liegenden Kummer’- 
schen Flaiche dreht oder in einer festen Tangentialebene derselben 
fortschreitet, sofern bei irgendwie fixirten Vorzeichen die Differential- 
gleichungen des Abel’schen Theorems erfiillt sind: 


4 
+4" di 
(1) zat tt 0 
> VP (4a) ? 
wo vy =(, 1 zu nehmen ist und (A) das Product bezeichnet: 


(2) g(a) = Jif a—z). 


Ich beriihre ferner (pag. 138 daselbst, Fussnote) eine andere Deutung 
desselben Theorems, die sich fiir Differentiale von analogem Aufbau 
in der Dissertation des Herrn Domsch findet*) und auf deren Inhalt 
ich weiter unten noch genauer eingehen werde. Die folgenden Ent- 
wickelungen, die ich bei Gelegenheit zusammenstellte, haben den 
Zweck, die allgemeinen auf confocale Mannigfaltigkeiten zweiten 
Grades eines beliebig ausgedehnten Raumes beziiglichen Siitze aufzu- 
weisen, unter welche sich die gesammten Theoreme subsumiren. Hier- 
durch wird, wie ich hoffe, nicht nur iiber die zunichst in Betracht 
kommenden liniengeometrischen Theoreme und eine grosse Zahl iihn- 
licher Beziehungen neue Klarheit verbreitet, sondern insbesondere auch 
unsere allgemeine Kenntniss der confocalen Mannigfaltigkeiten zweiten 





*) 1885, cf. Grunert’s Archiv, Neue Serie, Theil 2. 
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Grades durch Aufweisung einer merkwiirdigen Gruppirung gewisser in 
ihnen enthaltener linearer Raume wesentlich vervollstindigt. Letzteres 
aber erscheint um so werthvoller, als die Gruppirung der auf quadrati- 
schen Mannigfaltigkeiten enthaltenen linearen Riaiume immer noch 
wenig untersucht ist, wihrend sie doch in verschiedenem Betracht von 
durchschlagender Wichtigkeit sein muss; man vergleiche die Schluss- 
bemerkungen der hier vorangehenden Arbeit: Ueber die Aufliswng der 
allgemeinen Gleichungen sechsten wnd siebenten Grades. — Um die 
Darstellung nicht zu abstract zu gestalten, erértere ich die zur Ver- 
wendung kommenden Schlussweisen zunichst ausfiihrlich fiir den drei- 
dimensionalen Punktraum, iibertrage dieselben dann in grossen Ziigen auf 
den Raum von beliebig vielen Dimensionen und steige schliesslich zum 
Falle der Liniengeometrie wieder herab. Mein Grundsatz ist dabei, im 
Gegensatze zu sonstigen diese Fragen betreffenden Arbeiten mdglichst 
wenig zu rechnen, wesshalb ich denn auch in § 1 und anderwirts auf 
den Beweis sonst bekannter Theoreme aufs Neue eingehe. 


$1. 
Die confocalen F®) des R, und der auf sie beziigliche Fundamentalsatz. 


Indem ich von der Beriicksichtigung irgendwelcher metrischer Be- 
ziehungen oder Realitiitsdiscussionen im Folgenden durchweg absehe, 
definire ich hier, was fortan eine Schaar confocaler Flichen zweiten 
Grades des dreifach ausgedehnten Punktraums genannt werden soll, 
durch folgende Gleichung: 


4 
a? 
(2) > TE = 9 
1 t 


in der die k; irgendwie gegebene von einander verschiedene Grdéssen, 
die x; aber beliebige Tetraedercoordinaten bedeuten sollen. Als elliptische 
Coordinaten des Punktes x bezeichne ich die Wurzeln 4,, 4,, A, (all- 
gemein 4,), welche (2) bei festgehaltenen 2; fiir 4 als Unbekannte 
ergiebt. Schreiben wir dann: 


4 
(3) g(a) = Jif (a—k).(a—a) (&—D) 
1 
und verlangen das Bestehen der Abel’schen Differentialgleichungen: 
+34" -di 
4) P Sete an @, = 0, 1 
( V9 ( ha) (v ? ) ? 


so bewegt sich der Raumpunkt 4, einem Satze zufolge, der wohl 
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zuerst von Liouville aufgestellt wurde*) und der hier als Fundamen- 
talsatz bezeichnet werden soll, auf einer geraden Linie, welche die 
Flichen 4=a und 4=b beriihrt. Aus dem in der Einleitung be- 
merkten Grunde und mit Riicksicht auf die Verallgemeinerungen, die 
ich fiir héhere Fille beabsichtige, gebe ich hier zunichst einen neuen, 
mdglichst einfachen Beweis dieses Satzes. 

Mein Beweis ruht darauf, das algebraische Gebilde, welches von der 
Gesammtheit der Schnittpunkte einer beliebigen Rawmgeraden mit den 
Fliichen (2) gebildet wird, in doppelter Weise aufzufassen. Erstlich 
nehme ich, wie es am niichsten liegt, je diejenigen drei (durch die 
Werthe 4,, 4,, 4; des zugehérigen 4 unterschiedenen) Schnittpunkte 
zusammen, welche in den nimlichen Punkt der Raumgeraden fallen. 
Das algebraische Gebilde stellt sich dann als dreifache Ueberdeckung 
unserer Raumgeraden dar, wobei die drei Ueberdeckungen an den- 
jenigen Stellen Verzweigungspunkte haben, an denen die Raumgerade 
der developpablen Fliiche begegnet, welche den Flichen (2) gemeinsam 
umgeschrieben ist. Als Zahl dieser Stellen ergiebt sich auf Grund 
bekannter Abzaihlungen 8, woraus sich das Geschlecht des algebraischen 
Gebildes als 2 berechnet. Wir schliessen sofort, dass es zwei zugehirige 
tiberall endliche Differentiale giebt, die wir du, du) nennen wollen. 
Indem wir noch durch einen unteren Index 1, 2 oder 3 unterscheiden, 
ob wir uns in der ersten oder der zweiten oder dritten Ueberdeckung 
der Raumgeraden befinden (ob wir uns also die in den Differentialen 
vorkommende algebraische Function des Ortes, 4, gleich 4, oder gleich 
4, oder 4, gesetzt denken wollen) haben wir in bekannter Weise bei 
beliebigem Fortschreiten auf der Raumgeraden: 

(5) du, + du, + du, =—0, du, + du? + du, —0, 

Wir wenden uns jetzt zur zweiten Auffassung unseres algebraischen 
Gebildes. Dieselbe ruht darauf, dass wir immer diejenigen zwei Stellen 
desselben zusammengenommen denken, welche derselben Fliche 4 der 
Schaar (2) angehéren, Wir erhalten so eine zweifache Ueberdeckung 
des Gebietes der Variabelen 4, wobei, damit das Geschlecht 2 heraus- 
komme, 6 Verzweigungsstellen auftreten miissen, solchen Flichen 
zweiten Grades der Schaar (2) entsprechend, die unsere Raumgerade 
in zusammenfallenden Punkten treffen. Vier dieser letzteren Flichen 
sind a priori bekannt: es sind die doppeltzihlenden Ebenen des Coordi- 
natentetraeders’der x;, welche unter der Schaar (2) fiir A = k,, k,, ky, ky 
enthalten sind; die anderen beiden (die beliebig liegen kénnen) nennen 


*) Journal des Mathématiques, sér. I, t, 12 (1847). Wegen weiterer hier 
ankniipfender Entwickelungen und insbesondere der einschligigen Literatur vergl. 
Staude in Bd. 22 dieser Annalen (Geometrische Deutung des Additionstheorems 
hyperelliptischer Integrale etc.) 
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wir, um den Anschluss an die Formeln (3) und (4) zu erzielen, A=a 
und 4b. Ich will auch die Bezeichnung (a) der Formel (3) wieder 
aufnehmen. Dann ist vermége unserer neuen Auffassungsweise ersicht- 
lich, dass die beiden soeben eingefiihrten Differentiale du, du®) in 
folgende Form gesetzt werden kénnen: 


+41 +idi. 
6 del an ee. dian = 
©) Vola)’ Vo) 


Dies aber in (5) eingetragen ergiebt die Formeln (4), womit der ge- 
wiinschte Beweis der letsteren erbracht ist. In der That ist ja die 
»beliebige’ Raumgerade, mit der wir unseren Beweis begannen, im Ver- 
laufe des Beweises von selbst in eine solche tibergegangen, welche die 
Flichen 4 = a und 4 = b beriihrt. 

Uebrigens ist leicht zu sehen, dass wir unseren Fundamentalsatz 
noch ein wenig strenger formuliren kénnen. Man beachte, dass von 
einem beliebigen Raumpunkte aus an zwei gegebene Fliichen zweiten 
Grades 4 gemeinsame T'angenten moéglich sind, wihrend die Differen- 
tialgleichungen (4) vermége der in ihnen unbestimmt bleibenden Vor- 
zeichen gerade auch 4 Fortschreitungsrichtungen vom Punkte 4 aus 
bestimmen. Wir wussten bisher nur, dass unsere Differentialgleichungen 
thatsiichlich erfillt sind, wenn wir auf einer der genannten gemein- 
samen Tangenten fortschreiten; wir sehen jetzt, dass sie auch auf 
keine andere Weise erfiillt werden kénnen. Die gemeinsamen Tangenten 
“der Flichen 24=a und 4=b sind also als Integralcurven der Dif- 
ferentialgleichungen (4) charakterisirt. In diesem verschiirften Sinne 
soll fortan unser Fundamentalsatz aufgefasst sein. 


§ 2. 
Die erste Ausdehnung des Fundamentalsatzes. 


Statt der Gleichangen (3), (4) betrachte ich jetzt einen Augenblick 
die folgenden: 


‘ : +di 

7 A) = Jif (A—k, —_* =—0 

(7) 9, (2) IT: ), Os 

wo in @,(4) die beiden in dem friiheren (A) enthaltenen Factoren 
(A—a) und (A—b), die ich fortan als willkiirliche Factoren bezeichne, 
weggeblieben sind und dafiir nur eine Differentialgleichung geschrieben 
ist, bei der sich das Summenzeichen auf die beiden Indices 1 und 2 
beschrankt, so dass 4, als constant zu gelten hat. Welches ist die 
geometrische Deutung dieses Gleichungssystems? Da wir 4, = Const. 
gesetzt haben, so liefert die Integration von (7) jedenfalls solche 
Curven, die ganz auf einer, iibrigens beliebigen F'®) unserer Schaar 
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verlaufen. Man erkennt jetzt leicht, dass es sich einfach nur um die gerad- 
linigen Erzeugenden der F) handelt*). Der Beweis lasst sich genau 
so gliedern, wie beim Satze des vorigen Paragraphen. Wir haben 
unsere Aufmerksamkeit wieder einem einfach ausgedehnten algebraischen 
Gebilde zuzuwenden, nimlich demjenigen, das von den Schnittpunkten 
einer geradlinigen Erzeugenden unserer festen F'®) mit den iibrigen 
F®) der confocalen Schaar gebildet wird. Dieses Gebilde kann einmal 
so aufgefasst werden, dass es die gewahlte Erzeugende mehrfach (und 
zwar doppelt) iiberdeckt, andererseits wieder so, dass jeder Fliche 4 
zwei seiner Elemente zugeordnet werden, wobei sich Verzweigungs- 
stellen bei 4 =—k,, k,, k,, k, einstellen. Der Vergleich beider Auf- 
fassungsweisen ergiebt sofort, dass die Differentialgleichung (7) beim 
Fortschreiten auf einer geradlinigen Erzeugenden der festen F'® that- 
sichlich erfiillt ist. Nun bietet (7) aber ebenso viele Vorzeichencom- 
binationen dar, als die Zahl der Erzeugenden betragt, die auf A, —= Const. 
durch einen beliebigen Punkt laufen. Die in Rede stehenden Erzeugen- 
den sind also wieder auch die einzigen Curven, die der vorgeschriebenen 
Differentialbeziehung geniigen. 

Diese Betrachtung und Interpretation der Gleichungen (7) sollen 
hier nur vorliufige Bedeutung haben. Was wir eigentlich anstreben, 
ist die geometrische Integration der folgenden Gleichung: 


+di, 
(8) > Vat 7 


in der g,(A) dieselbe Bedeutung hat, wie in (7), die Summation tiber 
a aber von 1 bis 3 erstreckt ist, also siimmtliche 4 als beweglich gelten. 
Offenbar handelt es sich jetzt darum, dass der Punkt 4,, 4,, 4, auf 
gewissen Fldchen fortschreitet, die den Raum so erfiillen, dass durch 
jeden Punkt vier derselben laufen. Aus dem Umstande, dass wir es 
in (8) mit der Differentialgleichung des Additionstheorems des ellipti- 
schen Integrals erster Gattung zu thun haben, werden wir sofort 
schliessen, dass es sich um algebraische Flichen handelt. Aber welches 
ist die nahere Definition dieser Flichen? Ich sage, dass wir Ebenen 
finden und zwar keine anderen Ebenen, als die gemeinsamen Tangen- 
tialebenen der F') unserer confocalen Schaar. 

Der niachstliegende Beweis dieses Satzes beruht auf einer directen 
Verallgemeinerung der Betrachtungen des vorigen Paragraphen. Da 
es bekannt ist, dass es gemeinsame Tangentialebenen unserer F'®) giebt 





*) Dieser Satz ist keineswegs neu; man findet ihn beispielsweise in Herrn 
Darboux's Buche: Sur une classe remarquable de courbes, et de surfaces algébri- 
ques (Paris 1878), auf welches ich hier um so lieber verweisen will, als es mannig- 
fache Beziehungspunkte auch zu den folgenden Paragraphen des Textes darbietet, 
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und dass diese Ebenen eine Developpable vierter Classe umhiillen, so 
geniigt es, zu verificiren, dass die Differentialgleichung (8) erfiillt ist, 
wenn wir in einer solchen Ebene, die wir als gegeben betrachten, 
fortschreiten. Dies aber gelingt sofort, wenn wir beachten, dass die 
Paare geradliniger Erzeugender, in denen eine solche Ebene von 
unseren confocalen F'®) geschnitten wird, innerhalb der Ebene eine 
Curve dritter Classe vom Geschlechte Eins umhiillen, zu der ein be- 
stimmtes iiberall endliches Integral gehért, das wir « nennen, — dass 
fiir je drei in einem Punkte der Ebene zusammenlaufende Tangenten 
der Curve dem Abel’schen Theoreme zufolge 


uU, + u, + us = Const. 


ist, — dass endlich du vermége der Beziehung der Curve auf das 
Gebiet der Variabelen 4 in die Form gesetzt werden kann: 


di 
a8 Tox) 
Der Unterschied dieser Betrachtung von der friiheren ist ersichtlich 
nur der, dass jetzt eine ebene Curve zu Grunde gelegt wird, wo wir 
damals eine mehrfach iiberdeckte Gerade vor uns hatten. 

Der hiermit angedeutete Beweis ist an sich so einfach wie még- 
lich. Er setzt aber voraus, dass wir iiber die Existenz und Haupt- 
eigenschaften der gemeinsamen Tangentialebenen unserer F' bereits 
unterrichtet sind, und eignet sich daher nicht fiir die weiterhin beab- 
sichtigten Verallgemeinerungen, bei denen uns solche Vorkenntnisse 
nicht zu Gebote stehen. Ich entwickele daher hier eine andere Beweis- 
methode, bei welcher die Existenz der gemeinsamen Tangentialebenen 
unserer F'®) selbst erst aus (8) erschlossen wird. 

Die neue Methode, welche ich darzulegen habe, geht davon aus, 
Gleichung (8) mit Gleichung (7) zu vergleichen und die fiir (7) ge- 
fundene Interpretation als bekannt vorauszusetzen. Gleichung (7) geht 
aus Gleichung (8) hervor, indem wir A, constant nehmen. Wir schliessen, 
dass die durch (8) definirten Flichen die EKigenschaft haben, jede 
Fliche 4, = Const., d. h. schlechthin jede F'®) unserer confocalen 
Schaar, nach Curven zu schneiden, welche (7) befriedigen, d. h. nach 
geradlinigen Erzeugenden zu schneiden. Unsere Fiche ist also jeden- 
falls vollstindig durch gerade Linien tiberdeckt. Nun gehen aber 
durch jeden Raumpunkt drei F'®) der confocalen Schaar. Unsere 
Fliiche ist also sogar dreifach durch gerade Linien iiberdeckt. Dann 
aber muss sie aus evidenten Griinden eine Ebene sein. Denn eine 
krumme Flache kann nie mehr als zwei Schaaren geradliniger Erzeugen- 
der aufweisen (Hyperboloid). Wir finden also Ebenen, und zwar Ebenen, 
welche stimmtliche F®) unserer Schaar nach geraden Linien schneiden, 
d. h. gemeinsame Tangentialebenen der F'*) unserer Schaar, w. z. b, w. 
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Wir miissen noch ausfiihren, dass mit den so definirten Ebenen 
simmtliche gemeinsame Tangentialebenen unserer F'® erschépft sind. 
Dies gelingt folgendermassen. Wir betrachten irgend zwei durch einen 
Punkt laufende F'® unserer Schaar und die zweimal zwei Erzeugenden, 
welche auf diesen F'® durch den Punkt hindurchgehen. Soll eine 
gemeinsame Tangentialebene saimmtlicher confocaler F'® durch den 
Punkt hindurch méglich sein, so muss dieselbe jede der beiden vor- 
genannten F'@ nach einer durch den Punkt hindurchlaufenden Er- 
zeugenden schneiden, sie muss also eine der beiden durch den Punkt 
hindurchgehenden Erzeugenden der einen Fliiche mit einer der beiden 
entsprechenden Erzeugenden der anderen Fliche verbinden. Die Zahl 
der durch den Punkt hindurchlaufenden gemeinsamen Tangentialebenen 
unserer F'®) kann also nicht grosser als 4 sein, und da 4 gerade auch 
die Zahl der bei (8) méglichen Vorzeichencombinationen ist, so ist die 
geforderte Ergiinzung unseres Gedankenganges erbracht: 

Durch jeden Raumpunkt hindurch gehen der Differentialgleichung 
(8) entsprechend vier Ebenen, welche geometrisch als gemeinsame Tan- 
gentenebenen der F'™ der confocalen Schaar charakterisirt sind. 

Es ist sehr merkwiirdig, dass die Erginzung, welche wir unserem 
zweiten Beweisgange hinzufiigten, zu derjenigen, welche beim ersten 
Beweisgange néthig war, gewissermassen complementiir ist. In der 
That handelte es sich jetzt darum, dass geometrisch nicht mehr Ebenen 
einer gewissen Definition geliefert werden, als es Ebenen giebt, die 
der Differentialgleichung (8) geniigen, wihrend wir friiher zu zeigen 
hatten, dass unsere Differentialgleichungen nicht etwa noch andere 
Integralmannigfaltigkeiten zulassen als diejenigen, deren geometrische 
Natur wir bereits erkannten. 


§ 3. 
Die zweite Ausdehnung des Fundamentalsatzes. 


Die zweite Ausdehnung, die ich dem Fundamentalsatze zu geben 
beabsichtige, bezieht sich auf Folgendes: es soll sich darum handeln, 
anzugeben, wie sich die Bedeutung der Gleichungen (4) oder (8) 
modificirt, wenn wir in (A) oder g,(4) statt eines oder mehrerer 
Factoren (4 —k;,) willkiirliche Factoren (A—c), (A—d), ete. einfiihren. 

Um die so gestellte Frage in einfachster Weise zu beantworten, 
bediene ich mich einer geometrischen Transformation. Ich setze: 


(9) xu? = §;. 


Dann geht Gleichung (2) der confocalen Flaichen zweiten Grades in 
folgende iiber: 


36* 
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1 
gj 
(10) > 5-9 
1 


d. h. die Schaar der Flachen in die Schaar der einfach unendlich vielen 
Osculationsebenen einer Raumcurve dritter Ordnung. Fiir Gleichung 
(4) aber, die wir in unverianderter Form hersetzen: 


3 
w-da 
~ Ve (4a) 


(11) ' 
(2 1; p(4) =f: f a—k) (@—a) a—»), 

1 
ergiebt sich nach leichter Ueberlegung*), dass sie diejenigen Kegel- 
schnitte des Raumes der & definirt, welche die Ebenen (10), die folgen- 
den Parameterwerthen entsprechen: 

4=k,,k,, ky, k,, a, 6, 

bertihren. Gleichung (8) hingegen, die ich ebenfalls noch einmal 
herschreibe: 


(12) ' 
(« (A) =[iJo _ k)) , 


bedeutet jetzt diejenigen Steiner’schen Flichen, welche zur Raumcurve 
dritter Ordnung (10) in der Beziehung stehen, dass sie eine beliebige 
Osculationsebene derselben in zwei Kegelschnitten schneiden, die vier 
Osculationsebenen aber, deren Parameter 4 bez. gleich k,, k,, k,, ky, 
sind, nach Erstreckung ganzer Kegelschnitte beriihren. 

Der Gewinn, den wir hiernach durch die Substitution (9) erzielt 
haben, liegt darin, dass die Unterscheidung der Factoren (4— k;) und 
der willkiirlichen Factoren (A—a) etc. fiir die geometrische Deutung 
gegenstandslos geworden ist. Fiihren wir statt etwelcher Factoren (4 —k;) 
neue willkiirliche Factoren (A—c) etc. ein, so ist der Erfolg augen- 
scheinlich der, dass in den gerade ausgesprochenen Siitzen an Stelle 
der Ebenen 4 = k; etc. die Ebenen 4 — etc. zu nennen sind, wahrend 
die Form der Sitze selbst voéllig ungeiindert bleibt. Dies legen wir 
jetzt zu Grunde und kehren vermége der Transformation (9) von den 


*) Nimlich entweder vermiége unserer Transformation aus dem Fundamen- 
talsatze des § 1, oder auch durch Wiederholung des damaligen Beweisverfahrens 
an dem von den Schnittpunkten des Kegelschnitts und der Osculationsebenen (10) 
erzeugten algebraischen Gebildes, 
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§; zu den a; zuriick. Die urspriingliche Frage nach der Bedeutung 
der modificirten Differentialgleichungen im Raume der 2; ist dann in 
folgende rein algebraische verwandelt: Im Raume der &; ist ein Kegel- 
schnitt gegeben (der selbstverstiindlich mjt der Raumcurve dritter Ord- 
nung (10) sechs Osculationsebenen gemein hat) oder auch eine Steiner’sche 
Fliiche, welche zur Raumcurve dritter Ordnung in der oben bezeichneten 
Beziehung steht (die der Raumcurve eingeschrieben ist, wie man kurz 
sagen kénnte): es soll entschieden werden, welche Bilder Kegelschnitt 
und Steiner’sche Fliche im Raume der x; finden. 

Ich will das Resultat, welches sich unmittelbar darbietet, hier 
nur fiir den Fall aussprechen, dass simmtliche Factoren (4—,) durch 
willkiirliche Factoren ersetzt worden sind, Dabei benenne ich eine 
Fliiche oder eine Curve oder auch Punktsystem als symmetrisch, wenn 
die zugehérige algebraische Definition bei irgend welchen, Vorzeichen- 
iinderungen der x; ungeindert bleibt. Wir haben dann folgende Sitze: 

I. Sei 

p (4) = (A—a) (4 —b) (A—c) (A—d) (A—e) (Af), 


dann werden die Differentialgleichungen: 


ae ae 
(13) ee en... Commi) 
2 V (Ay) ‘ 


durch symmetrische Curven achter Ordnung integrirt, welche die Flichen 
4A =a,b,c,d,e,f je achtmal in besichungsweise symmetrisch gelegenen 
Punkten beriihren. 

Il. Set 


p, (4) = (A—e) (A—d) (A—e) (A—f). 
Die Integralflichen.der Differentialgleichung: 


(14) > ie 5 


sind dann symmetrische Fliichen achter Ordnung, welche jede F'@) der 
confocalen Schaar in einem Paare symmetrischer Curven achter Ordnung 
durchsetzen, die Flichen 4 = c, d,e,f aber nach Erstreckung je einer 
solchen Curve beriihren. 

Wie nun entstehen aus diesen Curven und Flichen die speciellen, 
die wir in § 1 und 2 fanden? Die Sache ist selbstverstiindlich elementar, 
und so mag es geniigen, hier nur das Resultat der betr. Ueberlegung 
mitzutheilen. So lange in (A) oder g,(A) der Factor 4 — kh, noch 
nicht vorhanden ist, wird die Coordinatenebene x; = 0 von der sym- 
metrischen Curve oder Fliche achter Ordnung gewissermassen senk- 
recht geschnitten, d. h. so geschnitten, dass die Tangente der Curve 
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bez. die Tangentialebene der Flaiche durch den gegeniiberliegenden 
Eckpunkt des Coordinatentetraeders hindurchliuft. Dies kann nicht 
vollig aufhéren zu gelten, wenn auch einer der Factoren von (A) 
oder g,(4) in (A—&,) tibergeht, wihrend dann doch gleichzeitig die 
Curve oder Fliche achter Ordnung die Ebene 2; = 0 beriihren soll. 
Die Folge ist, dass die 8 Schnittpunkte der Curve mit der Ebene in 
4 Doppelpunkte zusammenriicken und die Schnittcurve achter Ordnung 
der Flache mit der Ebene in eine Doppelcurve vierter Ordnung iiber- 
geht (wihrend Curve wie Flache nach wie vor symmetrisch bleiben). 
Man denke sich dies jetzt bei simmtlichen 4 Coordinatenebenen gleich- 
zeitig eintretend. Dann ist die Folge, wie man sofort sieht, dass die 
Curve oder Fliche in ein symmetrisches Aggregat von 8 linearen 
Bestandtheilen gerfallt, also die Curve in 8 Gerade, die Fliche in 8 
Ebenen, die aus einer Geraden bez. Ebene durch die Vorzeichenwechsel 
der 2; hervorgehen. Und nun ist die Beziehung zu den Sitzen der 
§ 1 und 2 ohne weiteres ersichtlich: wir haben damals je nur von 
einer dieser acht geraden Linien oder Ebenen gesprochen, insofern wir 
keinen Anlass hatten, auch noch die anderen Linien ete. zu betrachten, 
die aus-der ersten Geraden durch die Vorzeichenwechsel der x; ent- 
stehen. Dem entspricht auch, dass wir statt der achtmaligen Beriihrung 
der Curve achter Ordnung mit gewissen [lichen zweiten Grades in 
§1 nur eine je einmalige Beriihrung der in Betracht kommenden 
geraden Linie und der Flichen 4 =a und 4 = b fanden, etc. etc. — 
Ich habe hier gleich die beiden fussersten Fille einander gegen- 
iibergestellt, dass nimlich an den Producten g(A), 9,(4) entweder 
keiner der Factoren 4 — k; oder alle diese Factoren betheiligt sind. 
Es hat keinen Zweck, die verschiedenen modglichen Zwischenfille hier 
einzeln aufzuzihlen, Ich will hier nur den Fall hervorheben, dass in 
(A) drei der Factoren (4 —k,) und also noch drei willkiirliche Factoren 
enthalten sind. Die Integralcurven des allgemeinen Falles zerfallen 
dann in Kegelschnitte, welche nur auf der einen der vier Coordinaten- 
ebenen senkrecht stehen (in dem eben erwihnten Sinne), wahrend sie 
gleichzeitig drei F’®) der confocalen Schaar je zweimal beriihren*). 


§ 4. 
Uebergang zu Raiumen von (x — 1) Dimensionen. 

Indem wir jetzt statt des gewdhnlichen Punktraums einen Raum 
von (n—1) Dimensionen, R,-1, einfiihren, versuchen wir die Ent- 
wickelungen der § 1 und 2 auf diesen allgemeineren Fall zu iibertragen. 
Eine gleiche Uebertragung ist natiirlich ebensowoh! bei den Betrachtungen 


*) Man sehe diesen Satz bei Darboux, l. c. — 
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des § 3 statthaft; wir unterlassen sie aber, da sie keinerlei besondere 
Schwierigkeit darbietet und eine blosse Hiufung in ihrer Allgemeinheit 
doch unanschaulicher Theoreme nicht unser Zweck sein kann, Auf den 
Inhalt des § 3 kommen wir vielmehr erst zuriick, wenn wir spiter die 
fiir beliebiges m erhaltenen Resultate am Falle der Liniengeometrie, 
der n = 6 entspricht, wieder specialisiren. 

Als Ausgangsgleichung fiir unsere neue Betrachtung werden wir, 
der Gleichung (3) entsprechend, die folgende hinstellen: 


(15) Dal 


1 


vermége deren jedem Raumpunkte x im Ganzen (n — 1) elliptische 
Coordinaten 
Ay, 4g, «++, Ant (allgemein A.) 

zugeordnet werden. Wir wollen dabei sagen, dass jede einzelne Glei- 
chung (15) eine guadratische Mannigfaltigkeit von (n—2) Dimensionen, 
Me»), bestimmt. Den Buchstaben M mit ihnlicher Stellung zweier 
Indices verwenden wir spiiter allgemein zur Bezeichnung irgend welcher 
algebraischer Mannigfaltigkeiten nach Ordnung und Dimension. Ins- 
besondere lineare in Ry, einbegriffene Mannigfaltigkeiten bezeichnen 
wir kurzweg mit dem Buchstaben R, wobei wir die Dimensionen 
wieder durch einen rechts unten beigefiigten Index markiren (z. B. R,)*). 

Wenn wir jetzt zuniichst das Analogon zum Fundamentalsatze des 
§ 1 aufstellen wollen**), so werden wir vor Allem dem Producte der 
m jetzt a priori gegebenen Factoren 


Te — ki) 


noch (n—2) willkiirliche Factoren zufiigen, die 

(4 — ax) 
heissen sollen (x= 1, 2,..., (—2)), so dass ein Ausdruck (A) 
entsteht, der folgendermassen lautet: 


(16) (4) = I [a-% FTo- atx). 


Wir construiren dann die Differentialgleichungen : 


*) Dies ist dieselbe Bezeichnungsweise, deren ich mich in der vorangehen- 
den Abhandlung bediene, 

**) Die Ausdebnung des Fundamentalsatzes auf beliebig ‘viele Dimensionen 
findet sich schon in einer Arbeit von Schlafli, die von 1849 datirt ist und 1852 
in Crelle’s Journal t. 43 verdffentlicht wurde, 
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n—1 
ada 
(17) > = ———-— == 0, v=0, 1,. eo9 (n— 3), 





und finden durch genau dasselbe Schlussverfahren, das wir in § 1 
anwandten, den folgenden ersten Satz: 
I. Die Gleichungen (17) werden durch diejenigen co"—* R, integrirt, 
welche die (n—2) beliebig vorgegebenen M®;): 
A=a,,4=—4,, ..., A= ay-2 


beriihren, und von denen durch jeden Rawmpunkt 2"-* hindurchgehen. 

Diese Zahl 2"-* ist zuniichst durch die Zahl der in (17) méglichen 
Vorzeichencombinationen gegeben; wir bestimmen sie algebraisch, in- 
dem wir die (n—2) Kegel zweiter Ordnung, die sich vom beliebig 
gewihlten Raumpunkte aus an die (n—2) M®.) legen lassen, zum 
gemeinsamen Schnitt bringen. Dass beidemal dieselbe Zahl resultirt, 
ist in der Form, die wir Satz I ertheilt haben, bereits ausgesprochen. 

Wir fahren nun fort, wie in § 2 zu Anfang, indem wir von den 
in g(A) auftretenden willkiirlichen Factoren zwei weglassen, also etwa 
schreiben : 


(18) 91 (4) =f: [a—h) -fa—a) 


_ und nun nur (n—3) Differentialgleichungen bilden, bei denen wir eines 


der 4, also etwa A,_;, als constant voraussetzen: 


(19) 3s on ae ee 


Wir finden: 
Il. Durch jeden Punkt der einzelnen Mi? »): 
An—1 = Const. 
laufen den Gleichungen (19) entsprechend 2"-° in der M{? ») enthaltene 
R,, welche geometrisch dadurch charakterisirt sind, dass sie die (n—4) 
beliebig vorgegebenen M® .): 





A=a,, 4 =a,,..+, 4 = Gna 

beriihren. 

Die Gesammtzahl der so auf der einzelnen Ms (bei festgehaltenen 
@;» @a,+++, @n—4) bestimmten R, betriigt co*-*. Was die Zahl 2"-° 
angeht, so erhalten wir dieselbe algebraisch, indem wir die ausgezeich- 
nete M®,, [deren Gleichung 4,_, = Const. ist] mit ihrer Tangential- 
ebene in dem gerade ausgewiihlten Punkte und iibrigens den (n— 4) 
Kegeln zweiter Ordnung schneiden, die sich vom genannten Punkte 
aus an die Mannigfaltigkeiten 4 = a,, a, ..., Gna legen lassen. 
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Jetzt ist deutlich, dass wir den Schritt, der von (16) und (17) zu 
(18) und (19) fihrt, und der darin besteht, dass wir zwei der will- 
kiirlichen in g(a) enthaltenen Factoren wegwerfen und dafiir die 
Zahlenreihen, welche die Indices @ und v in den Differentialgleichungen 
durchlaufen, je um eine Einheit kiirzen, — fir gréssere m mehrere 
Mal wiederholen kénnen. Ich will annehmen, dass dieser Schritt 


] sein wird. An Stelle des 
in (16) eingefiihrten (A) erhalten wir dann: 


n—2 


2 
2 





bereits g-mal ausgefiihrt sei, wo @ <[ 


n—2 - 20 


(20) P(A) =i Ja—%) gi (A—a,), 
1 1 


an Stelle der Differentialgleichungen (17) aber die (n — 2 — 9) Differen- 
tialgleichungen : 


n—1—@ 


+4. da ' 
(21) Pon oe vy=0,1,...,(n—3—@). 
Der zugehérige Satz aber, der die Sitze I und II als specielle Fiille 
unter sich begreift, wird folgendermassen lauten: 
Ill. Auf der Mj‘ ,1, welche irgend 9 Mannigfaltigkeiten unseres 
confocalen Systems: 


(21 b) y ae a C; ’ An—z =— C,, seep A,~¢ = Ue 


gemeinsam ist, verlaufen den Differentialgleichungen (21) entsprechend 
durch jeden Punkt 2"-*-¢ R,, die geometrisch unter den iibrigen R, der 
genannten Mannigfaltigkeit dadurch defmirt sind, dass sie die n—2—2@ 
M®s): 

i= a, A=, ee ey A == An—2-20 
bertihren. 

Die Gesammtzahl der hier (bei festen C,, C,,..., Cg, @y , Gy) +++) Gn—v—2@) 
in Betracht kommenden R, ist oo*—¢-*, 

Die Aufstellung der Siitze I, I, III erfolgt auf Grund der friiheren 
Betrachtungen ohne Schwierigkeit. Es ist nun aber die Frage, ob wir, 
an sie ankniipfend, so weiterschliessen kénnen, wie in § 2 geschah, 
ob wir also zu mehrfach ausgedehnten linearen Riumen von erkenn- 
barer geometrischer Kigenschaft gefiihrt werden, wenn wir den Index 
a in den Formeln (17), (19), (21) gleichfoérmig von 1 bis » — 1 laufen 
lassen und die so entstehenden Differentialgleichungen integriren. Dass 
dies in der That der Fall ist, wollen wir im folgenden Paragraphen 
zeigen. 
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§ 5. 
Ausdehnung der Satze des vorigen Paragraphen. 


In welcher Richtung die Ausdehnung der Sitze des vorigen Para- 
graphen zu suchen ist, diirfte nach dem Gesagten bereits erkennbar 
sein. Wenn wir in den Differentialgleichungen (21) die Summation 
nach @ nicht von 1 bis (n—1—@), sondern von 1 bis (n—_1— e+ 6) 
ausdehnen, wo 6 irgend eine Zahl < @g ist, also schreiben: 


n-1—@+o , 
4° da 
(22) 5 Se ant, certs is, tum 
1 V Po (4a) 
wihrend, den Gleichungen (21b) entsprechend, 
(23) Ana = C,, A a—3 ops +e Anette = Co, 


gesetzt sein soll, so werden wir bei Integration der neuen Differential- 
gleichungen von jedem Punkte der durch (23) vorgestellten Rice 
auslaufend 2"-!-e+* ganz in dieser Mannigfaltigkeit enthaltene alge- 
braische M,,, (iiberhaupt also auf der durch (23) vorgestellten Mannig- 
faltigkeit oo”-®-¢ M,4:) erhalten. Von diesen M,1; wissen wir zunichst 
nur, dass sie jedes Aggregat von weiter zutretenden 6 Mannigfaltig- 
keiten Me .): 

(24) An—eto—1 = Coot, + - +) An-g = Cy 

~ dem Satze III des vorigen Paragraphen zufolge (wie aus Vergleichung der 
Differentialgleichungen hervorgeht) nach lauter solchen FR, schneiden, 
welche die an dem Ausdrucke ,(4) ausgezeichnet betheiligten Mannig- 
faltigkeiten 

(25) A=4,, A= Gy, .. +, A = Gn—2-29 

beriihren (wobei alle in (24) enthaltene beriihrende R, dieser Art zur 
Verwendung gelangen). Hieraus wollen wir schliessen, dass die Mg. 
selber linear (also Rgi1) sind, — dass sie jede einzelne der zutretenden 
Mannigfaltigkeiten (24) nach einem Paare linearer Réwme (Rg) schneiden, 
welche zusammenfallen, wenn man als zutretende Mannigfaltigkeit ins- 
besondere eine der (25) wihlt, — dass ferner ausser den Rgi1, die (24) 
geniigen, keine anderen Rg. derselben geometrischen Definition existiren. 
Wir mégen in diesem Satze der Zahl o insbesondere den Maximal- 
werth @ ertheilen. Dann soll es also den Differentialgleichungen ent- 
sprechend: 


+22. 
(26) >: a = 0, vy =0,1,...,(n—3—9) 
¢ | 


von jedem Punkte des re auslaufend 2"-* Roi, (i. e. im Ganzen 
co"—*- Roii) geben, welche jede unserer confocalen Mannigfaltigkeiten 
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nach einem Paare von Ry schneiden, die dann und nur dann zusam- 
menfallen, wenn man eine der Mannigfaltigkeiten (25) herannimmt ; 
gzugleich soll es keine anderen Rox, dieser Eigenschaft geben als die 
durch (26) gefundenen. 

Man bemerke, dass wir aus dem letztausgesprochenen Satze den 
vorangehenden, auf beliebiges 6 beziiglichen und darum scheinbar all- 
gemeineren sofort wieder ableiten kénnen. Denn wenn der Schnitt 
eines der in Rede stehenden oo*-*-¢ Ro,, mit jeder der confocalen 
Mannigfaltigkeiten in lineare Bestandtheile zerfallt, so geschieht noth- 
wendig das Gleiche mit dem Schnitte, den Roi, mit beliebig vielen, 
gleichzeitig in Betracht gezogenen confocalen Mannigfaltigkeiten gemein 
hat. Nun reprisentirt jeder durch (22), (23) definirte Rosi, wie 
durch Vergleichung der Differentialgleichungen (22), (26) hervorgeht, 
nur den einzelnen der 2¢-¢ linearen Bestandtheile, die in dem hiermit 
bezeichneten Sinne durch Zusammenstellung eines geeigneten Ro, mit 
den Mannigfaltigkeiten (23) definirt wird (wie denn auch die Zahl 
der Roy; und Ro; beidemal dieselbe, niimlich co*-*-¢, ist). Daher ist 
deutlich, dass der Schnitt des R,4, mit beliebig zutretenden weiteren 
confocalen Mannigfaltigkeiten genau ebenso in lineare Bestandtheile 
zerfallen muss, wie der Schnitt des Ro;,. Der auf beliebiges o be- 
ziigliche Satz ist also in der That ein specieller Fall des zu (26) gehérigen, 
und wir werden den letzteren als den zusammenfassenden Ausdruck 
des durch unsere Ueberlegungen fiir den Raum von beliebig vielen 
Dimensionen abzuleitenden Resultates betrachten diirfen. 

Was den Beweis der somit formulirten Siitze betrifft, so fiihre ich 
ihn genau entsprechend zu den Ueberlegungen des § 2. Es handelt 
sich vor Allem darum, einzusehen, dass unsere M,,, linear sein miissen 
(also Roy: sind). In dieser Hinsicht gingen wir in § 2 davon aus, 
dass eine Fiche nicht dfter als zweimal von geraden Linien tiberdeckt 
sein kann, ohne eben zu sein. In der That werden die geraden Linien, 
welche durch einen Flaichenpunkt laufen, der Tangentialebene im 
Flachenpunkte und der im Punkte osculirenden Fliche zweiten Grades 
gemeinsam sein, und ihre Zahl kann also nur dann > 2 sein, wenn 
die Tangentialebene ein Bestandtheil der genannten Fliche zweiten 
Grades ist, was bei einer gekriimmten Fliche nur in einzelnen Punkten 
denkbar ist. Ich formulire dementsprechend fiir mehr Dimensionen den 
folgenden Grundsatz: 

Eine Mo4: ist linear (also ein Ro41), wenn von jedem Punkte der 
Mo: mehr als zwei der Mx: angehirige Riwme Re auslaufen. - 

Wir beachten jetzt, dass der von uns zu beweisende Hauptsatz in 
Folge der Theoreme des § 4 jedenfalls fiir 6 = 0 richtig ist (die dort 
durch die Differentialgleichungen definirte VM, ist ein R,). Wir werden 
also annehmen, derselbe sei iiberhaupt bereits fiir « = 6’ bewiesen, 
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und werden dann zeigen, dass er fiir 6 = 6’ + 1 ebenfalls gilt. Dieser 
Beweis aber gelingt unmittelbar in Folge des formulirten Grundsatzes 
(den wir hier als richtig acceptiren, ohne ihn weiter zu begriinden). 
Die Mo4:, die wir durch Integration von (22) erhalten, liegt den 
Formeln (23) entsprechend auf @ — 6 confocalen Mannigfaltigkeiten, 
wo o< y at durch jeden Punkt der M,+; gehen also noch weitere 
(n—1—@-+<¢) confocale Mannigfaltigkeiten, eine Zahl, die fiir n>4 
jedenfalls grésser als 2 ist. Nun aber schneidet jede dieser weiteren 
confocalen Mannigfaltigkeiten lings einer durch unseren Punkt hin- 
durchlaufenden M,, die nach Voraussetzung linear ist. Unsere M4, 
hat also die Eigenschaft, dass von jedem ihrer Punkte aus mehr als 
zwei in ihr enthaltene R, auslaufen, und also ist sie nach unserem 
Grundsatze selbst linear (= R,4:), was zu beweisen war, 


Was die tibrigen Punkte unserer Behauptungen angeht, so erledigen 
wir sie ebenfalls nach dem Vorbilde der in § 2 gegebenen Ent- 
wickelungen. 

Zuniichst ist zu zeigen, dass die R,4,, welche jede einzelne con- 
focale Mannigfaltigkeit, wie wir jetzt wissen, nach zwei R, schneiden, 
die Mannigfaltigkeiten (25) speciell nach solchen zwei F, treffen, die 
zusammenfallen. Wieder nehmen wir an, der Satz sei fiir kleinere 
Werthe von o bewiesen (wie er es fiir 60 ja in der That ist). 
Dann haben also die simmtlichen R,, welche aus Rg, durch die con- 
focalen Mannigfaltigkeiten ausgeschnitten werden (und die R,:, wie 
wir wissen, mehrfach iiberdecken), die Eigenschaft, jene beiden Rg, 
in denen Rg,; einer Mannigfaltigkeit (25) begegnet, in einem Paare 
zusammenfallender R,_, zu treffen, woraus gewiss folgt, dass die beiden 
R,, welche aus R,,; durch die einzelne Mannigfaltigkeit (25) aus- 
geschnitten werden, zusammenfallen. (Auf gleiche Weise zeigt man, 
dass die beiden R,, nach denen eine confocale Mannigfaltigkeit, die 
nicht zu den (25) gehdrt, unserer R,1, begegnet, allgemein zu reden 
nicht coincidiren). 

Wir behaupten ferner, dass es keine anderen 2,4; derselben, uns 
nun bekannten geometrischen Definition giebt, als diejenigen , die aus 
unseren Differentialgleichungen entspringen. Auch diese Behauptung 
ist fir 6 =O (und zwar durch algebraische Abzihlung) bewiesen, so 
dass wir abermals nur zu zeigen brauchen, dass sie fiir 6 = 6 + 1 
gilt, wenn sie fiir 6 =o’ zutrifit. Wir denken uns irgend einen R41 
gegeben, der, auf den confocalen Mannigfaltigkeiten (23) gelegen, die 
iibrigen confocalen Mannigfaltigkeiten in der bier nickt noch einmal 
zu nennenden Weise durchsetzt, Derselbe wird ein System linearer 
Differentialgleichungen befriedigen, das wir fiir einen Augenblick 
folgendermassen schreiben wollen: 
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n—1—o0+9 
(27) « M’’.dig=0, v—O0,1,...,(n—3—@). 
i 

Nun wird unser R,,, nach Voraussetzung von jeder zutretenden con- 
focalen Mannigfaltigkeit in zwei R, von kanonischer Definition durch- 
setzt, d. h. in zwei R,, welche den Differentialgleichungen geniigen, 
die aus (22) hervorgehen, wenn man bei der Summation einen der 
angegebenen Werthe von « iiberspringt. Dies aber heisst nichts An- 
deres, als dass aus (27) durch Nullsetzen eines beliebigen der dd, 
immer dasselbe System linearer Differentialgleichungen entstehen soll, 
wie aus den mit den richtigen Vorzeichen genommenen Formeln (22), 
was nicht anders mdglich ist, als wenn fiir die gegebenen R,, die 
Gleichungen (27) bei geeigneter Wahl der Vorzeichen mit den Glei- 
chungen (22) gleichbedeutend sind, was zu beweisen war. 


§ 6. 
Verification des gerade gegebenen Beweises. 


Der Beweis, den ich im vorigen Paragraphen erbrachte, diirfte 
bei manchem Leser vielleicht darum auf Schwierigkeiten stossen, weil 
ich das von mir benutzte Theorem der mehrdimensionalen Geometrie 
ohne weitere Erliuterung hingestellt habe. Ich will also nicht unter- 
lassen, meine Schliisse, soweit sie geometrisch waren (also mit Ausnahme 
des letzten, wesentlich algebraischen) auch noch durch Rechnung zu 
verificiren, wobei ich nur insofern an meinem bisherigen Entwickelungs- 
gange festhalte, als ich mich nach wie vor auf die Theoreme des 
§ 4 stiitze. 

Die Sache ist einfach folgende. Das allgemeine Integral der Glei- 
chungen (26) (die ich hier allein in’s Auge fasse, da ihre Betrachtung 
geniigt, wie wir friiher sahen) ist bekanntermassen durch Null- 
setzen einer Matrix von (n — e-+1) Verticalreihen und (2n—2) Hori- 
zontalreihen gegeben: 


bart APE La pe (Ay) AT Ge (A) =» Ve (As) 

oe Rees SV Po (As) ag’ V Po (Ao) + +> V Pe (Ar) 
n—t1 n—2 

ap fr... 


—1 n—2 


ber mr Lah pe (ey) UV Ge (ey) «++ V Pe (er) 
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hier sind u,, @,, ---, @a—1 Integrationsconstanten. Es handelt sich 
jetzt darum, aus dieser Matrix die von uns aufgestellten Theoreme ab- 
zuleiten. 

Erstlich wollen wir zeigen, dass die durch diese Matrix dargestellte 
algebraische M,,, im Raume der =~ linear ist. Wir wissen zunichst 
nur, nach § 4, dass wenn wir 


(29) An—1 = O,, Ans = Cy, -. «) Ane = Cp 


setzen und selbstverstiindlich die dann in der Matrix vorkommenden 
Quadratwurzeln: 
(30) V0(Cy), VPe(Cr)» «+ +> VPe(Ce) 
irgendwie fixiren, dass dann das Verschwinden der Matrix eine auf 
den Mannigfaltigkeiten gelegene lineare Mannigfaltigkeit von einer 
Dimension (einen f,) vorstellt. Aber eben hieraus kénnen wir un- 
seren Schluss machen. Zu den Gleichungen (29) kénnen nimlich die 
Vorzeichen (30) im Ganzen auf 2¢ Weisen hinzugewahlt werden. 
Andererseits ist die M,:-,, welche durch die Gleichungen (29) dar- 
gestellt wird, als Schnitt von g Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung 
selber von der Ordnung 2¢. Die durch (28) vorgestellte Mj; hat 
hiernach die Eigenschaft eine M,,:-, von der Ordnung 2¢ nach 2e R, 
zu schneiden. Dies aber heisst nach dem Bezout’schen Theoreme, dass 
_ Mo+, selber linear, = Ro; ist. 

Ferner zeigen wir, dass der Schnitt des R,4; mit einer beliebigen 
confocalen Mannigfaltigkeit 


A = 1? 


aus zwei Ry besteht. Es werden zwei getrennte Mannigfaltigkeiten, 
weil wir wieder in der Hand haben, fiir /g,(4,-1) in unsere Matrix 
+V(C,) oder — V Po (C,) einzutragen, — und jede dieser Annahmen 
fiihrt zu einer linearen Mannigfaltigkeit, dh. zu einem Rp, weil die 
Hinzunahme fester Werthe von A,_»,..., An—g und der zu ihnen ge- 
hérigen Quadratwurzeln, wie soeben, je einen R, ergiebt. 

Endlich, dass die beiden R,, in denen unsere Rj, eine der 


Mannigfaltigkeiten 
A= a4, 


durchsetzt, zusammenfallen, folgt einfach daraus, dass q¢z(a,) ver- 
schwindet und also in diesem Falle der Unterschied, der durch die 


Vorzeichenwahl von /g, eingefihrt wird, verschwindet. 








si 
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§ 7. 


Besondere Betrachtung der Verhiltnisse auf der einzelnen M/? ,. 


Im Interesse der liniengeometrischen Anwendungen, die ich beab- 
sichtige, erliiutere ich hier noch besonders den Fall der im vorigen 
Paragraphen aufgestellten Sitze, in welchem 6 = g—1 genommen 
ist und also eine elliptische Coordinate constant gesetzt wird: 

(31) dni = C,. 
Wir haben dann die Differentialgleichungen : 

SY +27-al 
32 a —*__* on), y=(,1,...,(n—3— 
@ SSB 1, . +) (m—3—@) 
und hierzu den Satz, den ich mit I benennen will: 

I. Auf der Mannigfaltigkeit (31) verlaufen durch jeden Punkt 
2-5 Raiume R,, welche geometrisch dadurch definirt sind, dass sie alle 
anderen confocalen Mannigfaltigkeiten nach Paaren von Réumen Ros 
schneiden, welch’ letstere fiir die besonderen Mannigfaltigkeiten 

Aa a,, A= 4,,..+, 4 = An2e-2 
zusammenfallen. Diese Ry sind die Integrale der Differentialglei- 
chungen (32). 

Ich wiinsche diesen Satz mit der allgemeinen Theorie der auf 
einer M{, enthaltenen linearen Riume*) in Verbindung zu setzen. 

Erstlich machen wir eine gewisse Abzihlung. Der genannten 


Theorie zufolge enthilt eine mM, Riume R, fir e=1,2,..., - . * 
; (e+1) (2n —3e—4) 





und zwar von der einzelnen Art je Raume aller 
dieser Arten treten auch in Satz I auf. Ihre Anzahl berechnet sich 
dabei folgendermassen. Halten wir die (n — 2@— 2) Grossen a, fest, 
so tiberdecken die zugehérigen R, die Mi?» endlichfach, die Zahl der 
Ry ist also oo**-¢. Denken wir uns jetzt auch noch die a, be- 
weglich, so kommen wir auf co®*-%¢-* R,. Diese Zahl stimmt nur 
dann mit der vorher angegebenen, wenn g=1. Wir kénnen hiernach 
folgendermassen sagen: 

II. Durch die in I auftretenden Ry werden stimmitliche R,, die auf 
(31) vorhanden sind, erschipft, keineswegs aber die sonstigen mehrfach 
ausgedehnten R. 

Wir beschriinken uns jetzt auf den Fall eines geraden » und setzen 

n—2 


@=-—;—- Der Ausdruck gp(4) enthilt dann tiberhaupt keine will- 

*) Vergl. in dieser Hinsicht insbesondere Segre: Studio sulle quadriche in 
uno spazio lineare ad un numero qualunque di dimensioni, Atti di ‘Torino, Memorie, 
1884, sowie verschiedene Angaben und Bemerkungen in meiner eigenen hier voran- 
gehenden Abhandlung. 
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kiirlichen Factoren mehr, was diesem Falle sein besonderes Interesse 


verleiht. Andererseits weiss man, dass die R,_,, die (fiir gerades m) 


2 
auf einer M®, vorhanden sind, in zwei gleichberechtigte Classen zer- 


fallen, so zwar dass die R, , der einzelnen Classe sich continuirlich 


2 
an einander anschliessen, nirgends aber einen Uebergang zu den R, , 
‘oD 
der anderen Classe haben (das einfachste Beispiel geben die beiden 
Erzeugendensysteme eines Hyperboloids). Mit Riicksicht hierauf be- 


haupte ich: 
Ill. Die 2"-* Réwme R,_,, welche (fiir geradesn und 9—= "—* 


n—2 2 





2 
dem Satze 1 entsprechend von einem beliebigen Punkte der M&», aus- 
laufen, vertheilen sich gleichfirmig auf die beiden in Rede stehenden 
Classen, so zwar, dass immer solche zwei R,_, zu verschiedenen Classen 


2 
gehiren, deren Differentialgleichungen (32) sich durch eine ungerade 
Zahl von Zeichenwechseln unterscheiden. Diejenigen dem Satze I ge- 
niigenden R,_,, welche derselben Classe angehiren, bilden je ein irre- 
2 

ducibeles Ganzes. 

Was den Beweis angeht, so wollen wir die iibrigens bekannte 
Bemerkung vorausschicken, dass eine gerade Zahl von Zeichenwechseln 


der Coordinaten x; jede der beiden auf unserer Me.) (31) gelegenen 

Classen von R,_, ungeiandert lisst, eine ungerade Zahl aber sie ver- 
2 

tauscht. Wir miissen jetzt ferner die Formeln heranziehen, welche 

die Coordinaten 2; mit den elliptischen Coordinaten 4,, ..., Ans ver- 

kniipfen. Dieselben lauten bekanntlich, unter 6 einen Proportionalitiits- 


factor verstanden: 





(44—K,) (te—Ky) = =* (Ant —k) 


34 
6) Pn—2 (k;) 4 


6X; = 


wo 


9x2 (4) = (4-,) (AB)... (AI), 


oder besser, da wir die Quadratwurzeln aus den einzelnen Factoren 
(4a—k,) sogleich unabhingig von einander betrachten miissen: 








(34b) 6,00 YS VS—S- Vea —% | 


ew 
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Hiermit stellen wir nun die Differentialgleichungen (32) fiir 9 = .— 


zusammen; wir wollen dieselben in der entsprechenden Form schreiben: 


n—-2 


+17 -di a 
35 PRE ke io SEE sot... 2S, 
( ) a Vi, — hs Vi, —h--Vi,—h, > (v “~— * = 


Wir denken uns jetzt zuniichst, indem wir die simmtlichen A, 
festhalten, eine dieser Differentialgleichungen fixirt, etwa diejenige, 
die lauter +- Zeichen aufweist, und fragen, durch welche Vor- 
zeicheniinderungen der Quadratwurzeln V4. —k wir von ihr zu den 
iibrigen hingelangen. Da in (35) immer m der genannten Quadrat- 
wurzeln mit einander multiplicirt sind, so kann dies in jedem Falle 
auf eine grosse Zahl verschiedener Weisen geschehen. Unabhingig 
von dieser Willkiir finden wir aber offenbar, da m gerade ist, folgen- 
den Satz: 

Die Anzahl der Vorzeichenwechsel, die wir an den VA, — k; an- 
bringen miissen, ist gerade oder wngerade, je nachdem wir von der 
anfinglichen Differentialgleichung zu einer solchen mit einer geraden 
oder ungeraden Anzahl von Minuszeichen tibergehen wollen. 

Wie nun verhalten sich hierbei die Ausdriicke 6x; (34b)? Ein jeder 
derselben enthilt yon den in Betracht kommenden Factoren A, — k; 
(a==1, 2,..., (m—2)) wieder eine gerade Zahl. Daher folgt (bei aller 
Unbestimmtheit im Einzelnen): 

Die x; erfahren eine gerade oder wngerade Zahl von Zeichen- 
wechseln, je nachdem wir bei der anfiinglichen Differentialgleichung eine 
gerade oder ungerade Zahl von Vorzeicheninderungen anbringen. 

Dies aber heisst in der That, nach der vorausgeschickten Be- 
merkung, dass die R,_,, welche zu verschiedenen Vorzeichencombi- 

2 
nationen in (35) gehdren, dann und nur dann von derselben Classe 
sind, wenn die Anzahl der Vorzeichenwechsel, die von dem einen 
Systeme von Differentialgleichungen zum anderen hiniiberfiihren, gerade 
ist, w. z. b. w, 

Wir priifen jetzt unsere Angabe iiber die Irreducibilitét der von 
unseren R , erzeugten Gebilde. Von einer bestimmten Anfangslage 


2 
aus lassen wir das Element x auf der Mannigfaltigkeit 4,_; = C, (31) 
irgend welchen Weg beschreiben, durch welchen es schliesslich zu 
seiner Anfangslage zurtickkehrt, und sehen zu, wie sich dabei die ver- 
schiedenen Systeme von Differentialgleichungen (35) permutirt haben 
mégen. Wir wollen dies in der Weise bewerkstelligen, dass wir 
Ay, Ay, -++) Ang als die eigentlichen Veriinderlichen betrachten, die 


Matbematische Annalen, XXVIII, 37 
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dann ibrerseits sich wegen (34b) so bewegen miissen, dass nicht nur 
sie selbst, sondern auch die Producte 
Va, — ky Vay — iy e+ + Vang — 

(bis auf einen etwa bei allen simultan eintretenden und auf den Pro- 
portionalitiatsfactor 6 zu rechnenden Zeichenwechsel) zu ihren Anfangs- 
werthen zuriickkehren. Wir fragen, welche Zeichenwechsel dabei in 
(35) auftreten mégen. Offenbar kann dies nur eine gerade Zahl von 
Zeichenwechseln sein, wir kénnen aber auch jede vorgegebene Art von 
Zeichenwechseln, deren Anzahl gerade ist, wirklich erzielen. Hierin 
liegt, was iiber die Irreducibilitét gesagt wurde. 





§ 8. 
Anwendung auf Liniengeometrie. 


Die Anwendung der vorhergehenden Ueberlegungen auf Linien- 
geometrie betrifft selbstverstiindlich, wie in der Einleitung in Aussicht 
genommen, die Theorie der ,,confocalen“ Liniencomplexe zweiten Grades, 
welche in bekannter Weise durch das Gleichungssystem 


(36) > oe DdSaz=0 
1 


1 





- dargestellt werden (wo sich die zweite Gleichung aus der ersten er- 
giebt, indem man 4 = oo setzi). Wir haben hier fiir n — 6, C, = co 
ganz die Primissen des vorigen Paragraphen. Die Elemente der aus- 
gezeichneten M{}, die durch 4, =o gegeben ist, nennen wir gerade 
Linien, ihre R, Strahlbiischel, die beiden Arten der ihr angehérigen 
R, beziehungsweise Strahlenbiindel und Geradenfelder. Der einzelne 
durch (36) gegebene Complex zweiten Grades hat mit einem Strahl- 
biischel, allgemein zu reden, zwei Strahlen gemein, mit einem Strahlen- 
biindel einen Kegel zweiter Ordnung, mit einem Geradenfeld eine 
Curve zweiter Classe. 

Wir recurriren jetzt auf Satz I des vorigen Paragraphen und 
haben sofort, indem wir zunichst @ = 1 setzen: 

I’. Jede Raumgerade gehirt acht Strahlbiischeln an, die dadurch 
definirt sind, dass sie mit jedem von zwei vorgegebenen Complexen 

A=a,, A4=a, 

zwei zusammenfallende Strahlen gemein haben. Diese Strahlbiischel sind 
die Integrale der Differentialgleichungen 


4 ’ 
= 2 a: di, ‘ 
(37) > Ve(ba) =0, (v=90, 1, 2), 
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wo 
6 2 
p(a—= [if a—h- ef a—a). 
1 1 


Hierzu beachte man, dass, Satz II des vorigen Paragraphen zu- 
folge, jedes Strahlbiischel von zweien der confocalen Complexe in 
dem erwihnten Sinne beriihrt wird, dass also, bei geeigneter Annahme 
von a;, @, jedes Strahlbiischel des Raumes seine Darstellung durch 
(37) findet. 

Wir setzen ferner in Satz I des vorigen Paragraphen 9 = 2, 
ziehen gleichzeitig Satz III] heran und erhalten das Theorem von der 
Gemeinsamkeit der Singularitiétenfliche unserer Complexe. In der That 
haben wir: 


I”. Jede Raumgerade gehirt vier Strahlenbiindeln wnd vier 
Geradenfeldern an, welche die Eigenschaft haben, mit jedem der con- 
focalen Complexe einen in zwei Strahlenbiischel szerfallenden Kegel 
eweiter Ordnung, bez. eine in zwei Strahlenbiischel serfallende Curve 
eweiter Classe gemein zu haben. Diese Biindel bez. Felder sind durch 
folgende Differentialgleichungen definirt: 


4 


” . dd, 
(38) 2 =—0, (v=Q, 1), 


o)= PP a—m 


gesetat ist und sich die verschiedenen Vorzeichencombinationen auf die 
Biindel und Felder in der erliiuterten Weise vertheilen. Die Fliiche 
der Biindelmittelpunkte und die von den Felderebenen umhiillte Fliche 
sind irreducibel. 

Hier sind nun die Differentialgleichungen (38) keine anderen, als 
die von Hrn. Rohn aufgestellten, auf die in der Einleitung Bezug 
genommen wurde. Der Unterschied unserer jetzigen Entwickelung 
gegeniiber der von Hrn. Rohn gegebenen oder auch gegeniiber meiner 
eigenen, im vorigen Annalenbande enthaltenen (Ueber Configura- 
tionen etc.) ist dabei der, dass jetzt nicht, wie dort, die Existenz der 
gemeinsamen Singularitiitenfliche unserer Complexe bereits als bekannt 
angesehen und nur die Richtigkeit der Differentialgleichungen bewiesen 
wird, dass vielmehr die Existenz der gemeinsamen Singularitiitenfliche 
selbst aus den Differentialgleichungen erschlossen wird. Freilich bleibt 
bei unserem jetzigen Gedankengange ein wichtiger Punkt noch 
unerledigt, dass némlich die Fliche der singuliren Punkte mit der 
87* 


wo 
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Fliche der singuliiren Ebenen identisch ist; ich werde im folgenden 
Paragraphen hierauf zuriickkommen. — 

Haben wir so den Anschluss an die ersten Siitze erreicht, die zu 
Beginn dieser Mittheilung vorangestellt wurden, so gelingt jetzt ohne 
Schwierigkeit auch der Uebergang zu dem eben dort genannten Theoreme 
des Hrn. Domsch. Wir haben zu dem Zwecke an die Entwickelungen 
des § 3 anzukniipfen, wobei wir uns aber darauf beschriinken wollen, 
nur einen der Factoren 4 — k;, nimlich 4 — k,, durch einen willkiir- 
lichen Factor 4 — a, zu ersetzen und diese Aenderung auch nur an 
den Differentialgleichungen (37) anzubringen. Wir erhalten so die 
Gleichungen: 


4 *.di 
(39) £ te: dhe 





—— =0, (v=), 1, 2), 


> 5 3 
Vil Ga—*): fe] @-o) 


1 


deren geometrische Interpretation verlangt wird. Nach den Er- 
liuterungen des § 3 wird es sich jedenfalls darum handeln, dass die 
Raumgerade 2 eine einfach ausgedehnte quadratische Mannigfaltigkeit, 
d. h. eine Regelschaar durchliuft, welche ungeandert bleibt, wenn 
man 2, im Vorzeichen indert. Letztere Eigenschaft aber lisst sich 
auf Grund bekannter liniengeometrischer Entwickelungen geometrisch 
kurz dahin ausdriicken, dass die Erzeugenden unserer Regelschaar 
paarweise in Bezug auf den Complex x, = 0 als conjugirte Polaren 
zusammengehéren, oder auch, was dasselbe ist, dass die conjugirte 
Regelschaar, d. h. die zweite Erzeugung des von unserer Regelschaar 
iiberdeckten Hyperboloids, dem Complexe x2, = 0 angehért. Im 
Uebrigen wird, in Uebereinstimmung mit § 3, unsere Regelschaar die 
drei Complexe 4==a,, 4=a,, 4=a, je zweimal beriihren, d. h. 
mit jedem einzelnen derselben statt vier getrennter Strahlen zweimal 
zwei zusammenfallende Strahlen gemein haben. Wir finden das Theorem : 

Il. Von jeder Raumgeraden aus erstrecken sich acht Regelschaaren, 
welche die drei vorgegebenen Complexe 4 = a,, A= d,, 4 = ay je ewei- 
mal beriihren und dabei die Eigenschaft haben, dass die von ihnen 
tiberdeckten Hyperboloide vermige ihrer zweiten Erzeugung dem Complexe 
X= 0 angehiren. Diese Regelschaaren sind analytisch durch die 
Differentialgleichungen (39) definirt. 

Der hiermit gewonnene Satz steht dem von Hrn. Domsch ge- 
gebenen sehr nahe, aber er ist mit ihm noch nicht identisch. Hr. Domsch 
operirt tiberhaupt nicht, wie wir hier, mit beliebigen Raumgeraden, 
sondern immer nur mit den Geraden eines bestimmten der sechs 
linearen Fundamentalcomplexe, sagen wir mit den Geraden von x,=0. 
Dies hat zufolge, dass von den vier elliptischen Coordinaten der Raum- 
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geraden eine (etwa 4,) den constanten Werth k, bekommt und aus 
der Reihe der Verinderlichen ausscheidet. Ich will der besseren Ueber- 
sicht halber die ganze Reihe der hier entstehenden Sitze anfiihren. 
Formel (37) findet ihr Analogon, indem wir schreiben: 


: +i -di, 
> z a a 
* VII (2, — h) - (te — %) 
2 

(wo neben fiinf Factoren (A —k,) jetzt ein willkiirlicher, (A — a,), 
vorhanden ist), was uns von jeder geraden Linie des Complexes 2, = 0 
auslaufend vier diesem Complexe angehdrige Strahlbiischel ergiebt, welche 
den beliebig angenommenen Complex 4=a, je einfach beriihren. Formel 
(38) scheidet aus dem Vergleich aus, weil in (40) unter der Quadrat- 
wurzel iiberhaupt nur ein willktirlicher Factor vorhanden ist und also 
nicht zwei weggelassen werden kénnen, wie es der Fortschritt von 

(37) zu (38) verlangt. 
Das Gegenbild zu Forme] (39) gewinnen wir, indem wir den in 
(40) auftretenden Factor (A —k,) tiberall durch (4 — a,) ersetzen, 


unter a, eine willkiirliche Grésse verstanden. Wir haben dann die 
Differentialgleichungen : 


(40) =0, (v=0, 1), 


4 %.d 
(41) > — ss tte" a —— 0, (vy = 0, 1), 


‘ V ET e—%)- FJ o- 


und finden ihnen entsprechend von jeder Linie des Complexes x, = 0 
auslaufend vier dem Complexe x, = 0 angehdrige Regelschaaren, welche 
die beliebig vorgegebenen Complexe 4 =a, und 4 =a, je zweimal be- 
riihren und deren conjugirte Regelschaaren dem Complexe x, =O an- 
gehiren. Dies aber ist der Domsch’sche Satz, 


§ 9. 
Verallgemeinerung der Kummer’schen Flache. 


Als besten Gewinn der vorangehenden Erérterungen betrachte ich, 
dass sich eine naturgemiisse Verallgemeinerung der Kummer'schen 
Fliiche ftir den Fal) hyperelliptischer Functionen héheren Geschlechtes 
darbietet. Die Kummer’sche Fliche erscheint im Vorhergehenden als 
der Inbegriff der oo? Strahlenbiindel, bez. oo? Geradenfelder, welche 
den hyperelliptischen Differentialgleichungen vom Geschlechte 2 ge- 
niigen: 
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+2-di 
42 a —<*__* == (), =0Q, 1), 
(42) Voth) (v ) 


6 
wo (A) das Product IT (4 —k,) bezeichnet. Ist nun p>2 ge- 
1 


geben, so werden wir entsprechend n=—2p-+-2 wihlen (so dass 


p= + ist), zunichst eine der elliptischen Coordinaten ¢onstant 
setzen: 


(43) An-1 = C, 
und nun die Differentialgleichungen hinschreiben: 
n—2 
+2%-da 
Die, == ( ass =< 
(44) 2 Vo(i,) » (v ), 1, »(p—1)), 


wo (A) = [‘] (A — k,) zu nehmen ist. Die irreducibelen Mannig- 
1 


faltigkeiten von zweimal co? R,, welche die Mannigfaltigkeit (43) nach 
Satz I1 und Il des § 7 den Differentialgleichungen (44) entsprechend 
enthidlt, erscheinen uns als die Verallgemeinerungen der das eine Mal 
von Punkten gebildeten und das andere Mal von Evdenen umhiillten 
Kummer’schen Fliche. An die Stelle der Zahl 4, welche Ordnung und 
Classe der Kummer’schen Fliche angiebt, tritt dabei die Zahl 2"-4. — 

Hier nun wird es unabweisbar, zu discutiren, warum die von den 
Punkten gebildete und die von den Ebenen umbhiillte Kummer’sche 
Fliche identisch sind. Wir werden den Beweis hierfiir liefern miissen, 
indem wir von den elliptischen Liniencoordinaten 4 und den Differential- 
gleichungen (42) ausgehen, und zusehen, was die Uebertragung der- 
selben Ueberlegung auf den Fall grésserer Dimensionenzahl liefert. 

Der in Aussicht genommene Beweis gestaltet sich jedenfalls am 
einfachsten, indem wir aus (42) zeigen, dass alle Linien, fiir welche 
zwei A einander gleich werden (also etwa 4, = 4, ist), gleichzeitig 
die von den singuliren Punkten gebildete Kummer’sche Fliche und 
die von den singuliren Ebenen umbiillte Kummer’sche Fliiche beriihren. 
Dies aber gelingt folgendermassen. Ich will, um unnéthige Unbestimmt- 
heiten zu vermeiden, mir die Differentialgleichungen (42) hier so ge- 
schrieben denken, dass die Terme mit dd, das + Zeichen haben. 
Setzen wir dann, indem A, =A, genommen ist, p(d,) = (A,), 80 
werden vier der acht zu unterscheidenden Systeme von Differential- 
gleichungen lauten 


(45 a) (dd, + dag) + A,” da, <a," + dys dy” 
Vp) —— Vo (as) —— Vo a) 


=0, (v=90, 1), 
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vier andere aber folgendermassen: 


ev) Ba a— SW 5 She de, 5 Shea te g, fps, 
= Vo (4s) —— Vo (ts) — Vo (a) sd rt) 





Die vier Systeme der einen und der anderen Art vertheilen sich dabei 
gleichférmig auf die singuliren Punkte und die singuliiren Ebenen, 
welche die Gerade 4 triigt: denn unter den Gleichungssystemen (45a) 
und (45b) sind gleichférmig zwei mit einer geraden und zwei mit 
einer ungeraden Zahl von Minuszeichen. Nun sage ich, — und darin 
liegt unser Beweis, — dass von den Gleichungen (45b) immer die- 
jenigen beiden, welche durchaus entgegengesetate Vorzeichen haben, in 
threr geometrischen Bedeutung zusammenfallen (so dass also die Glei- 
chungen (45b) nicht zwei auf der Geraden 4 befindliche Punkte und 
zwei durch sie hindurchgehende Ebenen vorstellen, sondern nur einen 
auf ihr befindlichen (doppeltzihlenden) Punkt und eine durch sie hin- 
durchgehende (doppeltzihlende) Ebene). — In der That, ob ich bei- 
spielsweise schreibe: 





(da, — adi,) 1,” di,-i,” di,.-4." 
O= oe ma oe yan, 1 
Vo (a) . Vp (4s) * Vo (a4) ( » 1) 
oder 
(d1, — d’,) 1,” ai, - a2 ry ee Pad 
Cue See SR. ww ee sents 
Vo (ay) Vip (As) Vp (24) ( )), 


kommt geometrisch auf dasselbe hinaus, Denn die eine Gleichung 
geht aus der anderen hervor, wenn ich 4, mit 4, vertausche, und dies 
ist eine fiir die geometrische Deutung irrelevante Operation. — 

Wir wiederholen jetzt dieselbe Ueberlegung an den Differential- 
gleichungen (44). Wieder spalten wir die 2"-* Systeme von Differential- 
gleichungen, die in (44) eingeschlossen sind (und die sich auf 2-4 
Systeme der einen Art und 2"~ der anderen Art nach der Zahl der 
Minuszeichen vertheilen), fiir 4, == 4, in 2"-*, welche den Term 
na - 4,”, und in ebensoviele, welche den Term Ss - Ay’ 
enthalten. Von letzteren erschliessen wir dann, dass sie paarweise zu 
demselben doppeltzihlenden R, gehéren. Wir haben also folgenden 
Satz, in welchem wir die gewiinschte Verallgemeinerung erblicken, 
wenn er auch der Form nach von dem urspriinglich fiir die Kummer’sche 
Vliche aufgestellten Theoreme zunichst sehr verschieden erscheint: 

Wahrend sich von einem beliebigen Punkte unserer Mannigfaltigheit 
(43) aus 2"-* getrennte R, der einen und ebensoviele R, der anderen 
Art erstrecken, die beziehungsweise den Differentialgleichungen (44) ge- 
niigen, fallen fiir solche Punkle von (43), fiir welche zwei 4 einander 
gleich sind, 2"-° der genannten R, der einen Art und ebensoviele der 
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anderen Art zu 2"-® doppeltzihlenden R, der einen, bez. der anderen 
Art zusammen. 

Ich unterlasse es, diesen Satz noch weiter zu verfolgen, ins- 
besondere auch solche Punkte von (43) in Betracht zu ziehen, fiir 
welche mehrere 4 einander gleich werden*), will aber den Wunsch 
nicht unterdriicken, dass dies von anderer Seite geschehen mige. Was 
den Fall » = 4 angeht, so findet man die betreffenden Verhiiltnisse 
in Bd. V dieser Annalen, p. 295—296, auseinandergesetzt. 


Gottingen, im October 1886. 


*) Durch Hrn. Bertini bin ich vor laingerer Zeit auf eine Unrichtigkeit in 
meiner alten Arbeit ,,Zur Theorie der Liniencomplexe des ersten und zweiten 
Grades“ (Math. Ann. t. 2) [derselben Arbeit, in der die nun wieder benutzten 
confocalen Liniencomplexe zweiten Grades eingefiihrt wurden] aufmerksam ge- 
macht worden, die ich bei dieser Gelegenheit verbessern will. In Nr, 4 daselbst 
(p. 202) ist die Definition der allgemeinen Liniencoordinaten in unrichtiger Weise 
mit gewissen Momenten in Verbindung gesetzt worden, indem ich niimlich bei 
der Berechnung der Momente bestimmte Factoren vernachlissigte, die nicht weg- 
gelassen werden diirfen, auch wenn man nur die Verhiltnisse der Momente in 
Betracht ziehen will. Ich kann den Leser nur bitten, den Eingang der genannten 
Nr. 4 bis zum Schluss des cursiv gedruckten Satzes einfach durchzustreichen. 
Desgleichen muss der Satz modificirt werden, mit welchem Nr. 1 meiner Arbeit 
iiber ,,die allgemeine lineare ‘Transformation der Liniencoordinaten“ beginnt 
(Bd, II dieser Annalen, p. 366). 


F, Kl. 
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Ueber algebraische Correspondenzen und das verallgemeinerte 
Correspondenzprincip*). 


Von 


A. Hurwirz in Kinigsberg. 


Bekanntlich ist das Chasles’sche Correspondenzprincip, welches 
nur fiir das Entsprechen von Punkten auf einer Curve vom Geschlechte 
Null Giiltigkeit besitzt, von Herrn Cayley auf Curven von beliebigem 
Geschlechte erweitert worden, eine Erweiterung, welche zuerst von 
Herrn Brill bewiesen wurde**). Dieses verallgemeinerte Correspon- 
denzprincip lautet folgendermassen: 

» Awischen den Coordinaten 2,, %, 73, Y4, Yo, Y3 zweier Punkte 
x und y einer algebraischen Curve C vom Geschlechte p sei eine alge- 
braische Gleichung 


V(X, X25 | Yi» Yor Ys) =O 
gegeben. Vermdge dieser Gleichung werden jedem Punkte x der 
Curve eine bestimmte Anzahl « mit 2 beweglicher und im Allgemeinen 
von x verschiedener Punkte y und umgekehrt jedem Punkte y der 
Curve eine bestimmte Anzahl 6 mit y beweglicher und im Allgemeinen 
von y verschiedener Punkte x entsprechen. Dann kommt es immer 


C=a+ B+ 2py 
Mal vor, dass zwei entsprechende Punkte 2, y zusammenfallen. Dabei 
bedeutet » eine positive Zahl, welche angiebt, wie viele von den 
Schnittpunkten der Curve V(x, , %,, %3 | Y¥1) Yo) Y3) = 9 oder auch der 
Curve V(y,, Yo, Ys | %,, Z, %,) =O mit der Curve C in den Punkt y 
hineinfallen, wenn unter y,, y., y, die Coordinaten irgend eines be- 
liebigen Punktes y der Curve C verstanden werden.“ 


*) Abgedruckt aus den Sitzungsberichten d. k. siichs. Gesellschaft d. Wiss., 
mathematisch-physische Classe, Sitzung vom 11. Januar 1886. 

**) Cayley, Comptes rendus, Bd. 62, pag. 586 und Transactions of the R. 
Soc. London Bd. 158, pag. 145. Brill, Math. Annalen Bd, 6, pag. 33 und Bd. 7, 
pag. 607. Man vel. auch die ,,Vorlesungen tiber Geometrie“ von Clebsch, heraus- 
gegeben von Lindemann (Bd. I, pag. 441 ff. und Bd. lI, pag. 720ff.) 
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Die Zahl y heisst (mach Herrn Brill) die , Werthigkeit“ des 
Punktes x = y. 

Es ist eine wesentliche Voraussetzung dieses Satzes, dass die 
algebraische Correspondenz auf der Curve C in bestimmter Weise, 
nimlich durch eine Gleichung ¥Y = 0, definirt werden kénne. Nun 
zeigen aber Beispiele, dass Correspondenzen existiren, fiir welche diese 
Voraussetzung nicht zutrifft, Ich habe mir deshalb die Aufgabe ge- 
stellt, alle itiberhaupt méglichen algebraischen Correspondenzen zu be- 
stimmen und die Zahl ihrer Coincidenzen festzustellen. 

Bei der Behandlung dieser Aufgabe erschien es rathsam, an Stelle 
der algebraischen Curve eine beliebige Riemann’sche Fliche als 
Trager der Correspondenz anzunehmen. Die fiir die Riemann’sche 
Fliche gewonnenen Resultate lassen sich dann nicht nur auf ebene 
algebraische Curven, sondern iiberhaupt auf alle einstufigen geome- 
trischen Gebilde, welche durch eine beliebige Anzahl algebraischer 
Gleichungen definirbar sind, ohne Weiteres iibertragen. Jedes solche 
Gebilde kann ja als eine besondere Erscheinungsform einer Riemann’- 
schen Flache aufgefasst werden. 


$ 1. 


Relationen zwischen den Integralen erster Gattung und deren 
Periodicitétsmoduln. 


Um eine méglichst geringe Zahl von Voraussetzungen zu machen, 
mége die Aufgabe, um welche es sich handelt, folgendermassen formulirt 
werden: 

» 4wischen zwei Stellen z und y einer Riemann’schen Fliche vom 
Geschlechte p findet eine analytische Abhiingigkeit statt der Art, dass 
jeder Stelle 2 der Fliiche eine gewisse Zahl @ mit x beweglicher und 
im Allgemeinen von a verschiedener Lagen y’, y”,...y* der Stelle y 
correspondiren. Es soll diese Correspondenz zwischen den Stellen x 
und y analytisch definirt und die Zahl ihrer Coincidenzen bestimmt 
werden.“ 

Es ergiebt sich zuniichst, dass nothwendig jeder Lage der Stelle 
y nur eine endliche Anzahl 6 von Lagen 2’, 2”,...2? der Stelle x 
correspondiren kénnen. Der Beweis, welcher auf bekannten Principien 
beruht, mége nur kurz angedeutet werden. Angenommen, es kénnten 
einer Stelle y unendlich viele Stellen 2’, x”,... entsprechen, so wiirde 
mindestens eine Stelle a auf der Riemann’schen Fliche vorhanden sein, 
in deren noch so klein angenommenenen Umgebung unendlich viele 
der Stelle y correspondirende Stellen liegen. Diese Stelle a wiirde 
eine wesentlich singulire im Gebiete der variabeln Stelle x sein und 
eine solche kann nicht existiren. 
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Indem ich mich der Behandlung des aufgestellten Problems zu- 
wende, bemerke ich zuvérderst, dass ich den Fall p= 0, welcher 
sich in bekannter Weise einfach erledigt, ausschliesse. Ferner sollen 
die Indices 

i, k,l, m,n 
Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3,...p bedeuten und falls sie als Summa~ 
tionsbuchstaben auftreten, all’ ihre Werthe durchlauten, sodass z. B. 


i=p 
das Zeichen >’ als Abkiirzung fir >’ gebraucht wird. 
é‘=1 
Es seien nun 
te (2), tey(2), «- «top (a) 
die Werthe von p unabhiingigen iiberall endlichen Integralen der 
Flache an der Stelle z, Betrachten wir die Summe 


ue (y’) + u(y”) + ++ + u(y") 
als Function der Stelle ~, so-wird dieselbe erstens tiberall endlich 
sein und zweitens, wenn « einen geschlossenen Weg beschreibt, sich 
um eine Periode von « vermehren, da sich die Stellen y’, y”,... y* 
nur unter einander vertauscht haben kénnen, wenn « auf seinen Aus- 
gangspunkt zuriickgekehrt ist*). Die obige Summe ist daher ein tiberall 
endliches Integral der Fliche und es bestehen also die p Gleichungen: 
QQ) Say = D>)miui(2) + (b= 1,2,..-2), 
r=1 i 

wo die Coefficienten xz von der Stelle w unabhingige Groéssen vor- 
stellen **), 

Die Constanten 2, sind offenbar von der Wahl der in den Inte- 
gralen «(2) enthaltenen additiven Constanten abhingig. 

Die Integrale u(x) sollen nun, was stets méglich ist, so gewihlt 
werden, dass sie die folgenden primitiven Periodicitiitsmoduln besitzen: 


wu, -++1,0,+++O, ayy, yy, +++ Gp, 


Uy > - 0, l,-- - 0, hy,» Aon, * * * Azpy 


me <.* 0, 0,--- l, Mpi, Upe,*** App 


*) Es ist méglich, dass von den Stellen y’, y”, ... y* einige abgesondert 
werden kénnen, die bei allen geschlossenen Wegeu, welche « beschreibt, sich nur 
unter sich vertauschen, Dann ist die betrachtete Correspondenz reductibel. Ob 
dieses eintritt oder nicht, lassen wir dahingestellt, 

**) Aehnliche Gleichungen bestehen auch, wenn man eine Correspondenz 
zwischen zwei Stellen zweier Riemann’schen Flichen betrachtet, Diese Glei- 
chungen kénnen als eine Verallgemeinerung des Abel’schen Theorems angesehen 
werden, in welches sie tibergehen, wenn eine der beiden Flaichen das Geschlecht 
Null besitzt. 
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Dann lassen sich die Coefficienten 2;,; auf folgendem Wege bestimmen: 
Die Stelle x beschreibe einen geschlossenen Weg, auf welchem «,(z) 
in u(#) + 1 tibergeht, wihrend die iibrigen Integrale sich ungeindert 
reproduciren: so werden sich die rechten Seiten der Gleichungen (1) 
um die Coefficienten 2,,; vermehren, wihrend die linken Seiten um ein 
System simultaner Perioden der Integrale wachsen. Es ist also 


(2) Te, = Iii +>) 91 a; (k,l =1,2,...p), 


wo die Buchstaben h und g ganze Zahlen bezeichnen. 
Beschreibt ferner 2 einen Weg, auf welchem wu,(x) in u(x) + ax 
iibergeht, so ergiebt sich in analoger Weise 


(3) > midi = Hi, +>) Guide; (k, l a i 2, eee P); 


wobei die Zeichen H, G wiederum ganze Zahlen bedeuten. 
Substituiren wir die Werthe der Gréssen a aus (2) in (3), so 
erhalten wir zwischen den Gréssen a;, die folgenden p? Relationen: 


(4) a hei Qi +> Ini Cem Git = Hy, +> Gir Axi 


i,m i 


(k, t= 1,2,...p). 


§ 2. 
Eintheilung der Correspondenzen in singulire und Werthigkeits- 
Correspondenzen. 

Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden; entweder stellen nim- 
lich die Relationen (4) eine wirkliche Abhiingigkeit der Gréssen aj, 
von einander vor, oder dieses ist nicht der Fall, sodass die Relationen 
(4) fir alle Werthe der (ptt) Gréssen aj, erfillt sind. Setzen wir 
das Letztere voraus, so ergiebt sich, dass 

hy, = Iigg = + > + hyp = Gy, = Gy, = ++ - = Gyp, 
und dass alle iibrigen Zahlen g, h, G, H verschwinden miissen, Wenn 
wir den gemeinsamen Werth der Zahlen h;;, G;; mit — y bezeichnen, 
so nehmen jetzt die Gleichungen (1) folgende Gestalt an: 


r=ea 


(5) a u(y”) + y+ u(e) = my (K—1,2,...p). 


r=1 


Wir nennen dann die Correspondenz eine ,, Werthigkeits-Correspon- 
denz“, die positive oder negative ganze Zahl y die zu der Correspon- 
denz gehdrige ,, Werthigkeit“. 
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Dagegen soll in dem ersten oben erwihnten-Falle, wenn also die 
p® Relationen (4) sich nicht alle auf Identitiiten reduciren, die Corre- 
spondenz eine ,,singuldre“ genannt werden. Solche singuliire Corre- 
spondenzen kénnen offenbar nur auf besonderen Riemann’schen Flichen 
existiren, nimlich nur auf solchen, bei denen es méglich ist, die p? 
Relationen (4) durch ganzzahlige Werthe der Gréssen h, g, H, G zu 
befriedigen, ohne dass h,, —h,,. =--- = G,,=G,. =--- ist und 
zugleich die tibrigen Gréssen h, g, H, G verschwinden. 

Diese besonderen Riemann’schen Flachen sollen ,,singulir“ genannt 
werden. Wir haben also folgenden Satz: 

»,Jede auf einer nicht singuliiren Riemann’schen Fliiche migliche 
Correspondenz ist eine Werthigkeits-Correspondens“. 

Dieser Satz wird spiiter durch den anderen ergiinzt werden: 

»Auf jeder singuliren Riemann’schen Fliche existiren auch singu- 
léire Correspondenzen“. 


g 3. 


Definition der Werthigkeitscorrespondenzen durch eine algebraische 
Function. 


Es bezeichne nun @[v,, 0, ...p}] oder kiirzer [v;] die zu der 
Fliche gehérige 4-Function, so wird bei passender Wahl der Con- 
stanten ¢; 

®[ui(z) — u(y) — e] 
als Function der Stelle x (oder y) aufgefasst fiir «= y (oder y = z) 
und weitere p»—1 nur von den Constanten c; abhingende Stellen 
unendlich klein von der ersten Ordnung. Wenn daher z eine variable, 
y’, y", ... y* die correspondirenden Stellen, ferner 2, eine feste, 
Yo > Yo > « + - Yo" die ihr correspondirenden Stellen, endlich y eine variable, 
y, eine feste Stelle bedeutet, so wird die Function 


r=e@ 


# (u(y) — 4,(y") — ¢,] 
(6) C(a, y) = IT “@[u; (Yo) —u,(y") —¢,) ou, (y) — %, (Yor) — ¢;| 





als Function von y nur an den & correspondirenden Stellen y’, y”, .. y* 
einfach Null und nur an den 2, correspondirenden Stellen y,’, y)”,.. . Yo” 
einfach unendlich und verhiilt sich entsprechend, wenn man sie als 
Function von « auffasst. Das Product 

PM #[u,(y) — wu; (e) — ¢] y ‘ 

@ Fe) —| spa wea] 9 [uo wea | CO) 
hat aber in Folge der Gleichungen (5) die Eigenschaft, sich unver- 
iindert zu reproduciren, wenn y einen geschlossenen Weg beschreibt 
und ist also eine algebraische Function der Stelle y. Lassen 
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wir 2 einen geschlossenen Weg durchlaufen, so geht F(x, y) in 
2ni DH [wi (y) —u, (yo)} 
e F(a, y) tiber, wo die M; ganze Zahlen bezeichnen. 
Da aber die Function nach wie vor algebraisch von der Stelle y ab- 
hiingen muss, so sind die Zahlen M; simmtlich gleich Null, sodass 
F(a, y) in F(a, y) tibergeht, also ungeiindert bleibt. F'(z, y) ist also 
auch eine algebraische Function der Stelle z Damit ist folgender 
Satz bewiesen: 

»Jede Werthigkeitscorrespondenz — also nach dem vorigen Para- 
graphen 2. B. jede auf einer nicht singuliren Riemann’schen Fliiche 
tiberhaupt médgliche Correspondenz — lésst sich durch eine von zwei 
Stellen x,y der Fliiche algebraisch abhiingende Function F(x, y) defi- 
niren. Wird die Stelle x (bez. y) fixirt, so verschwindet F(x, y) als 
Function der Stelle y (bez. x) aufgefasst y-fach fiir y= x (bez. x = y) 
und je einfach an denjenigen a (bez. B) Stellen, welche der Stelle x 
(bez. y) correspondiren; sie wird unendlich y-fach an der festen Stelle 
Xy (bez. yo) und je einfach an den « (bez. B) dieser Stelle x, (bez. yo) 
correspondirenden Stellen“. 

Dabei ist unter einer y-fachen Null-, bez. Unendlichkeitsstelle 
eine — y-fache Unendlichkeits- bez. Nullstelle zu verstehen, wenn y 
eine negative Zahl sein sollte. Die im Satze gegebene Aufziihlung der 
Null- und Unendlichkeitsstellen ist eine erschépfende. 


§ 4. 
Das Correspondenzprincip fiir Werthigkeitscorrespondenzen. 


Durchwandern die Stellen 2 und y gleichzeitig (etwa dicht hinter 
einander) denselben geschlossenen Weg, so wird sich #[u;(y) — u(x”) —G] 
ungeindert reproducirt haben, wenn 2 und y auf ihren Ausgangspunkt 
zuriickgekehrt sind. Denn die Integrale u;(y) und u(x) haben sich 
um dieselbe Periode vermehrt. Deshalb wird 


ee F(@,y) 
(8) F(x) — [ (@ [u;(y) — ui (a) — ¢,|)” a 





eine algebraische Function der Stelle z sein. Diese Function wird 
nun so oft verschwinden, als die Stelle 2 mit einer correspondirenden 
Stelle y” zusammenfiallt, also C-mal, wenn C die Anzahl der Coinci- 
denzen der Correspondenz bezeichnet. Sie wird an den a Stellen 
“2=y," und den B der Stelle y, entsprechenden Stellen je einfach 
unendlich und iiberdies y-fach unendlich (oder (—y)-fach Null) an den 
2p Nullstellen von #[u,(~) — u;(a) — ci] - [wi(y,) —um(x)—e;]. Da 
nun eine algebraische Function ebenso oft Null wie unendlich wird, 
so ist 
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(9) C=—a+ B+ 2py, 
welches (fiir y > 0) die Cayley-Brill’sche Correspondenzformel ist. 
Zugleich erhalten wir aber ausser dieser Formel den Satz: 

»Die Coincidenzstellen einer Correspondenz mit positiver Werthig- 
keit sind stets die Nullstellen einer algebraischen Function F(x) der 
Fliche. Die Coincidenzstellen einer Correspondenz mit negativer 
Werthigkeit y sind zusammen mit 2p anderen je (— y)-fach zu nehmen- 
den Stellen (niimlich den willkiirlichen Stellen 2, y, und den 2p—2 
Nullstellen einer Function g) die Nullstellen einer algebraischen Func- 
tion F(x) der Fliche“. 


g 5. 


Zahl der Stellenpaare, welche aus zwei sich gleichzeitig in zwei 
Werthigkeitscorrespondenzen entsprechenden Stellen bestehen. 


Auch die von Herrn Brill aufgestellte Formel*) fiir die Zahl 
der zweien Correspondenzen gemeinsamen Paare entsprechender Stellen 
ist auf alle Werthigkeitscorrespondenzen ausdehnbar. Die erste Corre- 
spondenz besitze die Werthigkeit y und es mége die Stelle y nach 
Fixirung der Stelle x a-deutig, umgekehrt die Stelle x nach Fixirung 
von y f-deutig bestimmt sein; ferner sollen a’, pf’, y’ fiir die zweite 
Correspondenz die entsprechende Bedeutung haben, wie a, 6, y fiir 
die erste. Fassen wir nun immer zwei Paare (a, y), (#,, y) zusammen, 
von denen das erste zur ersten, das zweite zur zweiten Correspondenz 
gehért, wihrend die zweite Stelle y in beiden dieselbe ist, so werden 
wir eine neue Correspondenz erhalten, wenn wir die Stellen x und a, 
entsprechend setzen. Offenbar wird nach Fixirung der Stelle x die 
Stelle z, im Ganzen «f’ Lagen und nach Fixirung von 2, die Stelle 
xz im Ganzen Ba’ Lagen annehmen. Sind nun y’, y”,...y* die ver- 
moége der ersten Correspondenz zu « gehérigen Lagen von y und 
(x,')", (a,"), . . . (@8")" die vermége der zweiten Correspondenz zu y’ 
gehérigen Lagen von 2,, so ist 

Duly’) +y7.u(z)=m (k—=1,2,...p) 


r= 


ae : a 
Su (ay) +” Maly’) = me" ( , ) ”) 


g=1,2,...4 


sl 
und folglich 


r=a <9 


2 2 


i 
uy (a,)" — yy u(4) = Th (kK—1,2,...p), 
r=i1 ssi 


*) Math. Annalen Bd, 6, pag. 42 oder Bd. 7, pag. 611. 





568 A. Horwrrz. 


wo 2%, ,", Tk von der Stelle x unabhingig sind. Das letztere 
Gleichungssystem zeigt, dass die Correspondenz (x, 2,) die Werthig- 


keit — yy’ besitzt. Nach Gleichung (9) des vorigen Paragraphen 
kommt es also 


(10) ap’ + Ba’ — 2pyy 
Mal vor, dass 2 mit 2, und also das Paar (x, y) mit (x,, y) identisch 
wird. 

Betrachten wir m Correspondenzen mit den zugehérigen Zahlen 


©, By, 7143 &, Bo, Yo; -+- Gn, Bay Yn, 80 ergiebt sich auf ihnlichem 
Wege, dass im Ganzen 


(11) a@,.a@,...a, + B, .B,... Ba + (—1)** . 2py,- 7... Yn 
Gruppen von » Stellen z,, 2,,...2, auf der Riemann’schen Fliche 
existiren von der Beschaffenheit, dass die Stellenpaare 


(1, %), (®qy Xy),~ + - (Guay Lu), (ny 2) 
der Reihe nach der ersten, zweiten,...m'" Correspondenz angehdren. 
Die Formel (10) ist ein specieller Fall von (11). Diese Formeln 
erleiden, wenn die betrachteten Correspondenzen gewisse Symmetrie- 
Verhiltnisse darbieten, eine in jedem Falle leicht anzugebende Modi- 
fication. 


§ 6. 
Darstellung der Correspondenzen von positiver Werthigkeit durch 
algebraische Gleichungen. 

Wenn die Werthigkeit y eine positive Zahl*) ist, so stellt die 
Gleichung 
(12) F(z, y) — 0, 
wo F(x, y) das aus #-Functionen gebildete Product (7) bedeutet, die 
Correspondenz rein dar, wenn von der y-fachen Lisung x = y dieser 
Gleichung abgesehen wird. Nun wird F(z,y) als Function von y 
betrachtet, an den festen Stellen y=—y,, y,’,... 4% je einfach, an 
der Stelle yw, y-fach unendlich. Es ist F(z, y) folglich eine lineare 
homogene Function von einer bestimmten Zahl qg-+ 1 linear unab- 
hiingiger algebraischer Functionen 


f(y), Yy)>---fY), 
welche an eben denselben Stellen unendlich werden, wobei die Coef- 
ficienten dieser linearen homogenen Function von der Stelle y unabhingig 
sind. Die Zahl q ist bekanntlich héchstens gleich a + y — p— rt, 
wo t angiebt, wie viele linear unabhiangige Differentiale erster Gattung 


*) Die Werthigkeit Null wird hier und in der Folge stets als eine positive 
angesehen. 
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an jenen Unendlichkeitsstellen von der zweiten Ordnung unendlich 
klein werden. Setzen wir in der sich so ergebenden Gleichung 


F(a, y) = Cofo(y) + ahi (y) +--+ + Cohe(y) 

fiir y q-+ 1 verschiedene Stellen y*(v—=0,1,2,...q), so ergeben sich 
die Coefficienten ¢ als algebraische Functionen der Stelle 2, deren 
Unendlichkeitsstellen bei 2 = 2%, %)",... %)° (den der Stelle y, corre- 
spondirenden Lagen von x) und der y-fach zu nehmenden Stelle zz, 
liegen. Dabei ist vorausgesetzt, dass die Determinante |/,,(y”)| nicht 
verschwindet, eine Voraussetzung, die durch passende Wahl der Stellen 
y” erfiillt werden kann, da die Functionen f,(y) linear unabhingig 
sind. Es wird also 


(13) F(x, y) = 9(@)foy) + 9: (@)AY) + +++ Ge(@) f(y). 


Wir diirfen offenbar annehmen, dass auch die Functionen g,(2) linear 
unabhiingig sind, da sich anderenfalls die rechte Seite der vorstehen- 
den Gleichung auf weniger Glieder zusammenziehen lisst. Es ist 
dann g auch hichstens gleich 8 + » —p+ 1, wo t angiebt, wie 
viele linear unabhiingige Differentiale erster Gattung in den Unend- 
lichkeitsstellen der Functionen g,(x) von der zweiten Ordnung ver- 
schwinden. Multipliciren wir F(z, y) mit irgend einer Function (2), 
welche nur an den Stellen ~,... 2, einfach, bei x=, y-fach ver- 
schwindet und mit einer Function f(y), welche nur an den Stellen 
Yo». ++ Yo* einfach, bei y= y, y-fach verschwindet, so kommt 


(14) ¥ (x, ¥) = 9(@) - f(y). F(@, y) 
= (x) . Fy(y) + (%) - FY) +--+ + %e(x). L(y), 

wo nun die Functionen , bez. F, an B+ y bez. a+ y Stellen, 
welche zu den Unendlichkeitsstellen der Functionen g, und f, corre- 
sidual sind, unendlich von der ersten Ordnung werden. Da die Glei- 
chung ¥Y =O dieselbe Abhiingigkeit zwischen den Stellen x, y, wie 
die Gleichung F' = 0 vermittelt, so ist hiermit der Satz bewiesen: 

ede Correspondenz mit positiver Werthighkeit lisst sich durch eine 
Gleichung 


(15) (2). Fo(y) + O(@) - Fy) +--+ O(a) . Fy) = 9, 
deren linke Seite eine algebraische Function B + y Grades der Stelle 
az und a+ y" Grades der Stelle y ist, vollstindig darstellen, in dem 
Sinne, dass bei Fixirung von x bez. y diese Gleichung, abgesehen von 
der y-fachen Lisung y=ax bez. x=—y, nur die der Stelle x bez. y 
correspondirenden Stellen als Lisungen besitet*‘. 

Wir fiigen den ohne Schwierigkeit zu beweisenden Erginzungs- 
satz hinzu: 

» Diese Darstellung der Correspondenz ist eine vollstiindig bestimmte, 
sofern man von solchen Uméinderungen der Gleichung (15) absieht, 
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welche in der Multiplication derselben mit irgend einer Function der 
Stelle x oder der y allein, oder endlich in simultanen linearen Trans- 
formationen der © und IF’, welche die Form >, F,+ 9, F,+---+9%,F, 
ungedndert lassen, bestehen. 

Es ist also namentlich auch die Zahl g eine ganz bestimmte fiir 
die Correspondenz charakteristische Zahl. Wir wollen dieselbe als die 
»» Dimension“ der Correspondenz bezeichnen*). 


§ 7. 
Bestimmung der Correspondenzen von gegebener Dimension und 
gegebener (positiver) Werthigkeit. 

Es seien (x), %,(x),...,() irgend g+ | linear unabhingige 
algebraische Functionen der Stelle x Bestimmen wir nun irgend 
‘+ 1 andere, ebenfalls linear unabhiingige Functionen F,(y), F; (y),.. 

F,,(y) der Stelle y, welche nur der Einschrinkung unterworfen sind, 
v=9 
dass > o,(a) F,(y) als Function von, an der Stelle s—=y y-fach 
v7=0 
aber nicht von héherer Ordnung verschwindet, so wird die Gleichung 
(16) q(x) Fy(y) + O,(%) Fy) +--+ +9) Fy) =0 
eine y-werthige Correspondenz der Dimension qg vorstellen, und auf 
- diese Weise werden, zufolge des vorigen Paragraphen, auch alle solche 
Correspondenzen entstehen. Jene Hinschriinkung, welcher die Func- 


tionen F'(y) unterliegen, driickt sich analytisch dahin aus, dass die 
y Gleichungen 


OY HY +90 iY) +---+%Y) Foy) =—9 
(17) oy) Fo(y) +O® Fy) +--+ Or) Fely) —aG 


oy) Foy) + PW) F, Q) ++ oF) Fy) = 0 
erfillt sein miissen, waihrend 


)(y) Fy(y) £9, (y) Fy) +--+ OM) Fi (y) 
nicht mehr verschwindet. Das Zeichen 9,®(y) bedeutet dabei den 
o'" Differentialquotienten von %,(y), nach irgend einer Function der 
Stelle y genommen. Wir folgern aus (17) zuniichst, dass die Dimen- 
sion einer Correspondenz mindestens gleich ihrer Werthigkeit ist. 
Denn falls g < y, muss die Determinante 


*) Deutet man die Verhiltnisse D(x): , (a) r++, (@) und Fy(y): Fi(y):+ 
“+: FO (y) als Punkt-, bez. Ebenen-Coordinaten in einem Raume von q Dimensionen, 


so erhiilt man eine bestimmte geometrische Darstellung der Correspondenz, Eine 
iihnliche ist in einem Raume von weniger als q Dimensionen nicht miglich. 











Ueber das Correspondenzprincip. 


Oy) +++ Oy) 








OF? (y) - - - OF) 
verschwinden, was, wie eine nihere Betrachtung zeigt, infolge der 
linearen Unabhingigkeit von ,(y),...,(y) nicht angeht. 

Eliminiren wir aus (17) und (16) die Functionen F,(y), F.-:(y),.. 
.- Fy_y41 (y), so ergiebt sich, dass durch die Gleichung 


,(@), Dapp (@), - » . Dow) 


*=I—Y Ms(Y), Pappa (y), «+ + Poly) 
(18) ST FW):|%@), S42). OW) [=O 








O97 (y), OFS (y), -- - OFM) 


die allgemeinste Correspondene mit der Werthigkeit y wnd der Dimen- 
sion q definirt wird, wenn 

1) (x), D, (x), . . . Py(x) beliebige linear unabhiingige algebraische 
Functionen der Stelle x bedeuten und 

2) die qa—y +1 ebenfalls algebraischen Functionen F,(y), F, (y),.- 
.. F,-,(y) der Stelle y so gewihit werden, dass die Gleichung (18) nicht 
identisch erfiillt ist, wenn M(x), D,(x),...P_(x) durch Dy” (y), O,(y),.. 
--®,(y) oder durch nicht stimmtlich verschwindende Constanten ¢y, ¢; ,.- 
-.Cq ersetet werden. 

Die Functionen F(y) kénnen aber stets, nach willkiirlicher An- 
nahme der ®(z), diesen Bedingungen gemiiss gewiahlt werden, so dass 
es immer Correspondenzen von der Werthigkeit y und einer beliebigen 
Dimension q > y giebt. 

Zum Beweise betrachten wir die in (18) auftretenden Determinan- 
ten fiir den Fall, dass die Functionen 9, (a) durch ©, (y) oder durch 
nicht simmtlich verschwindende Constanten c, ersetzt werden. Weder 
die bei der ersten, noch die bei der zweiten Ersetzung entstehenden 
Determinanten (D) kénnen simmtlich identisch verschwinden. 

Die gegentheilige Annahme wiirde nimlich zu der Folgerung 
fiihren, dass die Functionen , (x), ...,(#), entgegen unserer Voraus- 
setzung, nicht linear unabhiingig sind. Dieses vorausgeschickt, waihlen 
wir nun die Functionen F,(y), ...F,-,(y) so, dass keine zwei dieser 
Functionen an derselben Stelle unendlich werden und dass ihre Grade 
grosser sind, als die Grade der Determinanten D. Alsdann sind, wie 
leicht zu sehen, die Bedingungen 2) sicher erfiillt. 

Ein besonderes Interesse verdient der Fall, in welchem Dimension 
und Werthigkeit der Correspondenz einander gleich sind. Auf diesen 
speciellen Fall beziehen sich die Betrachtungen des Herrn Lindemann, 
welche in einem Briefe an Herrn Hermite und in den Vorlesungen 
38* 
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iiber Geometrie von Clebsch*) mitgetheilt sind; auch gehéren hierher 
die von Herrn Brill im 4. Bande der Mathemat. Annalen pag. 527 ff. 
gegebenen Entwickelungen iiber die eine algebraische Curve mehrfach 
beriihrenden Curven einer linearen Curvenschaar. Die Gleichung (18) 
reducirt sich fiir g = y auf 


O(z), (x), +--+ O,(x) 
%,(y), %,(y), pale Si 0, (y) 
(10) | Oy (y), Oy), ++-O/(y) |=9, 





| OF (y), OPP (y), -  - OF (y) | 

so dass die Correspondenz schon durch die Wahl der Functionen (2) 
vollstiindig bestimmt ist. — Weitere sich an die Resultate dieses 
Paragraphen ankniipfende Entwickelungen liegen ausserhalb des Rahmens 
gegenwiirtiger Mittheilung. 


§ 8. 
Darstellung der Correspondenzen mit positiver Werthigkeit auf 
Curven vom Geschlechte p. 


Wir bezeichnen nun mit 
u(a)—= =, Ea) = 


zwei algebraische Functionen der Stelle x der Riemann’schen Fliche, 
durch welche sich alle iibrigen rational ausdriicken lassen. Zwischen 
diesen Functionen 9, € besteht eine algebraische Gleichung vom Ge- 
schlechte p, welche in der Form 
(20) f(a, X_y %y) = 0 
dargestellt werden kann und bei Auffassung der Verhiiltnisse x,:2,:2, 
als Dreieckscoordinaten eine ebene Curve vom Geschlechte p vorstellt. 
In der irgend eine positiv-werthige Correspondenz definirenden Glei- 
chung (15) lassen sich nun die Functionen (x), ®,(a), .. . (a) 
in die Gestalt setzen : 

Dy (2, Xe, & D, (21, xg, Xs) 
G1) 1) — eve)? Om Vea a) 
wo die Gleichung (x, , 2, 2) = 0 eine Curve vorstellt, welche durch 
die Unendlichkeitspunkte der Functionen ®,(x) und eventuell durch weitere 
feste Punkte hindurchliuft, welche auf allen Curven ,(x,, %,, 2) = 0 


*) Crelle’s Journal, Bd. 84, pag. 300—304; Vorlesungen iiber Geometrie, 
1, c.; siehe auch Bd, III, pag. 76 ff. der franzésichen Uebersetzung dieses Werkes 
von Benoist, wo Herr Lindemann die Darstellung etwas modificirt hat. 
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liegen. In entsprechender Weise lassen sich die Functionen F,(y) 
darstellen; es sei etwa 


oC Fo(Yi, Yes Ns) FY (Ys» Yar Ya) 
(22) F, (y) = Fo. = my a - Fy(y) = Fo. Ye %) 


Die Gleichung (15) geht nun, wenn wir den Nenner 9(z, , 2, %) 
- F(y,5 Ys) Ys) unterdriicken, tiber in: 
(23) Way, %py Wy | Yys Yor Ys) = > Or (Xy, Ly, X) - FY, Yo» Ys) = 9, 
v=0 
womit der folgentle Satz bewiesen ist: 
» Jede auf einer algebraischen Curve 


f (1, %_y %3) =O 
existirende algebraische Correspondenz mit positiver Werthigkeit ldsst 
sich durch eine einzige Gleichung 


Y (21, XX | Yi, Yo» Ys) =O 
definiren. Bedeuten néimlich y;, Yo, Ys (bee. X,, %_, 3) die Coordinaten 
irgend eines Punktes der Curve f, wiihrend x, , 2, 3, (bee. y;, Yo, Ys) 
laufende Coordinaten bezeichnen, so stellt die Gleichung ¥Y =O eine 
Curve vor, welche die Curve f y-fach in dem Punkte y,, yo, ys (bez. 
%y) Ly, XL) je einfach im den diesem Punkte correspondirenden Punkten 
und iiberdies eventuell in festen Punkten durchschneidet“. 

Dieser Satz liisst sich sofort auf algebraische Curven, welche in 
einem Raume von beliebig vielen Dimensionen liegen, tibertragen. 
Auch fiir solche Curven liisst sich bei ev. Hinzunahme von festen 
Punkten jede Correspondenz mit positiver Werthigkeit durch eine ein- 
zige Gleichung definiren. 


§ 9. 


Darstellung der Correspondenzen mit negativer Werthigkeit durch 
algebraische Gleichungen. 


Wir wollen die Correspondenz C” aus den beiden Correspon- 
denzen C und C’ zusammengesetzt nennen, wenn sie durch die An- 
gabe definirt ist, dass jeder Stelle x gleichzeitig diejenigen Stellen 
entsprechen sollen, welche ihr in C und C’ correspondiren. 

Besitzen die Correspondenzen C und C’ die Werthigkeiten y und 
y’, so ist die aus ihnen zusammengesetzte Correspondenz C” eine 
Correspondenz mit der Werthigkeit y + y’, wie aus der Addition der 
zu den Correspondenzen C und C’ gehérenden Gleichungen (5) hervor- 
geht. Es sei nun C’ eine Correspondenz mit der negativen Werthigkeit 


y =— 9, 
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und C irgend eine Correspondenz mit einer positiven Werthigkeit 
y>09; es wird dann C” die positive Werthigkeit y— 0 besitzen. 
Sind nun 

¥ (#,y) =0 

¥2(x,y) =0 
die Gleichungen, welche die positiv-werthigen Correspondenzen C und 
C” darstellen, so wird die Gleichung 


(24) Vela, y) _— 


¥ (a, y) 
die Correspondenz C’ mit der negativen Werthigkeit — @ definiren. 
Nach den Entwicklungen des vorhergehenden Paragraphen wird also 
z. B, jede solche Correspondenz auf einer ebenen Curve 
f (#15 %2, %) = 0 
durch eine Gleichung der Form 
(OF Ve(@1, Ue, 3 | Yr» Yor Ys) __ ye 
(5) ¥ (is ay 99s vo) 
dargestellt werden kénnen, wobei Yy und Y ganze homogene Func- 
tionen sowohl von 2,, 2, 2%, Wie von ¥;, Y2, Y3 bedeuten, und wo die 
Gleichung ¥Y =O eine beliebig zu wihlende Correspondenz, deren 
Werthigkeit mindestens gleich @ ist, vorstellt. Beispielsweise kann 
¥ = (2, Ys — #4)? 
' gesetzt werden, und es wird dann Y, = 0 eine (leicht geometrisch zu 
definirende) Correspondenz mit der Werthigkeit 0 werden. 

Die Division von ¥ in Y, ist aber nicht ausfiihrbar, da eine 
Gleichung, deren linke Seite eine ganze homogene Function von 
Ly» %, Xz, und ¥Y;, Yo, Yy ist, stets eine Correspondenz mit positiver 
Werthigkeit definirt. 

Setzen wir, wie soeben, die Correspondenz C’ mit C zu der positiv- 
werthigen Correspondenz C” und mit einer anderen Correspondenz K 
zu der positiv-werthigen Correspondenz K’ zusammen, so werden die 
Gleichungen 
(26) \ ¥i(%,y) =0, 

¥2(%,y) =0, 


von denen die erste die Correspondenz K’, die zweite die Correspon- 
denz C” definirt, zusammengenommen die Correspondenz C’ darstellen, 
da je zwei Stellen, welche gleichzeitig in K’ und C” einander ent- 
sprechen, auch vermége der Correspondenz C’ correspondirende Stellen 
sind. 


*) Durch solche Gleichungen definirte Correspondenzen betrachtet gelegent- 
lich Herr Lindemann. (Vorlesungen Bd. II, pag. 747, wo gezeigt wird, dass 
auf diese Correspondenzen die Formel (10) Anwendung findet). 
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Beriicksichtigen wir das Resultat des vorigen Paragraphen, so 
erhalten wir den Satz: 


»dede auf einer algebraischen Curve 
f(@1, %, %) =O 
existirende Correspondenz mit negativer Werthigkeit liisst sich zwar nicht 


durch eine einzige Gleichung, wohl aber auf mannigfaltige Weise durch 
zwei Gleichungen der Form 


Vi (2, %a» | 1» Yor Ys) = 0 

Vo (a1, ©, % | Yr» Yor Ys) =O 

definiren. Bedeuten niimlich y;, Y., Ys (bez. @,, 2%, 23) die Coordinaten 
irgend eines Punktes der Curve f, wihrend x,, 2, %5 (bez. Y;, Yo, Ys) 
laufende Coordinaten bezeichnen, so stellen die Gleichungen ¥, = 0, 
Y, = 0 zwei Curven vor, welche sich auf der Curve f ausser (eventuell) 
in dem Punkte y,, Yo, Ys (bee. %,, %_, %3) mur noch im den diesem 
Punkte correspondirenden Punkten und (eventuell) in festen Punkten 
durchschneiden“. 

Dieser Satz lisst sich auch auf Curven, welche in einem Raume 
von beliebig vielen Dimensionen liegen, tibertragen; stets werden zwei 
Gleichungen, welche noch auf unendlich viele verschiedene Weisen 
gewahlt werden kénnen, zur Definition der Correspondenz ausreichen. 


§ 10. 
Die allgemeine Correspondenzformel. 


Es eriibrigt noch, die singuliren Correspondenzen einer niiheren 
Untersuchung zu unterziehen. Die erforderlichen Entwicklungen lassen 
sich dabei zumeist so darstellen, dass sie fiir alle algebraischen Corre- 
spondenzen, gleichviel ob sie Werthigkeits- oder singulire Correspon- 
denzen sind, Giiltigkeit haben. Es soll daher, wenn nicht ausdriicklich 
das Gegentheil bemerkt wird, tiber die Natur der in der Folge be- 
trachteten Correspondenzen und der sie tragenden Riemann’schen Fiche 
keine besondere Voraussetzung gemacht werden. 

Vermige irgend einer Correspondenz mégen der Stelle x die Lagen 
y, y’, «+4 y® von y entsprechen; ferner seien Yo, Yo’, .. +) Yo* die 
einer festen Stelle 2 correspondirenden Lagen von y und endlich be- 
zeichne y, irgend eine feste Stelle. Alsdann wird die Function: 


& [u,(@) — u(y") — ¢] 
a) OW—[T Snag) aeme-aG)—a 


auf der in eine einfach zusammenhingende zerschnittenen Fliche so 
oft Null, als die Stelle mit einer correspondirenden Stelle y” zu- 
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sammenfiallt, also C-mal, wenn C die Zahl der Coincidenzen der Corre- 
spondenz bezeichnet; dieselbe Function wird an den der Stelle x corre- 
spondirenden Stellen y,,...,y¥* und an den # Stellen, welche der 
Stelle y, entsprechen, je einfach unendlich. ™ 

Es ist folglich: : 
(28) 0~e—f= zat f d log C(a), 


wo das Integral in positivem Sinne durch die Begrenzung der zer- 
schnittenen Fliche zu erstrecken ist*). Andererseits ist dieses Integral 


gleich 
ot ; ot 
a (fe log r= + d log =) 
k by 


ay 





wenn die Einzelintegrale lings der Riemann’schen Schnitte a,b, ge- 
nommen werden und C+, C~ die Werthe von C(x) auf der positiven 
bez. negativen Seite des betreffenden Schnittes bedeuten. Infolge der 
Relationen (1), (2), (3) des ersten Paragraphen ergiebt sich fiir die 
letztere Summe der Werth: 


— (Igy H Itgg +++ + pp + Gy, + Gon + +++ + Gop), 
so dass wir fiir die Zahl C der Coincidenzen der allgemeinsten iiberhaupt 
miglichen algebraischen Correspondenz die Formel erhalten: 


(29) Cat B— (hyyt Rag t ++ + hppt Gy Got +++ + Gpp). 
Ist die Correspondenz eine Werthigkeitscorrespondenz, so werden 
(ef. § 2) die Zahlen h;;, Gj; simmtlich untereinander gleich und die 
Formel (29) geht, wenn der gemeinsame Werth dieser Zahlen gleich 


— y gesetzt wird, in 
C=a+ B+ 2py 
tiber, wie es nach § 4 sein muss. 

Die Zahl der Stellenpaare z, y, welche sich gleichzeitig in zwei 
beliebigen Correspondenzen entsprechen, ergiebt sich auf folgendem 
Wege. Es seien y’, y’,..., y* die vermége der ersten Correspondenz 
der Stelle z entsprechenden Lagen von y und 2’, 2", ..., x?” die 
vermoge der zweiten Correspondenz der Stelle y” entsprechenden Lagen 
von x Dann bestehen nach § 1 die folgenden Relationen: 


- u(y’) = 4 Mei U(X) + Me, 


raat 


> uy (2") = a Mei ti(y”) + tm, (r= 1,2,---, a), 


s=1 t 


(30) 





*) In Betreff soleher ,,Begrenzungsintegrale“ verweise ich auf die Rie- 
mann’sche Abhandlung tiber Abel’sche Functionen, sowie auf den Aufsatz von 
Roch, ,,Ueber #-Functionen vielfacher Argumente“ in Crelle’s Journal, Bd. 66, 
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wobei 


ei = Ix + P5 Git Ui, 
Ps Mei Ai, = Ay, “bh a Gi Aki, 
Wei = hy, + a Git Aki; 


, 7 ’ 
> Wei is = Hy, + > Gi Aki, 
LG i 


unter den Zeichen h, g, H, G, h’, g’, H’, G@’ ganze Zahlen ver- 
standen. 

Die Elimination der Integrale u;(y”) aus den Gleichungen (30) er- 
giebt Relationen der Gestalt: 


(32) > Uy (2%) = > yi; (@) + my, 
r,s i 
af , 
uy = > Tei Wi 
i 


gesetzt ist. Eine kurze Rechnung zeigt, dass fiir die Gréssen 2, die 
Relationen 


(31) 





wo zur Abkiirzung 


” ” isd 
ey = Tee + > Git Ui 
i 


” ” a 
> Ui iy = Ay + > Gil ani 
t i 


aufgestellt werden kénnen, wenn unter kh”, g”, H”, G” die Zahlen: 


hi= zz (hin hei + gis Hii), 


(33) 


ii— > (his Ini + Iii Gi), 


(34) 
His = >) (Hulk + Gu Hid, 
é 





| Gi 2 (Hu ges + Ges Gis) 


verstanden werden. Die Anwendung der Formel (29) auf die Corre- 
spondenz, welche durch die Zuordnung der Stellen 2 * zur Stelle x 
definirt ist, ergiebt nun fiir die Zahl (C, C’) der Coincidenzen dieser 
Correspondenz den Ausdruck: 
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(0, 0) = af’ + Ba — Win tliat + Mp + G+ GG+-- + G4), 

oder, mit Riicksicht auf (34): 

(35) (C, C’)=a Bp’ +ha— >’ [Rix his + Giz Hy; + Ay Grit Gir Gil; 
i,k 


und diese Zahl wird offenbar angeben, wie viele Stellenpaare x, y gleich- 
zeitig beiden Correspondenzen angehdren*). 

Unter der Voraussetzung, dass beide Correspondenzen Werthigkeits- 
correspondenzen sind, geht die Formel (35) in die Formel (10) des 
§ 5 iiber. 


§ 11. 
Existenz der singuliren Correspondenzen. 


Es sei irgend ein Lisungssystem der 2p? Gleichungen: 


Hey = yy +> Git Gi 


“a Ui Ay = ix: 4 = Gi Aki 


gegeben. Dann werden durch den Ansatz: 


(37) u(y’) + a(y’) +--+ + aly?) = 3 Mei Wi() + Me 


(36) 


jeder Stelle xz p bestimmte Stellen y', y”,..., y? zugeordnet, wenn 
die Constanten 2,, was stets mdglich ist, so gewahlt werden, dass 
nicht fiir alle Lagen von x das auf der rechten Seite in (37) auf- 
tretende Gréssensystem auf mehr als eine Weise in die durch (37) ver- 
langte Form gesetzt werden kann. Durch diesen Ansatz ist also eine 
algebraische Correspondenz bestimmt, fiir welche die oben mit « be- 


*) Bei der Anwendung dieser und dhnlicher Formeln ist der folgende Satz 
von Nutzen: Werden fiir irgend eine Correspondenz die in § 1 benutzten Be- 


zeichnungen verwendet und bedeuten a’, 2’, ..., w® die vermége der Corre- 
spondenz einer Stelle y entsprechenden Lagen von w, 80 ist 


> u, (ar?) = > 744%; (y) + 7, 

Ty = Gy - P Ii ir 
a 

Be 44, = — Hy + P ty; Mj 
é i 


A s=1 
wobei 
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zeichnete Zahl den Werth p besitzt. In transcendenter Form lisst 
sich diese Correspondenz durch die eine Gleichung*) 


(38) FY [me — >) mpiui(2) — cr| =0 


definiren, unter c, passend gewihlte Constanten verstanden. 
Die Zahl der einer beliebigen Stelle y entsprechenden Lagen von 
x ist, beiliiufig bemerkt, durch das Begrenzungsintegral 


wtf 4 log @ [ mo) —2 Hpi Ui (2) — a| 


bestimmt und findet sich, infolge der Gleichungen (36), gleich 
(39) DM (Gir his — gix Hix). 
i,k 


Wenn nun die Riemann’sche Flache, welche unserer Betrachtung zu 
Grunde liegt, eine singuliire ist, so diirfen wir annehmen, dass die 
Elimination der 2,, aus dem Systeme (36) nicht zu lauter Identitiiten 
zwischen den Gréssen aj, fiihrt, oder, wie wir kurz sagen wollen, 
dass das System (36) kein ,,identisches“ ist. Alsdann ist aber die 
durch (37) definirte Correspondenz sicher keine Werthigkeitscorre- 
spondenz. Die gegentheilige Annahme wiirde nimlich zu den Glei- 
chungen 


P Tei Ui (XL) = y > U(X) + Try 
i 


und also, indem wir auf beiden Seiten die Perioden nehmen, zu 
0, fir k21 
h 2 iy & -{ - < 
ter + ZV Gir Ari 5, te bust 
By + 2G ei = Y + er 


fiihren. Aus den letzteren Gleichungen wiirde aber folgen, dass 
Iiy = yg = + + = Gy, — Gy = +++ = y und alle tibrigen Zahlen 
h,g, H, G@ gleich Null sind, und somit wiirde das System (36), ent- 
gegen unserer Annahme, ein ,,identisches“ sein. 

Auf jeder singuliren Riemann’schen Fliiche existiren also auch 
singuldre Correspondencen. 

Wir kénnen hinzufiigen, dass es stets unendlich viele singulire 
Correspondenzen von der eben betrachteten Art giebt. 


**) Durch derartige Gleichungen definirte Werthigkeitscorrespondenzen be- 
trachtet Herr Lindemann in der Note ,,Ueber eine Verallgemeinerung des 
Jacobi’schen Umkehrproblems der Abel’schen Integrale‘‘ (Berichte der natar- 
forschenden Gesellschaft zu Freiburg i. Br. Bd. 7. Heft 3; siehe pag. 288 u. 290). 
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Es mégen niimlich 0 und y irgend zwei ganze Zahlen bezeichnen, 
so bestehen zufolge (36) die Relationen 


’ , , 
Re = Ny, + > Git Uiy 
i 


x Thi ay = Hy + a Gis Ax: , 


My = ONE, — Y €ki, hes = Dhar — Y €kiy Gui —_ O 9x1; i. = 0f,.; 
Gir = OGui — vex 


(40) 


wenn 


gesetzt wird, wobei &; den Werth 0 oder 1 bedeutet, je nachdem 
k21 oder k =1 ist. 

Zu dem Systeme (40) gehért nun in derselben Weise eine singuliire 
Correspondenz, wie die Correspondenz (38) zu dem Systeme (36). Die 
Zablen @, 6 haben fiir diese neue Correspondenz die Werthe 


a=p, p= PS (Gi hin —gixH) (ef. 39), 
i,k 
oder 


B= 8? >) Gixhix — gix His) — 79 >? (ex + Ger) + v7. 
i,k k 


Da letzterer Ausdruck, seiner Bedeutung gemiiss, fiir alle ganzzahligen 
Werthe von y, 0 einen positiven Werth besitzen muss (abgesehen von 
dem Falle y = 0d = 0), so sind die Zahlen g,h, G, H der Bedingung 


4p D) (Gabi — gir Hea) > [D) (has + Gr] 
i,k : 


unterworfen. 


§ 12. 


Darstellung der singuliren Correspondenzen durch algebraische 
Gleichungen. 


Betrachten wir irgend eine Correspondenz, so gehéren zu derselben 
p Gleichungen der Gestalt: 
(41) > aly) = 3S) maiui(e) + a, 

r=1 é 

wo wie friiher die der Stelle ~ entsprechenden Lagen von y mit 
y, y', ..., y* bezeichnet sind. Wir definiren nun, wie im vor- 
hergehenden Paragraphen, zwei weitere Correspondenzen durch die 
Ansitze: 
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(42) 5S) u(y") = — >) mana) — yym(@) + ai, 


(43) my") = — >) maiui(2) — yomn(a) + ai. 


Hier bedeuten y,, y, irgend zwei positive Zahlen, welche wir nach 
Willkiir annehmen; die Constanten 2, 2; waihlen wir, was in mannig- 
facher Weise geschehen kann, so, dass nicht ftir jede Lage von « 
unter den Stellen y,’, y,", ..., y,” sich solche finden, welche gleich- 
zeitig unter den Stellen y,’, y.”, ..-, y,? vorkommen. 
Die Addition der Gleichungen (41) und (42), sowie von (41) und 
(43) ergiebt nun: 
(44) ST ay") + >) ey") + rite (@) = ae + mi, 
r=1 n 
r=e 
(45) eer) + >) ays") + rata (a) = ae + ah 
r=1 n 
Es werden hiernach durch die Angabe, dass der Stelle x die Lagen 
y” und y,", beziiglich die Lagen y” und y," von y entsprechen sollen, 
Correspondenzen mit den positiven Werthigkeiten y, und y, definirt 
und diese kénnen nach den friiheren Entwickelungen durch je eine 
algebraische Gleichung dargestellt werden. Damit ist bewiesen: 
ydede algebraische Correspondenz, ‘nsbesondere auch jede singulire 
Correspondenz, liisst sich auf mannigfaltige Art durch zwei algebraische 
Gleichungen 
¥i(@,y) =90 
Y, (x, y) = 0 
definiren. 
Es gilt daher der in § 9 besonders hervorgehobene Satz nicht 
nur fiir die negativ-werthigen, sondern auch fiir die singuliiren Corre- 
spondenzen. 


§ 13. 


Ueber die Gesammtheit der auf einer beliebigen Riemann’schen Flaiche 
existirenden Correspondenzen. 


Es seien mw verschiedene Lésungen des Systems (36) bekannt: 


e & & 
Me = Ny: + > Git Ckiy 
i 


) 
5 midi = Hy, + Zz Gir Ani, 


(46 (¢=1,2,-+-,@), 
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wobei der Fall nicht ausgeschlossen ist, dass unter diesen » Systemen 
»identische“, d. h. solehe vorkommen, bei welchen die Elimination 
der z;, auf lauter Identitaiten zwischen den a,, fiihren. 

Wir nennen diese w Systeme abhdngig, wenn es moglich ist, die 
Gleichungen: 


(47) > ati=0, (by t= 1, 2,+++) 

e=1 
durch nicht simmtlich verschwindende ganze Zahlen 4,, A,, ..., An 
zu befriedigen; im entgegengesetzten Falle heissen die Systeme (46) 
unabhingig. Die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir das 
Bestehen der Gleichungen (47) driickt sich durch die 2p? Relationen: 


ri 


Pe Ae = 0 
e=1 
(48) come (k, = 1,2,-+-+ p) 
3 Aegin == 0 
e=1 


aus, woraus hervorgeht, dass nicht mehr als 2p? unabhingige Systeme 
(46) existiren kénnen. Wir nehmen an, dass die w Systeme (46) un- 
abhiingig sind und dass es nicht mehr als w unabhingige Systeme 
giebt. Ist dann irgend ein weiteres System (36) gegeben, so kénnen 
die p*? Gleichungen 

=u 
(49) Amu = >) dats (by l= 1,2,++ 5 p) 


el 


durch ganze Zahlen 4, 4,, welche nicht simmtlich verschwinden, be- 
friedigt werden, und es wird 4 von Null verschieden sein, da widrigen- 
falls die w Systeme (46) abhingig sein wiirden. 

Es lassen sich aber, wie eine eingehendere Betrachtung zeigt, 
die « Systeme stets so wiihlen, dass die Zahl 4 den Werth 1 erhiilt, 
und wir haben dann fiir jedes System (36) die Darstellung: 


e=u 


(50) t= >) dais, (k,t—=1,2,+++, p), 
e=1 


wo 4,, 4,,.-., 4, ganze Zahlen bezeichnen. 


Die w Systeme zj,;, aus welchen sich jedes andere nach der vor- 
stehenden Formel ganzzahlig zusammensetzen lasst, mégen als u 
»Fundamentalsysteme“ bezeichnet werden. Ferner sollen die Zahlen 
Ay, doy «+ +) 4y die ,,Charaktere“ des Systems a,,, und jeder Oorre- 
spondenz, zu welcher dieses System gehdrt, heissen. Die Charaktere 
sind nach Annahme der w Fundamentalsysteme eindeutig bestimmt. 
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Fiir eine beliebige Correspondenz midge das Gleichungssystem 


r=a 


(51) Py u(y) = az Tpi Uy(X) + Me 
r=1 é 


stattfinden. Setzen wir nun 


r=a 


(62) O@, y= J] 


r=1 


#[u,(y) — u(y") — C] 

a [My (Yo) — Uy (y’) — ¢, | a eu, (y) — %& (Yo) — ¢, | : 
so wird die Gleichung: 
(53) C(z,y) =0 
unsere Correspondenz zwar in transcendenter Form, aber vollstindig 
darstellen, indem die Gleichung (53) nur fir correspondirende Stellen 
(x, y) erfiillt ist. 

Wir bilden jetzt mit den mw Fundamentalsystemen 2%, die u 
#-Quotienten: 





& [uy (y)— a mi 5%; (we) — ¢] 
& [uz (yo) — > xf, u;(@) — | O[u(y) — Sahu, (eo) —o] ’ 
i i 


wo é der Reihe nach die Werthe 1,2,..., w erhiilt. 
Zufolge (50) und (51) ist nun der Quotient aus C(#, y) und 
“ 


(54) C.(a, y) = 





IT [C.(z,y)}*e eine algebraische Function F(x,y) der Stellen x 
e=1 


und y, und also: 


(55) C(x, y) =[G,(@, y)* [C,(@, y)}. .. [Cu(a, ym» F(a, y). 
Hiermit ist die Bestimmung aller auf einer beliebigen Fliche existirenden 
algebraischen Correspondenzen ausgefiihrt: 

»Man bestimme w ,,Fundamentalsysteme“ (46), aus welchen sich 
jedes andere System gemiiss (50) ganzzahlig zusammensetzen liisst. Ferner 
bilde man mit den w Fundamentalsystemen die @-Quotienten C,(x, y) 
nach Gleichung (54). 

Alsdann wird die Gleichung: 

(56) [C, (@, y)*[C,(#, y)}* .. - [Cu(a, y)Pu F(a, y) = 0, 

im welcher A,, Ag, ..+, Ay irgend welche ganze Zahlen und F(z, y) 
irgend eine von den beiden Stellen x, y algebraisch abhiingende Function 
bedeuten, alle auf der F'liche méglichen algebraischen Correspondensen 
definiren.“ 

Da ein Ausdruck der Form 


[C, (a, y)]}* [C,(w, y)]®.. « [Cu(a, y)]eu 
nur dann eine algebraische Function der Stellen z, y sein kann, wenn 
die Zahlen g simmtlich verschwinden, so kann zur Darstellung aller 
Correspondenzen keine der w Functionen C,(z, y) entbehrt werden. 
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Fiir nicht-singulire Riemann’sche Flichen hat die Zahl w den 
Werth 1, denn alle Systeme (36) lassen sich ganzzahlig aus dem einen, 


in welchem 2,, = %. =+-++=2Hpp=1 und alle tibrigen 2; — 0 
sind, zusammensetzen. Das System der Charaktere 4,, 4,, ..., du 
einer Correspondenz reducirt sich auf die eine Zahl 4, = — y, wo y 


die Werthigkeit bezeichnet, und die Formel (55) geht in (7) tiber. 
Fiir singuliire Flichen ist dagegen die Zahl uw stets grésser als 1 
und das System der Charaktere einer Correspondenz besteht aus 
mehreren Zahlen. 
Setzen wir in (55) y= und vergleichen die Zahl der Null- und 
Unendlichkeitsstellen der auf beiden Seiten entstehenden Functionen 
der Stelle x, so erhalten wir 


(57) C= at pt eds + ag +--+ + Gdy 

wenn C die Anzahl der Coincidenzen der beliebigen Correspondenz 
C(z,y) = 0, « und # die Zahl der einer beliebigen Stelle x bez. y 
entsprechenden Lagen von y bez. x bedeuten. Die Coefficienten 
Cy Co, » ++ Ce Sind ganze Zahlen, welche von der betrachteten Corre- 
spondenz unabhiingig sind. In dieser Gleichung (57) haben wir die 
allgemeine Correspondenzformel in einer neuen Gestalt vor uns. 


§ 14, 
Litterarisches iiber die singuliren Riemann’schen Flachen. 


Die im vorstehenden Paragraphen gegebene Darstellung der Corre- 
spondenzen habe ich fiir die von Herrn Klein in die Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen eingefiihrten ,,Modularcorrespondenzen‘*) 
(wenigstens fiir den Fall einer primzahligen ,,Stufe“) in einer in den 
Berichten der k. siichs. Gesellschaft der Wissenschaften abgedruckten 
Note**) hergestellt. Jedoch sind an jener Stelle die transcendenten 
Factoren C(x”, y),..., Cy(#, y) nicht auf ihre geringste Zahl zuriick- 
gefiihrt, da dieses fiir die dort verfolgten Zwecke nicht erforderlich 
war. Die ,,Charaktere‘‘ 4; der Modularcorrespondenzen sind die Ent- 
| wicklungscoefficienten der Integrale erster Gattung g'*" Stufe, und da 
die Zahl dieser Coefficienten im Allgemeinen grésser als 1 ist, so 
folgt, dass alle diese Correspondenzen singuliir sind. In diesem Um- 
stande lag die Schwierigkeit begriindet, welche sich bei der Auf- 
stellung der Classenzahirelationen fiir héhere Fille einstellte. Diese 
Relationen konnten nicht mehr aus der speciellen Formel C=a+6-+2py, 





*) Sitzungsberichte der Miinchener Academie vom 6. Dec. 1879 oder Mathem. 
Annalen, Bd, 17 pag. 63 ff. 

**) Mathematisch-physische Classe, Sitzung vom 4. Mai 1885. Die hier in 
Betracht kommenden Formeln finden sich auf pag. 233; die Functionen F(a’, o) 
entsprechen den im Texte mit C(x, y) bezeichneten Functionen. 








ied 
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sondern mussten aus der allgemeinen Correspondenzformel (57) ent- 
nommen werden. Diese letztere geht fiir die Modularcorrespondenzen 
geradezu in die Classenzahlrelationen tiber, falls die Zahl C durch die 
auf arithmetischem Wege abgezihlten Coincidenzen ersetzt wird. 

Die Modularcorrespondenzen liegen auf denjenigen Riemann’schen 
Flachen, welche zu der Galois’schen Resolvente der Modularglei- 
chungen gehéren. Diese F'lichen charakterisiren sich schon dadurch 
als singulire, dass sie eindeutige Transformationen in sich besitzen. 
Es gilt nimlich der Satz: 

»Jede Riemann’sche Fliche, welche eine eindeutige Transformation 
in sich besitzt, ist entweder eine ,,hyperelliptische“ oder eine singu- 
lire Flaiche“. 

Ist nimlich die eindeutige Transformation als Correspondenz be- 
trachtet eine Werthigkeitscorrespondenz, so existirt nach unseren Ent- 
wicklungen eine zweiwerthige Function der Stelle 2 und die Fliche 
ist also hyperelliptisch ; nach Ausschluss dieses Falles bleibt nur noch 
die Méglichkeit, dass die Fliche eine singuliire ist*). 

Schliesslich verweise ich noch in Betreff der singuliren Riemann’- 
schen Flichen auf die Untersuchungen der Herren Kronecker, 
Weber, Frobenius, Wiltheiss**) itiber die verallgemeinerte com- 
plexe Multiplication. Diese Untersuchungen beziehen sich simmtlich, 
soweit sie auf die zu algebraischen Gleichungen gehérenden Thetas 
Anwendung finden, auf singuliire Flichen in dem Sinne, wie er in 
der vorstehenden Note verstanden ist. 


Kénigsberg i, Pr., 5. Januar 1886. 


*) Neuerdings habe ich gefunden, dass die Gleichungen f(s", 2) = 0, welche 
Qin 

offenbar die eindeutige Transformation 2’ =z, s’ =e" -s gzulassen, alle iiber- 
haupt existirenden Riemann’schen Flichen definiren, die eine eindeutige Trans- 
formation in sich von der Periode  besitzen, Fiir » = 2 ergiebt dieses Resultat 
die Antwort auf die von Herrn Fuchs in den Berichten der Berliner Academie, 
Sitzung vom 22. Juli 1886, behandelte Frage; der dort entwickelte Satz, die be- 
treffenden Riemann’schen Fliichen seien nothwendig hyperelliptisch, kann hier- 
nach nicht aufrecht erhalten werden, (Januar 1887.] 


**) Kronecker, Monatsberichte der Berl. Acad. vom October 1866 (wieder 
abgedruckt in Crelle’s Journal, Bd. 68), Weber, Annali di Matematica, Serie Il. 
Bd. 9. pag. 126. Frobenius, Crelle’s Journal, Bd. 95. pag. 264. Wiltheiss, 
Bestimmung Abel’scher Functionen mit zwei Argumenten, bei denen complexe 
Multiplicationen stattfinden. Habilitationsschrift, Halle 1881. idem, Mathem. 
Annalen, Bd. 26, pag. 127. 
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Sur l’équation différentielle de la série hypergéométrique. 


(Premiére note.) 
Par 
Anpri Marxorr a St. Pétersbourg. 


Dans cette note je me propose d’obtenir tous les cas, od le pro- 
duit de deux valeurs de y, satisfaisantes 4 |’équation différentielle 


(1) a2(l—2) oY + (y — (a + B+ 1) 2) 4¥ apy = 0 


de la série hypergéométrique, se réduit 4 une fonction entidre de z. 
D’abord nous déduisons, d’aprés les régles connues, |’équation 
différentielle d’ordre troisitme, 4 laquelle satisfait le produit 
(2) = 992 
de deux intégrales de léquation (1). 
En posant pour la briéveté 


(3) p=al—2z), qgq=y—(«e+64+1)27, r—=—ap 


on trouve 








= 9:92, 
# om 9 Sx + % oh, 
ie 9 ry +, FY + 2 Gu Gee, 
ee ee 
D igs + Gs es —2p Egat +29 Ge ae +2 ae de de 


az 


sf ‘ - 


__ 9 (ap ‘ dy, dy. d*z ie as 
— 2 (42 — 29) 4 da ~ Yaz 5 (H+ ar) 





et enfin 
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Pz dq dp dz 
(4) p oS +3pq 92 +(e +p Gt — 992 + 4pr) 
+ 2r (2g — st) = (), 
En posant au lieu des p,q, 7 leurs expressions (3), nous obtenons 


(4°) 2?(1 — x)? os + 3a(1 — 2) (aw+ b) +(ca?+dx+e) = 
+ (fa + 9)2#=9, 





ov 

a=—(«+6+1), 

= 

c= 2a?+ 8a8+ 26°? + 3a+ 36+ 1, 
6) } d= —2y(2a + 26 + 1) — 4a, 

C= 2y7—y, 

f= 4ap(@+ 8), 

g — —2aB(2y ~ 1). 


Done il reste de trouver tous les cas, od |’équation (4) admet la 
solution 


2 = une fonction entiére de 2. 
Soit 
(6) e=1+L,0244+ L,2+4+---+ L,.2°' + Ly2"*, 


ou 
Beni, Ene: Seca: *'s + Gite es 


sont des nombres constants et L, n’est pas égal a zéro. 
Alors la partie gauche de l’équation (4) se réduit & une fonction 
entiére 
(7) Pot Peat Pia? t-++ + Prat + Pryor 
du degré n + 1 par rapport a 2. 
Ses coefficients se déterminent par les formules 
f Pyp=RL,+ SL, 
P, = @,L, + R,L, + 8, L,, 
Py= Gly + Bala + Bale 
(8) 
Poi = Oni La i Baylin 7 -_ oma 
P, a leit B Le 
q Pasa = Qnii Ln, 





od en général 
39* 
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Qmii = m(m — 1) (m — 2) — 3am(m — 1) + em+f 
= (m + 2a) (m + 28) (m+ « + 8), 
Raps = — 2(m + 1) m(m — 1) + 3(a — db) (m+ 1) m 
+ d(m +1) +9, 
Sita = (m + 2) (m + 1) m + 3b(m + 2) (m + 1) + e(m + 2) 
= (m + 2) (m + y + 1) (m + 27). 


(9) 1 





Tous les expressions 
P; P,, oe P,,; Pris 
a force de nos conditions doivent se réduire 4 zéro. 
L’équation 
Pasi == lt 
donne 
n=—2a ou —2f6 ou —(a-+ ). 


Quant aux autres équations 
P=0, P=0,::., PR=0 
elles seront satisfaites pour un certain systeme de nombres 
In; L,, se fo : a L,,; 

entre lesquels se trouvent des nombres différents de 2éro, si le 
déterminant 
ae ee ee 
a ee ee ee Se 

. Mate 1g a OS Oo 
(10) A, se oe His age 


eee os n i ae 
0, 0, 0, 0, - aoe 0, Qn, R,, | 








est égal & zero. 
De telle maniére notre question est réduite 4 la résolution de 
)’équation 


(11) A, =0 
& la condition 
(12) m=-—2a, ou —2B, ow —(a-+ 8). 


La résolution de l’équation mentionnée consiste dans les propo- 
sitions suivantes. 


Lemme 1. 
Si m est pair, le déterminant A, est égal a zéro 


n 
pour @=— > et pour p= —<- 
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Pour démontrer ce lemme il suffit de remarquer, que dans le cas, 
od un des nombres « et 6 est entier et négatif, a l’équation (1) satis- 
fait une fonction entitre de et le carré de cette fonction satisfait 
& léquation (4). 

Lemme 2. 


On peut poser dans l’équation (11) « + 6B + 1— y au lieu de y», 

Pour démontrer ce lemme il suffit de remarquer que la substitution 
de a+6-+1—~¥y aun lieu dey correspond a celle de 1 — a au lieu 
de x, dans l’équation différentielle. 


Relation entre An+y Bins yt. 
(13) An+1 _ Rigi An — Qm4-1 Sin Bn ~1+ 


Théoréme I. 
Are =a: B-(e+1)-(B+1)---(a-+x)(B+x) (yp—4)(y+4)-- 
= (y+ =#=*) o., 











(14) , 
Drei e+ B+ (@+1)-(B-+1)---(a-+%)(B+x)(y—+)(y+4)-- 
\ . ‘(y+ > ‘) Pex41; 


ott De, et Dox41 sont des fonctions entiéres de a, B, y. Ces fonctions 
se réduisent a zéro: 
La premiére D2 pour 





a+ p=—x—s, 
Qx+t 2x+3 2x+2s—1 (s = 1, 2,---, x), 
== 2 ? - 2 “Teh, Mae ) 
la seconde 2,41 pour 
a+p=-x#—S, 
2u+1 2u+3 2x+2s—1 (s = 1, 2,--+, #41). 
eT ee ee 
Démonstration. 


Les calculs immédiats donnent 
o= — 2aB(2y — 1), 
A,= 4aB(2y —1)-(y(2eB+a+ 6+ 1)+ eA), 
d’od il est facile de conclure, que notre théoréme est juste dans le 
cas de x = 0. 


Admettant ensuite, qu'il a lieu dans le cas de x = x’, nous 
obtenons 
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Aseia=a-B(@+1)(B+1) --(@+%)(B+2)(y—F)(v+5) - 
si (y+ 3s 2) { Row+2 Deox'41 — Yox42Sov41 Oe x} ’ 





ot 
Qaeye = (2a + 2x’ + 1) (26 + 2x’ + 1) (a+ B+ 2x’ + 1). 
L’expression 
Row49 De x41 = Qex'+2 Sox 41 V2 
d’aprés le lemme (1) doit avoir le diviseur 
(a+ # + 1)-(+x + }). 


Or d’aprés notre admission cette expression doit étre égale 4 zéro 
dans tous les cas, ov 


a+ p=—x —s, 
Qu +1 2x’ +3 Quv+2s—1 (s=—1,2,3,---,x°+1). 
2 ? F “kee as We tie 


> ? » ? 


ra = 


er 


Et dans le cas de a+ B=— 2x’ —2, daprés le lemme (2), le 
déterminant Ag,+2 doit se réduire & zéro pour 








2x'+3 Qn +5 4x°+3 
¥ oe a: ral an om a  -_ oe 
car ce déterminant est égal a zéro pour 
2x°—1 2x'—3 1 1 
eas es ea +> 


Par conséquent dans ce cas |’équation 
Row+e De x41 = Qe x42 Sox41 @, as 0, 
du degré x + 2 par rapport & y, admet les x’ + 1 racines suivantes 


_ 2x +3 2x +5 4x'+3 
ea es ae “— 


? -% 
Il s’agit de trouver encore une racine de la méme equation. Cette 
racine est égale 4 — — , car elle ne peut pas étre changée, quand 
au lieu de y on pose ia (2x -+1-+ >). 
Donec, y étant égala — ba , la fonction 
Y = Rox +2 2» OT ee Qe x'42 Sow4a 92, 
du degré x’ + 2 par rapport 4 @ se réduit & zéro pour 
a=-—B—x—1, —B—x—2,---,—B—2e —2, —x—1. 
Ce résultat montre, que notre expression Y pour y = — Lb oJ 


2 
est identiquement égale a zéro. 
De la il est facile de conclure, que 
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Are 42=e-B-(a+1) (B41) (e+e +1)6+%41)(y—>)(y+4)- 
ci (y+ S#t!) Crvus, 
ot le polynome 92,42 se réduit 4 zéro dans tous les cas, od 


a+ f=— ws —1—¢, 


2x +3 2x’+5 
po, 


? ? ’ 


__2(x'1)4+28—1 (S=1,2,3,---,x'4 1). 
2 ? 
En abordant l’expression Ay, 43, nous obtenons 


Asw4s= &-B(a+1)(B+1)---(@+x'+1)(6+x +1)(y-+)(y+4)- 
— (y + t= +1) O2x43- 
Le polynome 
Vov43 = Rov4s Pox'42 —8 (a+ B42 x'4+2)(2x'+3) (py +24 2) Oe41 
d’aprés ce qui précede doit étre égal 4 zéro dans tous les cas, ov 
a+t+Bp=—x —l1—s, 


2x°+3 2x’ +5 Q(x +1)+2s—1 (S=— 1,2,3, -->, #41). 
yo ae - ae coe = a —y 
Et dans le cas ‘de a+ 6 = — 2x —3, d’aprés le lemme (2), 
le méme polynome 9,43 doit ére égal & zéro pour 
2x’ +3 2x +5 4x’ +5 
dan mee a — 


De cette maniére nous nous persuadons, que notre théor®me est 
juste pour *=—-x'-+ 1, si ce théorme est juste pour x=’. Or 
nous savons, qu'il a lieu pour x — 0; par conséquent il doit avoir lieu 
pour wan], 2,3,---. 


Théoréme II. 


St 
eas aes 
Véquation 
De x41 == () 


du degré x +1, par rapport ad y, a les racines swivantes: 
y=6, 6-1, B—2,--+ B—*«x. 
Démonstration. 


Les formules (14) du théor®me précedent montrent, que Agx41 est 
égal & zéro pour 


2x%—1 
ey ee 


ro] 


1 
er 


ro] = 


Y= 
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e : 2x 1 * : : ons 
Par conséquent, si a = — ee, ce déterminant doit se réduire 
& zéro aussi pour 
y=B— x, B—x+1,--,, 6—1, B, 


d’aprés le lemme (2). 


Conclusion. 


Le produit de deus; intégrales de Véquation différentielle 
a(1— 2) 5% + (yy — (a+ B +1) a) 4% — apy =0 
dx? dx 
de la série hypergéometrique est égal & une fonction entiére de « dans 
les cas suivants et dans nuls autres cas: 
a) ” est pair: 








n 
l)a=w—-Z, 
n 
2) B= — 2? 
1 1 3 . 2n— 1 
3) a+p=—n, 7 ee Oe ee . 3 
b) est impair: 
$s 
n 1 1 3 
lbem—*, yet, —F, -4,.., 
n—2 n—1 
eee 6, é—1, ,B at pe 
n 1 1 3 
2) b=— >, ad ae ae oe 
— 3 ; » @ ’ » o~ “Fe 
| 1 3 
3) a+p=—n, F OSs eee es y 
n—2 n 2n—1 
—" 2 ? 9? ’ mea. 
Addition. 
Cas particulier: « + 8 =—n, yo —n+s- 


Dans ce cas notre fonction entire z vérifie l’équation différentielle 
w?(1 — 2) 2” + 32(y — («+ 6+ 1) x) Z” 
+(27°—y—(1+ 30+ 36-4 26?+4 8a8-+2a2)2)¢—4aB (a+ p)s—0; 

dod, en posant 


a =—=2a, p’ = 28, O=—a+pB, yy, &=—2y—1, 


> 
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on trouve 
Ke =. £..5 att  £F4s 2S 
ied a y & ‘yy +l of -e +i a: 
Pees (cheats ¢. e’41-. -B$n—1 8.3 41~8'4n-1 
1:2--- py Flip tn—-1 &-e+l1--e+n—1 ° 


On peut trouver pour z une expression semblable 4 la précédente, si 


«e+p=—n et yes 


ou 





a+p=—n et yo» —2t! (m est pair); 


2 
car ces deux cas se réduisent par les substitutions connues au cas 
examiné. 

Remarquons & propos, que dans une note*) sur la série hyper- 
géométrique Clausen & donné la formule suivante 


(1+ stat TF pets at vos) 
eal So + eae. ff Ott | 881 ge 


—- or 





y +i e-e+1 
ot l’on a 
ya 1 , « ’ ’ , 
y=a+6+s, a = 2a, B’ = 26, Ps d’=a+ 6, 
sé =2y—1 
et par conséquent 
1_ a _ et ate 
' «¢ a -)”)ClU 
Pour 
«ct+p——n 


la seconde partie de la formule de Clausen a les » + 1 termes premiers 
communs avec la fonction entitre précédente. 


St. Pétersbourg, September 1886. 


*) Crelle’s Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. ILI. 





Zur Transformation dritten Grades der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung. 


Von 


Fr. Brioscui in Mailand. 


(Auszug eines Briefes an M. Krause in Rostock.) 


Es mégen durch die Buchstaben c die urspriinglichen, C die trans- 
formirten Thetafunctionen fiir die Nullwerthe der Argumente bezeichnet 
werden. Zwischen den zehn Gréssen C, c bestehen dann fiir den Fall 
der Transformation dritten Grades fiinf von einander unabhingige 
Gleichungen, welche aus den Gleichungen hergeleitet werden kénnen, 
die sich § 41 pag. 193 Ihres Werkes befinden. 

Ich schreibe gleich Ihnen: 

Cyq « C34 + Cog + Cog + Cos + Cog = OG; - 65, 

C, 4 +O, .4 + .q =—C,.G, 

Cy Cy + Oy Cy + Oy, - Cy = G6 

Cy + Cy + Cy « Cog + Oy - Oy == U - 

Cor = Cor H Oyg «Cry + Oya - Ge = CS. 6, 

Cy Cy + Oye + Cra + Cy - Cog = Cy . C. 
Diesen Relationen wird identisch Geniige geleistet, wenn man setzt: 


’ 1 
C; yy = (Go +9: +92t9s), 


2 

1 

Cy hy = F OGo+I — GI2—Is)> 
' 1 

Cy2 Cy, = F OGo—I+92—9s)s 
1 

C34 C34 = 3 OCG. —91 — G2 9s): 


Cog . Cog = 0(9, — 1), Cry + Cy = (+1), 

C, .& =e(%—1, Cys - G3 = O(9%2 +1), 

Cor - 1 = 0(9;— 1), C, .¢ = e(9;+1) 
oder durch andere Ausdriicke &abnlicher Art. 














Zur Transformation der hyperelliptischen Functionen. 595 


Der Ursprung der Gréssen gy, g,, 92, gs ist der folgende. Sei: 
5 (04, V9’) = hy . 3 +O, (h, . Oo? + hy . 13 + hy . Osi) 
H+ hy 9-2. Dy 


die Transformationsgleichung und: 


8,4 + Oo! + Oi + Ost + 2a (9,7. 92 + 92 F,) 
+ 2b (0? . 3 + Os4 . 9,7) 
+ 2c (0,2. Osi + O,? . O13) 
+ 44%, . 8). O.. O, = 0 


die entsprechende Gdpel’sche biquadratische Gleichung, dann folgen 
die Beziehungen: 


h, =h la — 9,Va — 1], 
h, =h [|b — g,Vv? — 1], 
h, =h,[e - g,V¥e — 1], 
hy = hy [x — gV(@ —1) (—1) (e—1)I, 


be—a ca—b ab—e 
Gop ea" + Vaan een @ + Venerol 





I= y J Ist *9- 
Aus diesen Betrachtungen folgt dann, dass das Problem der Trans- 
formation dritter Ordnung sich auf die Untersuchung der Gleichungen 
reducirt, denen die Gréssen g), 9;, 92, g3 Geniige leisten. 

Diese Gleichungen erhiilt man aber aus den bekannten quadratischen 
oder biquadratischen Relationen, die zwischen den 10 Gréssen C be- 
stehen. Zuniichst geben die beiden Gleichungen: 


Cs — Ci —_ c! ies Cos — Cit uaa C;' 
zwischen g,, 92, 93, die Relationen: 


(1) i= 1)' — (drt _ Ge— 1 Ge +1)* _ (os — 1)" (Jn +1)! 
c,3 C4 c! ys Cot cy" 








Andrerseits bestehen die Beziehungen: 
eCs = C5. 0. Oi + Ca. Cs. G’, 
Cy = Cid. Ce. Ot + Cas. Cos . Cr’, 
EC = Ch. C2 . Os? + Cs§ « Cos . Cat, 
sOh em 08.02. 0 + G3. 03. ai, 


4 4 
e= Cy — Cy. 
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In diesen Gleichungen sind die linken Seiten Functionen von g,, 9,, 
Jo» 93, die rechten Functionen von g,, 9,93. In Folge dessen kann 
man g, als Function von g,, go, g, ausdriicken. 

Dann ergeben die beiden oberen Gleichungen (1) und eine beliebige 
der zuletzt angefiihrten die gesuchten Werthe von g,, 9,, 93, werden 
also die neuen Modulargleichungen sein. 

Setzt man einen jeden der oberen Ausdriicke (1) gleich einer un- 
bestimmten Grosse ¢, so ergeben sich drei Gleichungen 4' Grades, 
UM 9;, 92,93 als Functionen von ¢ zu bestimmen. 

Setzt man dann schliesslich diese Werthe in die letzte Gleichung 
ein, so erhalt man die Modulargleichung. 


November 1886. 











Zur Transformation dritten Grades der hyperelliptischen 
Functionen erster Ordnung. 


Von 


M. Krause in Rostock. 
(Auszug eines Briefes an Herrn Fr. Brioschi in Mailand). 


Die so ungemein einfache und elegante Darstellung, welche Sie 
von der Transformation dritten Grades geben, hat mich zu den Unter- 
suchungen zuriickgefiihrt, die ich vor einigen Jahren iiber denselben 
Gegenstand angestellt habe. Vielleicht diirften einige der hierbei ge- 
fundenen Resultate von allgemeinerem Interesse sein. In den Formeln, 
die Sie aufstellen, finden sich zwei Gréssen @ und h,, die nicht be- 
stimmt worden sind, da sie fiir die Transformation der hyperelliptischen 
Functionen und fiir die Theorie der Modulargleichungen ohne Bedeutung 
sind, Anders gestaltet sich die Sache fiir die Transformation der 
Thetafunctionen und fir die Theorie der Multiplicatorgleichungen. 
Hier sind gerade diese Gréssen von besonderem Interesse. Es ist nun 
nicht schwer, ihre Bestimmung so weit als angiinglich auf Grund der 
Relationen wirklich durchzufithren, die sich auf pag. 174 meines 
Buches tiber die Transformation der hyperelliptischen Functionen finden. 
Diese Relationen folgen nicht aus den von Ihnen zu Grunde gelegten, 
da sie keine Modular- sondern Multiplicatorbeziehungen sind. Der 
Einfachheit halber beschriinke ich mich zunichst auf einen der von 
mir stets gebrauchten Repriisentanten, etwa auf den, fiir welchen wird: 


V, =NY,, V,) = NY, Ty = NT,, Tig = MT,., Tee = MT. 
Dann kann man setzen: 
4, ((nv)) = H, 4, ((v’, ’))? 
+ (A, 8 ((0', 7)? + Ay. O.((v, 7’)? + Hy. A, ((v', t’))*) 4, ((v’, v')) 
+ H,.8((v, ©’) - 2 ((v, 7)). O55 ((0, 7). 
Wendet man Ihre Bezeichnungsweise an, so ergeben sich fiir die vier 
ersten Coefficienten die Ausdriicke: 
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(Ci — C5) Hy = 2e, 

(9,2 —1) HB, = A, [—(@8g,?+1) a+(9,2+ 39, Ve —1), 

(9? —1) H, = H, [—@g.?+1)b +(9,5+39.) Ve — 1], 

(93? —1) Hy; = Hy |—(89;?+1) ¢ +(9;'+39,) Ve — 1], 
Nun bestehen aber die Beziehungen: 

hy th +h, .c3—3(H,. 03+ H, . G3) sie a ae Ca, 


C ’ 
by Cra t+ hy . cos = 3(H,. CO + A, . Ci’) Ga Ce» Oe. Ors is 


Coq « Co - Cy . Cog 
oder auch: 
h, (C3 . 8 — G3 . o,2) +- hs ii. 1s — O,3 . 3) 
= 3H, (Of — Of) CuO Or Orn 


fa «Cy. Cog , 
h, (C35 . Ca ahs Ci. C14) + hs (C25 . C14 a C3. C22) 
= 3H, (5 .. G2 Co; - CG, . O, . Cee 


Cos - Cy - Cg » Cog 





und vier aihnliche, von deren Aufstellung indessen abgesehen werden 
moége. 

Aus diesen Formeln ergeben sich dann fiir g? u. a, die Bestim- 
veanenre gen: 


7VP—1 Ve? —1(g,2—1) [—(3g,2+1)b+(9,°+39,)V 0? 1] 





¢3 - = = 


(1) wetty yo—1) (29,a—(9,2+1)Va—1 1) — 2g, (e --g,Ve? — 
re ee a dhegih iarelinedlon 8 


cf — -¢,! 


=(¢—g,Vc —1) (29,a—(g,2+ 1)Va?— 1) —29, (b —g,Vv? -1), 
oder also es lassen sich die Gréssen: 


2 2 
—,*—— oder auch 2; und hy? (es — e:4) oder auch h,? c,4 
5 


C3 — C4 
rational durch die von Ihnen eingefiihrten Gréssen g,, 9,,g, und die 
urspriinglichen Moduln ausdriicken. 

Damit ist aber auch das Problem der Transformation der Theta- 
fanctionen und das der Multiplicatorgleichungen auf das von Ihnen 
behandelte zuriickgefihrt. Die erste Behauptung ist unmittelbar klar, 
zweitens aber kénnen die Wurzeln der Multiplicatorgleichung gleich 
den Grdéssen: 
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e—! , d=5 
(—1y* ” * :ab,-4 
gesetzt werden und diese driicken sich rational durch g,, 9,, 92, g, und 
die urspriinglichen Moduln aus (cf. pag. 198 des c. Werkes). 
Noch ein zweiter Punkt mége hervorgehoben werden. 
Wihrend Sie die Transformation dritten Grades auf die Unter- 
suchung der vier Hiilfsgréssen g), 9,, 92, g, reduciren, stiitze ich sie 
auf die Untersuchung von drei Grossen, etwa: 


Go Cy Cu. 

* ae 
Zwischen diesen Gréssen habe ich dann eine Reihe von Modularglei- 
chungen auf Grund der Transformation zweiten Grades gefunden. Es 
ist nun leicht zu zeigen, wie eine einfache Modification Ihres Ver- 
fahrens unmittelbar zur Aufstellung von Modulargleichungen der zuletzt 
definirten Art fiihrt. 

Ich schreibe dazu: 


C, +6, => Go+g +2445); 
Cy + % = + (49+91—S2 — 93)» 
Che * C2 = > (Go — G1 +G2— Ga) 
Cyq > Cg = > (Go— $1 — $2 + Bs), 


Coz + Cog == 91 — > Cy = 9 +, 

Cy +e = — @, Cos * “os = fo + @, 

Cor * 1 = Gs — O C, - = gy +2. 
Es sind dann auch umgekehrt die Gréssen go, g;, go, §3 durch die 
Gréssen C, c, ausdriickbar und zwar erhalten wir: 


do = > (G 5 + Oy + hy Oye + Cyn + Coy * C34), 
91 =F (Cy + 5 $y + Cy — Oye - yp — Cay + C94) 
ho = > (G, * © — Cy + ey Og + Crp — Cy + Cpa)» 
= > (G, 5 — Cy + by — Cyn + Oya + Cyy + Cy4) - 
Beriicksichtigt man nun die Thetarelationen: 

Cri + Csi = Os" » Co’ — Cis - Cnt, 

C2 - Cos = Cs’ C1 — Cra Cr’, 

Cot» Cx = Cs » Cx — Co’ + Cis, 





600 M. Krause. Zur Transformation der hyperelliptischen Functionen. 


so erhalten wir die Gleichungen: 
§:°—29,°e? + o'= (Cy - CQ’ — C3: Css) (65+ eo’ — e3- C34) = 295 “Tia, 
Got —2 9229? + 0! = Cy" Cis — Cat Co") (05° 13 — 94 Cy’) = 204" + 205, 
gs" —24,?0?-+ 0! = (C;" 4 Csi = Cy" ¢ He) (cs” ' Cs = re ‘ C13) =a}: zs’; 
Ve = Ce: Ce. 
Hieraus folgen die Beziehungen: 


2 2 2 2 2. 2 2 2 
_ x5 14 — 4 - 5) (#4 %03 — oi - ®2) 


20°=91° + ge” 1° — ge? = $2’ + g3’— Ge* — gs" 


2 2 2 2 
(@o1- 3 93. 44) 


— 3? + $1” 98° — or 


? 
Se lus 2 2 9 
(ai - ©og - Mg — Xo + X- 93) 


oe Pu. ue 
(2,5 - 244+ Gs — Loz. X,q -$1) 
pear ae — 2 2 

je" — Ss 


242 
—— = gj," gs” - 
on — Ge §2° 9s 
. st 2.2 2 
as (aot - - 91 — 293 - M14- 3) 


§s* — gi° 


e'= 9,792? — 


=a" Gi?’ 
Hieraus folgen die Modulargleichungen: 
95°14 (G9" —§3")-+ %,?- 03 (93? — 91°) + x01 "(9,7 — g,”) 
+ (2? — 93") (G3? — 817) (G1? — G2”) = 9, 
L(g.2— nT (a5 - 14+ ara" + 203) |? — 4 aes + 214-4" + aos = O. 


Dieselben sind von iihnlicher Form wie die auf Seite 196 meines Werkes 


befindlichen. 
In thnlicher Weise kénnen die iibrigen Thetarelationen zur Auf- 


stellung von Modulargleichungen beniitzt werden. 


Rostock im December 1886. 








